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LOS CONTINUOS LINEALES HOMOGENEOS
DE

GEORGE D. BIRKHOFF *

Por Roberto Vazquez Garcia
y Francisco Zubieta Russi.

Se tiene un conjunto H de elementos A, B, C... y una relacién
hinaria <, la cual rige Gnicamente entre elementos distintos de H. Se su-
pone que se cumplen los postulados siguientes:

1. S§i A 5= B, entonces una vy sélo :tna de las proposiciones A < B,
B < A es vdlida. ,
II. Si A < By B<C, entonces A < C.
II1. Para cunalquier elemento A, existen P y Q tales que P < A < Q.
Definicién: Un intervalo (abierto) es un conjunto de elementos X de
I de uno cualquiera de los cuatro tipos siguientes:
(1) Intervalo (A, B): todas las X tales que A < X < B.
(2) Intervalo (A, 4o0): todas las X tales que A < X.
(3) Intervalo (—co, B): todas las X tales que X < B.
(4) Intervalo (—o0, 4o0): el conjunto H.

* Los autores agradecen al Dr. G. D. Birkhoff el haberles comunicado su
sistema de axiomas y brindado su valiosa ayuda, sin la cual no hubiera sido posible
realizar este trabajo.
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IV. Cualquiera que sea la “‘sucesion doble” del tipo creciente
<A <A< Ay < Ay < Ay < oo vy sus elementos Ay y las X com-
prendidas Ay < X < Ayypr (n =0, £1, =2,...) forman un intervalo.

V. Entre dos intervalos cualesquiera es posible establecer una co-
rrespondencia biunivoca que conserva el orden de precedencia.

Los postulados Iy II nos dicen que la relacion < tiene las tres pro-
piedades caracteristicas de una relacion de orden; 1II expresa que no
hay en I un primero ni un dltimo elemento; IV es el postulado de la
cerradura y V el de la homogeneidad.

Definicion: Cualquier conjunto ordenado H que satisface los cinco
axiomas anteriores es un continuo lincal homogéneo.

Pasaremos a establecer, en primer término, algunas propiedades gene-
rales de los continuos cue acabamos de definir: estas propiedades son con-
secuencias de los axiomas I-V.

Tror. 1. Dos clementos distintos de H definen un intervalo del primer
tipo. De otro modo: St A < B, entonces existe C tal que A < C < B.

Consideremos los intervalos (A, ) y (—o, 4 ). De acuerdo
con V, existe entre ambos una correspondencia bi-univoca que conserva el
orden; en esta correspondencia, al elemento A le corresponde —o0 y a BB
le corresponde B’ de I. Sea C" < B’; el correspondiente de C" en (A, -}-0)
es un elemento C tal que A < C < B.

Tror. 2. Dados A y B, existe una sucesion doble que define al inter-
valo (4, B). ‘ 4

Consideremos una sucesion doble del tipo creciente {A’,} que define
al intervalo (A’, B"). Este es homogéneo al intervalo (A, B) y los elemen-
tos correspondientes a los de la sucesién doble {A’,} forman una nueva
sucesion doble del tipo creciente {A,} que define al intervalo (A, 13).

TEror. 3. Si dos sucesiones dobles del tipo creciente tienen en comiin
un clemento y todos los anteriores (posteriores) a ése, entonces tales suce-
siones definen intervalos con el mismo cxtremo isquicido (derecho).

Considerenios el caso en que las sucesiones {A,} y {A’,} tienen en
comtn un elemento A, =A’; y todos los anteriores a ése. Sean (A, B) y
(A’, B’) los intervalos respectivos. Si fuera A < A’ el intervalo (A, A’)
contendria elementos A, de la primera sucesion y, por eso, contendria ele-
mentos A’, de la segunda, lo que contradice la hipdtesis de que el.intervalo
(A, B’) estda definido por la sucesion {A’y}. '
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Demostracion analoga para el extremo derecho.

Teor. 4. Si dos sucesiones dobles del tipo creciente son tales que
todo elemnento de una de cllas estd comprendido entre dos elementos de la
otra, entonces ambas sucesiones definen el mismo intervalo.

CoRroLARIO: S se suprimen elementos de una sucesion doble del tipo
creciente y lo que queda es una sucesion doble, esta wltima define el mismo
intervalo que la primera.

Se adoptan aqui las definiciones clisicas de punto limite de un sub-
conjunto de H, de limite de una sucesién infinita de elementos de H, de
sucesion convergente (que tiene limite finico), etc., etc., sin que se excluya
el considerar como elementos limite a los elementos ideales — oo y 00,

“Teor. 5. Toda sucesion infinita creciente Ao < A1 < Az < ... de
elementos de I es convergente. Toda sucesién decreciente también con-
verge. '

En efecto, sea B el e:\tremo derecho comtn a todos los intervalos de-
finidos por sucesiones dobles del tipo creciente {A’p} que tienen en comiin
con la sucesién dada un elemento vy todos los posteriores a él; es inmediato
que todo A, < B; ademads, cualquier elemento C < B pertenece a algiin
intervalo definido por una de las sucesiones dobles escogidas y por eso, para
algtn valor del indice p se tendra A’, = C,'o bien, A’, < C < A’pyr. Se
concluye que cualquier C < B hace que el intervalo (C, B) contenga todos
los elementos de la sucesion dada a partir de un cierto rango: B es el limite
(tnico) de la sucesién dada.

Se demuestra andlogamente que cualquier sucesién infinita decreciente
converge.,

Notese que, si el teorema 5 se tomara como axioma, podria demostrar-
se el postulado IV,

Teor. 6 La condicion necesaria y suficiente para que B sca el limite
de la sucesion infinita creciente Ao < A1 < A2 < ... es que Ay < B para
toda ny, si C5=B y A, < C para toda n, entonces B < C.

Ia condicién es necesaria. Torque, si B es el elemento definido en la
demostracion anterior, se debe tener A, < B para toda #; ademis, si C < B,
hay elementos A, en el intervalo (C, B) y no puede ser A, < C para toda
n; luego, si A, < C para toda n y C 5% B, entonces B < C.

La condicién es suficiente. Porque, si todo Ay < B y ningiin C < B
es tal que A, < C para toda n, entonces todo intervalo (C, B’) conteniendo
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Tz, 7. Hingin conjunto I que satisfece los axiomas I-17 puede ser
numerable. -

Porque, si lo fuera, constituiria una clase ordenada del tipo 1 (postu-
lados I. II, III, y teorema 1) y podria ponerse en correspondencia bi-
univoca ordenada con el conjunto de los ntimeros racionales del intervalo
0 < X < 1. En una tal correspondencié, a toda sucesidn creciente de estos
nameros cuyo limite fuera un ntimero irracional le corresponderia una su-
cesion creciente de elementos de H que no tendria limite, lo cual es contra-
dictorio con el teorema 5.

Aparte de los cinco postulados anteriores que definen la clase de los
continuos lineales homogéneos de Birkhoff, vamos a considerar el siguiente :

VI. Todo conjunto de intervalos completamente distintos (sin elemen-
tos comunes) es numerable. (Souslin.)

Haremos ver que un continuo lineal homogéneo que satisface VI,
coincide con el continuo ordinario de la linea recta. En otras palabras: no
existe sino un solo continuo definido por los axiomas I-VI. A este continuo
lo llamaremos Hj.

Teor. 8. Sea H un conjunto que satisface I-VI y sea A un subcon-
junto de H que contiene todos sus puntos limite. Si A 54 H, el comple-
mento de A estd formado de intervalos abiertos cuyos extrenos son puntos
de A. :

Llamemos “puntos B’ a los elementos de H que forman el comple-
mento de A. Por hipétesis, los puntos B forman un conjunto no-vacio. Sea
By uno cualquiera de ellos; existe un intervalo (C’y, C;) conteniendo a By
y formado exclusivamente por puntos B. Probaremos que este intervalo se
puede extender a la derecha, hasta alcanzar un primer punto C que no
es un B, y a la izquierda, hasta alcanzar un C’ que tampoco es un B. Ha-
bremos demostrado asi que el punto By pertenece a un intervalo formado
exclusivamente por puntos B y cuyos extremos son puntos A.

Consideremos el intervalo elegido (C’1, Cy) que contiene a B,. Si C;
es un B, existe un nuevo intervalo (C’s, Co) conteniendo a C; y formado
exclusivamente por puntos B; si Cs es un B, existe un intervalo anilogo
(C’s, C3) que contiene a C:;... Proseguimos asi, construyendo interva-
los (C'n, C,) formados por puntos B y conteniendo el extremo derecho-
C,—1 del intervalo anterior. Si, para algtn valor finito de n, C, es un A,
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¢l proceso habrad terminado; en el caso contrario, obtenemos la sucesién
infinita C; < Ca < ... < Cy, < ... que converge hacia un punto C,, que
puede ser un A o un B. Si C, es un B, procedemos con él como se hizo
con By y, si el proceso no termina después de un ntiimero finito de pasos,
obtendremos la nueva sucesion infinita Cp41 < Cpy2 < ... que converge
hacia Cyp.2, que puede ser un A o un B. Si es un B, recomenzamos. Es
claro que terminaremos con la formacién de una sucesién transfinita
C<li<... <Cy< ... <Cp2...<Cy, donde C, es un A y a es
un numero ordinal de la segunda clase, puesto que no puede haber en H
una infinidad no-numerable de intervalos completamente distintos.

Andilogamente se alcanza, a la izquierda de By, un primer elemento C’,
que es un A, y el intervalo (C’, C,) contiene a By y estd formado exclusi-
vamente por puntos B.

Teor. 9. Todo conjunto H, que satisface los axiomas I-VI, es se-
parable,

Iin otras palabras: H contiene un sub-conjunto numerable denso en
todas partes.

Daremos la demostracién por un procedimiento constructivo que consta
de una sucesion transfinita, numerable, de etapas en las que se hace uso
del axioma V, al cabo de las cuales se obtiene un conjunto numerable denso
en todas partes de H.

Ln la primera etapa se construye una sucesion doble {A’;} de elemen-
tos de I que determina el intervalo (—o0, 40 ); este intervalo queda
descompuesto en una infinidad numerable de intervalos parciales (A'y,
A’i41) sin elementos comunes. Iin la segunda etapa se hace una represen-
tacion biunivoca ordenada del intérvalo (—'e0, -0 ) sohre todos los inter-
valos obtenidos en la etapa anterior, y en esa representacion se toma como
nuevos puntos de divisién los del conjunto (A”,) cuyos elementos son las
imigenes de los de la sucesidon doble {A’,} en los intervalos (A’y, A'ny1):
cada uno de estos intervalos (y también H) queda descompuesto en una
nueva infinidad numerable de intervalos completamente distintos. Se pro-
sigue asi, por etapas que corresponden a cada uno de los nimeros ordinales
finitos: en la etapa de orden n se hace la representacién biunivoca orde-
nada del intervalo (—on,4-o0) sobre cada uno de los intervalos parciales
obtenidos en la etapa anterior y se toma como nuevos puntos de division,
en esos intervalos, las imagenes de los de la primitiva sucesion {A’y}. No- -
temos que los puntos de divisiéon obtenidos en cada etapa vienen a ser
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puntos limite (por ambos lados) de los puntos de division de la etapa
siguiente.

En la etapa w, obtenemos un conjunto numerable (A,), haciendo la
unién de los conjuntos (A’y), (A”,),... de los puntos de divisién cons-
truidos en cada una de las etapas de orden finito. Es inmediato que este
conjunto (A,) es denso en si mismo y no tiene primero ni altimo elemen-
tos: (A,) es una clase ordenada del tipo 1 que abraza a todo el conjunto
H. Del hecho que (A,) es denso en si mismo, no podemos concluir que
es denso en H, como es ficil comprobar con ejemplos. Si (A,) no es denso
en todas partes de H, este conjunto queda descompuesto en dos partes: los
puntos A, que son los del conjunto (A,) y sus puntos limite, y los puntos
B, que son todos los restantes. Estos puntos B forman intervalos abiertos
(teorema 8). En la etapa w1 se hace la representacion biunivoca ordenada
del intervalo (—c0, 4o0) sobre cada uino de los intervalos B, y se toma
como puntos de division de estos intervalos las imagenes de los de la pri-
mitiva sucesién doble {A’,}. Se opeta como en las etapas de orden finito, -
pasando ahora a través de las etapas w + 2, o 43, ...

En la etapa w-2 se hace la unién de los puntos de division de las an-
teriores, contadas a partir de w - 1, obteniendo un nuevo conjunto nu-
merable (B,) denso en si mismo. El conjunto (A,) + (B,) es una nueva
clase ordenada del tipo 1} que abraza a todo el conjunto H. Si este conjun-
to es denso en todas partes de H, el proceso ha terminado. En el caso
contrario, el conjunto H queda descompuesto en dos partes: los puntos A,
‘que son los del conjunto (A.) -+ (B.) y sus puntos limite, y los puntos
B, que forman intervalos abiertos (teorema 8). En la etapa w-2--1,
recomenzamos el proceso, como en la etapa w + 1,...

IEs importante notar que todo intervalo obtenido en una etapa corres-
pondiente a un ntmero ordinal limite estd contenido propiamente en un
intervalo de cada una de las etapas anteriores. Teniendo en cuenta este
hecho, es facil dar un criterio que permita asignar un intervalo a cada
etapa limite del proceso, de tal modo que no tengan puntos comunes los
intervalos asignados a etapas diferentes. Concluimos de aqui que el pro-
ceso debe terminar en algiin ntmero ordinal limite de la segunda clase,
pues no puede haber en H una infinidad no-numerable de intervalos com-
pletamente distintos (postulado VI). Esto significa que hemos obtenido
un conjunto numerable (A,) + (By) 4+ ... denso en todas partes de H.

El teorema 9 da una respuesta afirmativa a una cuestion prevista por
Birkhoff, a saber: Que el continuo ordinario puede caracterizarse como un
continuo lineal homogéneo que satisface al postulado de Souslin.
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Aparte del continuo Hy, existen otros continuos lineales homogéneos
esencialmente distintos del Hy, que no cumplen VI.

Vamos a dar un ejemplo de un continuo lineal homogéneo Hl, dis-
tinto de H,.

Empezaremos por construir continuos lineales homogéneos: Hpl,
He,. .., H, ..o Hew, Heetl, ... Hew?, ... ; correspondientes a todos
los niimeros ordinales de la 1* y 22 clases. Cada uno de estos continuos
resultara equivalente al H,.

Hy! estd formado por todos los simbolos [x:1], donde x; es cualquier
numero real del intervalo 0 < x < 1.

H,y? esta constituido por todos los simbolos de una entrada [a;] y por
los de dos entradas [p/q, x2], donde a3, p/q, X2 son, respectivamente,
numeros irracional, racional y real cualesquiera del intervalo 0 = x =1
exceptuando para p/q los valores 0 y 1. Dos simbolos distintos pueden dife-
rir en la primera entrada, o bien tener ésta comtn y diferir en la segunda;
ordenaremos H,? lexicograficamente, es decir, dados los elementos A y B
de Hy?, A < B si y sdlo si:

1) La primera entrada de B es mayor que la primera en A;

2) en caso de ser las primeras entradas iguales entre si, la segunda
entrada de B es mayor que la correspondiente en A. '

Es facil ver que H,y? asi ordenado, satisface los postulados I, II, IIT y
IV. Ademas, entre los simbolos [p/q, x2] figuran los de dos entradas ra-
cionales: [p/q,r/s], 0 < r/s < 1. Estos tltimos forman un conjunto N,
numerable y denso en todas partes de Ho% Por consiguiente, se puede es-
tablecer una correspondencia biunivoca, que conserve el orden, entre Hy? y
Ho. En consecuencia, Hy* es equivalente a H.

Nota. In lo que sigue, las o, x;, representardn, respectivamente, nu-
meros irracionales y reales cualesquiera del intervalo cerrado (0, 1); p/q,
r/s,... denotaran fracciones comprendidas entre O y 1. Los simbolos [0]
y [1], que no pertenecen propiamente al continuo, son elementos ideales
de éste, con un papel andlogo al de — o0 y 40 en las definiciones de inter-
valo y de limite de una sucesion.

Continuandb, tenemos los elementos de H¢d, ..., Hen,. .. que son
del tipo:

[al]’ [p/q, a2]’ [P/(], r/s, XS]’

R R R R R R I I R I R R R A NI
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Ho" @ [m], [p/q, %2], [P/ /s, 0], ..., [P/Q /S, ..., t/t, tua_1],
[p/q, t/s, ..., t/u,v/w,xa]. .

L R R R I A I R R D R I R R I I I R AP R A PR AR

He? : [oa], [p/q, a2], [p/q, /s, aal, ..., [P/Qt/S ..o, V/W, o],
' cea Ip/ /sy v/w, Ll : :

En Hg el dltimo tipo de simbolo: [p/q, t/s,..., v/w,...], estd for-
mado por una sucesién infinita de fracciones del intervalo abierto (0, 1).
Todos los simbolos de un tipo anterior terminan en un a, cuyo indice es el
numero de elementos del simbolo correspondiente.

Notemos que, si a cada simbolo se le asigna un rango de acuerdo con
el ntimero ordinal de la sucesion de sus elementos, a los simbolos del ultimo
tipo les corresponde el rango . .

Eantre los simbolos [p/q, t/s, ..., v/w,...] del rango w, que figuran
en Ho?, hay algunos que tienen todas sus entradas iguales a e/m, a partir
de una de ellas; estos simbolos, que denotaremos por [p/q,...,e/m],
constituyen un conjunto N,, numerable. A los simbolos restantes del ran-
go o los representaremos por [pr/qr]1¥.

Suprimamos de Hg¢ todos los simbolos [p/q, ..., ¢/m] y agreguemos
los nuevos simbolos [p/q, ..., e/m; Xy41], para obtener Hye+1:

How-l—l : [al]’ [P/q, 0.2],..., [P/q,... V/w. au] vy [1)r/qt]1w’
[p/q,---, e/m; xw+’1].

Estos conjuntos H¢?, ..., He?, H¢®*?!, resultan equivalentes al H,
si se ordenan lexicograficamente (es decir, dados dos simbolos A, B,
A £ B, A < B siy sélo si, en la primera entrada en que difieran, B posee
la de mayor valor). La demostracion de su equivalencia con Hy se dara
después, junto con la del resto de ellos.

Definiremos por induccion los continuos lineales homogéneos restantes ;
utilizaremos simbolos cuyos elementos forman sucesiones finitas o transfi-
nitas de niimeros del intervalo cerrado (0, 1), y para simplificar la expo-
sicién, llamaremos segmento de un simbolo dado a aquel cuyos elementos
son un segmento de la sucesién de tal simbolo. Rango de un simbolo sera
el nimero ordinal del conjunto ordenado de sus elementos.

En todos los He¢® ya definidos podemos observar las caracteristicas
siguientes: :

a) El conjunto de simbolos de maximo rango tiene un subconjunto

Ne, numerable y denso en todas partes. Los elementos de N¢ estan cons-
tituidos pot sucesiones de racionales del intervalo abierto (0, 1).
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b) Para definir a I+ se suprimen los elementos de N¢ y se afiaden
nuevos simbolos: Jos que resultan de agregar a los suprimidos un niimero
real cualquiera del intervalo cerrado (0, 1).

c) Para que un simbolo de rango inferior a ¢ sea elemento de Hy® es
necesario y suficiente que:

c;) Si tiene un tltimo elemento, este debe ser un oy, 0 6 1.

cz) Todo segmento del simbolo debe ser un simbolo suprimido en
una etapa anterior.

La condiciéon cs) por si sola es necesaria y suficiente para que un sim-
holo de rango o sea elemento de Hy°. -

d) Todo simbolo A de N¢ se puede obtener de algiin simbolo B de ran-
go o, suprimido en una etapa anterior, agregandole a éste una sucesion de
orden 6—¢’ de elementos iguales a un mismo niimero racional. Reciproca-
mente, si B es un simbolo de rango ¢ < ¢, suprimido en una etapa ante-
rior, al agregarle una sucesion de elementos iguales a un mismo ntimero
racional y de orden ¢ — o, se obtiene un elemento de N¢.

Sea ahora ¢ un nimero de la segunda clase; definiremos Hy® supo-
niendo que Hy?' se ha definido ya para todo ¢’ < o, y en tal forma que se
satisfacen a) — d).

Consideremos primero el caso en que ¢ es ntimero limite.

Para obtener },?, tomemos el conjunto de los simbolos que figuran en
todas las He?" a partir de alguna etapa, y agreguémosle todos los simbolos
de rango o, constituidos tnicamente por. racionales del intervalo abierto
(0,1), que satisfagan la condicién: todo segmento es un simbolo suprimi- .
do en una etapa anterior. '

Demostraremos a continuacién que I tiene las caracteristicas a)
y d):

Si a cualquier elemento eliminado en alguna etapa anterior a o, le
agregamos un mismo ntimero racional, tantas veces como sea necesario pa-
ra obtener una sucesién de orden o, tendremos un simbolo con la propiedad
de que todo segmento es un elemento suprimido antes; por consiguiente,
todos los simholos asi formados son miembros de maximo rango en Hg’,
vy constituyen un conjunto numerable N?. Veremos ahora que N¢ es denso
en todas partes de Hye. .

Sean A y B, A < B, dos simbolos de Hy"; denotando por 7 el orden
de la primera entrada en que difieran, llamemos v/w y v//w’ a dichas
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entradas en A y B, respectivamente, (v/w < v//w’). El segmento comiin
a A y B estd formado por todas las entradas anteriores a la de orden
Tt y es un simbolo suprimido antes; agreguémosle el nimero racional
v, (v/w 4 v//w") repetidamente hasta obtener un simbolo C de N¢. Es
claro que A < C < B. Queda pues demostrado que H¢’, cuando o es na-
mero limite, tiene las propiedades a) y d).

Por otra parte, dada la manera en que H¢® esta definido, es inmediato
que se satisface c). ‘

Demostraremos ahora que toda sucesion creciente de elementos de Hg”
converge:,

Supongamos primero que todos los elementos de la sucesion Ay <
As < Az < ... son de rango 6. Tomemos la primera entrada en cada Ay;
resulta asi una sucesiéon no decreciente de numeros racionales {pn/qu} ¥
tenemos dos posibilidades:

1) {pn/qn} contiene un namero infinito de elementos diferentes.

ii) los numeros p,/qn son todos iguales a partir de cierto rango.

Siseda i) sea y=1im p,/qn. Definamos B.

n—>

[y],si y es 1 ¢ irracional.
[y,0],si y es racional < 1.

como

Por lo tanto, B es un elemento de Hy?; ademds, B > A, para toda n,
y si C 5= B es tal que C > A, para cada valor de n, entonces C > B:

. B = limA,, por el teorema 6.

Si se da i), pn/qn tiene el mismo valor para n=n;. Sea Gny el
segmento comun a Asny, Am+1... (Gn; tiene un elemento al menos) ;
si nos fijamos ahora en la primera entrada (en cada A,) posterior a los
elementos de Gny, vemos que forman una sucesion no decreciente a partir
de n = ny, y se nos presentan dos casos analogos a i) y ii). En el ultimo
caso tendriamos un nimero ng > n; y un segmento Gy, conteniendo a
Gny, comtn a A na, Angt+I, Any+2 .. .; entonces podemos subdiyidir i)

en dos casos: ;

ii);: la sucesion de niimeros ny, ng, ... esfinita: ny <nz < ... < N
ii)g: la sucesion de niimeros ny; ng, . . .; es infinita.

Si se da ii), consideremos la primera entrada después de los elementos
de Gny, en cada A,. Tales entradas constituyen una sucesiéon {S,} no
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decreciente a partir de nn, y con una infinidad de elementos distintos. Ahora
bien, los simbolos {A,} tienen, para n = nm, el segmento comin G ;
luego, éste es un simbolo [C] que se ha suprimido antes. Si y =lim S,,
definamos B como -

__J [C y]lsiy es 1 6irracional.
"1 [C y,0] si y es racional < 1.

Por consiguiente, B es simbolo de Hy? y es claro que B = lim A,.

Si el caso es ii)a, tomemos en cada A, entradas del mismo rango que
figuren en alguno de los segmentos Gny, Gna, Gng,... Las sucesiones
formadas por ellas tienen limites racionales; consideremos el simbolo [C]
formado por tales limites. Todo segmento de [C] es comtn a las A, a
partir de cierto rango, luego [C] es un elemento de H¢" o un simbolo
suprimido antes. Definamos.

[C, O], si [C] es un simbolo suprimido antes,
~ ] [C], si [C] es de Hye.

Ahora bien, la primera entrada de B es mayor que la primera entrada de
Apparal = n < ny, luego B > A, paral = n < n. Tomando ahora
de B la primera entrada después del segmento Gn;, vemos que es mayor
que las correspondientes en A, para n; = n < ng; luego B > A, para
n; = n < ng, etc. Pero la sucesién ny, ne,... es infinita; por lo tanto,
B > A, para toda n. Ademads, si B’ = B es tal que B’ > A, para cada n,
tenemos, para cualquier m, que Ang, Ann+!, Ann+2... poseen el seg-
mento comin Gy, ; luego, todo segmento de B’ de orden inferior o igual al
de Gny, tiene todas sus entradas iguales respectivamente que las de éste, o
alguna mayor. Por consiguiente, debe ser B’ > B y queda demostrado que
B = lim A,.

Finalmente, sea D; < Dy < D3 < ... una sucesién creciente de ele-
mentos cualesquiera de H¢?; ya que N¢ es denso en todas partes, se puede
extraer una sucesion {A,} de N¢ tal que D; < A;< Do < Aa < D3 <
Ay <.,

LLlamando B al limite de A,, tendremos también B = lim D,. Queda
demostrado asi que toda sucesién creciente de Ho? converge a algan ele-
mento de He,

Supongamos ahora que ¢ no es niimero limite, es decir, existe g — 1.

Definamos Hy? como el conjunto que resulta de las dos operaciones si-
gruientes :
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12, se suprime en H¢"~? el conjunto No—1,

22, se agregan nuevos simbolos (de orden o) formados al afiadir a
cada elemento de N°~! un ntimero real cualquiera, del intervalo 0 =< x~
=1

Definamos a N¢ como el conjunto de simbolos de orden ¢ que termi-
nan en un p/q,0 < p/q < 1. Evidentemente N¢ es numerable, y se de-
muestra en forma analoga a como se hizo antes, que N¢ es deunso en todas
partes; luego se satisface a). Se ve facilmente que se satisfacen tam-
hién las restantes.

Ahora bien, si A; < As < A3 < ... son elementos de rango ¢, defi-
namos A’, como el segmento que resulta de suprimir en A, la dltima en-
trada. Luego {A’,} es una sucesion no .decreciente de elementos de No—1!
y tenemos dos posibilidades:

~1) A’y contiene una infinidad de elementos distintos;

ii) las A’, son iguales entre si a partir de cierto rango n,.
En el caso i) sea B’ =1lim A’, y definamos

[B’,0] si B’ es de Ne—1;

B’, si B’ no es de Ne—1.

En consecuencia, B es de Hy? y B = lim A,.
Si se tiene el caso ii), la ultima entrada en A, forma una sucesion
creciente para n= ny; llamemos y al limite de tal sucesion y definamos

B = [A'n v].
C. B = lim A;.

En resumen, se ha definido 11,9 donde o es cualquier nimero de la pri-
mera y segunda clases.

Estos conjuntos satisfacen tos postulados I, II, IIT y IV y posee,
cada uno de ellos, un subconjunto (el N¢) numerable y denso en todas
partes. En consecuencia, son equivalentes al H,.

El conjunto Hy:

Definamos H; conio el conjunto de los simbolos que aparecen en todas
las Hy°, a partir de algin valor de o en adelante. s inmediato que Hy,
ordenado lexicograflicamente, satisface los postulados I al III.

Sea ahora A; < As << Ay < ... una sucesion creciente de elementos
de H; Como estas A, forman un conjunto numerable, existe un nimero
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ordinal t de la primera o segunda clase, superior al rango de cualquiera de
los simbolos A,. Por consiguiente, la totalidad de estos figura en Ho";
luego A, — C de Hy". Definamos B como

C, si C es de Hy;
[CO] si Ces de N7.
. B = lim A, en H;.

Andlogamente 'se demostraria que toda sucesién decreciente de ele-
mentos de H; converge hacia un simbolo de H,. En consecuencia, H,
satisface el postulado IV.

Demostraremos ahora que H; es homogéneo:

"Sean A, B, A’, B” (A< B y A’ < B’), cuatro elementos de H;.
Denotemos por o el primer continuo en que figuran A, B, A’, B, Sean
M, y M. las partes comunes a N° y (A, B), N7y (A’, B’), respectiva-
mente. Se sabe que hay una correspondencia biunivoca entre (A, B) y
(A%, 13’), que conserva el orden, y en la cual M. es la imagen de M,.
Ahora bien, dado cualquier otro simholo. C de H', con rango superior
a oy tal que A < C <B, consideremos el simbolo Cy: segmento de rango
o de C. C, debe ser un elemento de M, y le corresponde un elemento C’g
de M. Construyamos el elemento C’ de igual rango que C, agregando a
(" todas las entradas de C de orden posterior a 6. Ls claro que A’ < C’
< B, y esta correspondencia entre los intervalos (A, B) y (A’,B’) en H,
¢s biunivoca. Por otra parte, se ve facilmente que dicha correspondencia
conserva el orden. Queda demostrado asi que H; es un continuo lineal
homogéneo.

Veremos ahora que Hy no es equivalente a Hy porque H,; contiene
un conjunto no-numerable de intervalos completamente distintos:

A todo ntimero ¢ de la primera o segunda clase, que no sea ntimero
limite, asociémosle al simholo que tenga como ultima entrada un cierto ni-
mero irracional a > 0, y todas las entradas anteriores iguales a un cierto
racional p/q. Este conjunto de simbolos, que son elementos de H;, es de
potencia alef-uno y determina un conjunto, de potencia alef-uno también,
de intervalos completamente distintos en la forma siguiente:

(0] < [p/q,a] < [p/q.p/g, 0] <...<[p/q;a] < [p/q,p/q, 0] < ...

Por otra parte, si a todos los simbolos de las N¢ para 6 =1,2,...
w, w4 1,..., les agregamos un cero al final de ellos, obtendremos un
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subconjunto de H,, denso en todas partes y cuyo ntmero cardinal es
alef-uno. Por consiguiente, H; no puede contener una familia de potencia
superior a alef-uno, de intervalos completamente distintos.

Observaciones:

12 En H, no hay un teorema analogo al de Dedekind, esto es, no toda
cortadura determina un elemento de H;. Por ejemplo, si tomamos como
clase I la formada por todo elemento de Hj, que sea anterior a alguno de
los simbolos del tipo considerado antes: [a], [p/q,al, [p/q, p/q, a],.-.;
[p/q, a], [p/q;p/q,0],... y como clase D tomamos el complemento de I
en H,, obtendremos una cortadura de Dedekind que no determina elemento
alguno de H;. Este hecho lo podemos expresar en otra forma equivalente,
diciendo que hay conjuntos abiertos en H; que no pueden descomponerse
en intervalos.

22 Sea H un conjunto cuyos elementos son sucesiones de niimeros del
intervalo (0, 1), con la tnica limitacién de que el niimero ordinal de ellas
sea inferior a w;. Aceptando la hipotesis del continuo tendriamos que la
potencia de H no es superior a alef-uno; por consiguiente, la limitacién im-
puesta a sus elementos no permite que H contenga conjuntos de intervalos
completamente distintos, de nimero cardinal superior a alef-uno.

Por otra parte, si ademas de los elementos de rango inferior a w;, uti-
liziramos simbolos de rango superior o igual a éste, nos encontrariamos en
la situacién siguiente: los simbolos del ultimo tipo son limite de sucesiones
crecientes de namero ordinal T = w, ; por consiguiente, no pueden ser li-
mite de sucesiones crecientes de niimero ordinal ®w. Luego, no habria ho-
mogeneidad.

Vemos asi que, al continuar el proceso por el cual obtuvimos H;, no
llegariamos a nuevos continuos lineales homogéneos que tuvieran familias,
de potencia superior a alef-uno, de intervalos completamente distintos.

México, D. F., enero de 1944,

InstITUTO DE MATEMATICAS, U. N. A.
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