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NOTA SOBRE EL CONTINUO

Por Francisco Zubieta Russi, y
Roberto Véazquez Garcia.

El continuo ordinario ha sido definido por Cantor como un conjunto
ordenado H, de elementos a, b, c,... que satisface los postulados si-
guientes:

1. Cualquiera que sea el cleswento a (de H), exvisten b, ¢, (de H)
tales que b < a < e.

2. Cualesquiera que sean a y b, existe ¢ tal que a < ¢ < b.

3. Toda sucesion infinita creciente de elementos de H es convergente,
o0 bien sus elementos sobrepasan a cualquier elemento dado, @ partir de cier-
to rango (que depende del elemento dado).

4. H es separable; es decir: contiene un subconjunto numerable, denso
en todas partes de H.

Dos proposiciones muy importantes se deducen de los postulados ante-
riores, y son éstas: ’

5. Entre dos intervalos cualesquiera de H, existe una correspondencia
bi-univoca que conserva el orden de precedencia.

6. Todo conjunto de intervalos completamente distintos es numerable.

Esta nota tiene por objeto presentar la solucién dé un importante pro-
hlema sobre el continuo, propuesto por Souslin en Moscil. El problema es
éste: ; Puede definirse el continuo ordinario como un conjunto ordenado
H’ que satisface a las proposiciones 1, 2, 3 y 6?

En otro articulo que aparece en la presente edicidn de este Boletin (ver
teorema 9), presentamos la respuesta a un problema anéalogo, propuesto por
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Birkhoff, a saber: Los postulados 1, 3,5 y 6 definen completamente al con-
tinuo ordinario.
La solucién del problema de Souslin estd dada por el teorema D, que

viene después. En lo que sigue, H’ es el conjunto definido por los postula-
dos 1,2, 3 y 6.

TeorEMA A. Todo elemento b de H’ es el limite de una sucesién infi-
nita creciente de elementos de H'.

Por 1, existe un elemento b; < b, y por 2, existe by tal que by < be
< b; también existe by tal que by < bz < b;... podemos formar asi una
sucesion infinita by < be < by < ... que converge, por 3, hacia un ele-
mento l_imi_te bw =b. Si b, =>, el teorema estd demostrado. Si b, < b,
podemos construir una nueva sucesion infinita by41 < by < ... que con-
verge hacia un limite b,2 = b. Con este nuevo elemento limite, repetimos
el razonamiento hecho con by, y proseguimos asi, hasta detenernos, en vista
de 6, en un elemento b, = b, siendo ¢ un ntimero ordinal limite de la se-
gunda clase. La sucesion transfinita by < b < ... < by < ...<b, pue-
de reemplazarse por una sucesion infinita b’y < b’» < I3 < ... tuyo limite
es b’y =D. ' ' :

Una proposicion equivalente al postulado 3 es ésta:

3. Toda sucesién infinita decreciente converge hacia un elemento
(tinico) de H’, o bien sus elementos se hacen inferiores a cualquier ele-
mento dado, a partir de cierto rango.

La equivalencia entre 3 y 3’ salta a la vista, si se toma en cuenta la
relacion . >, inyersa de <. ’

CoroLARIO 1: Todo elemento a de H' es el limite de una sucesion
infinita decreciente de H’.

CororLario 2: Todo intervalo abierto (a,b) de H' puede abrazarse
por medio de una sucesion doble del tipo creciente... < a_y < ap < ay
<ay < ..., contenida totalmente en (a,b) y cuyos limites son los extre-
mos del intervalo. '

Andlogamente se prueba la existencia de sucesiones dobles del tipo
creciente que abrazan al intervalo total H'.

TrorEMA B. Toda cortadura en el conjunto ordenado H' define un
elemento y sélo uno de H'.

Sea [A, B] una cortadura cualquiera de H": la clase A precede total-
mente a la clase B. Supongamos que no hay en A un altimo elemento ni
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hay en B un primer elemento. Con tal hipétesis, es facil ver que A satis-
face los mismos axiomas 1, 2, 3 y 6 que H’. Existe, por lo tanto, una suce-
sion infinita creciente de elementos de A cuyos elementos, a partir de cierto
rango, sobrepasan a cualquier elemento dado en A: tal sucesién, que es
una sucesion acotada en H’, no puede converger hacia un elemento de A,
ni puede converger hacia uno de B, si BB no tiene un primer elemento. He-
mos llegado asi a una contradicciéon con el postulado 3. Concluimos que,
en toda cortadura [A, B] de H’, la clase A tiene un ultimo elemento o B
tiene un primer elemento; no pudiendo suceder ambas cosas, porque, si
a fuera el Gltimo elemento de A y b fuera el primero de B, entre a y b no
habria otros elementos de H’, en contradiccion con el postulado 2.

TrorEmA C. Si A es un sub-conjunto abierto no-vacio de H’, A estd
constituido por intervalos abiertos cuyos extremos’ pertenecen al com-
plemento.

Iiste teorema es equivalente al anterior.

TroreEMA D. El continuo H' es separable. .

[ls claro, en vista de un corolario anterior, que la demostracién del
teorema 9 del otro articulo se aplica ahora, pues podemos abrazar cada
intervalo de H’ por medio de una sucesién doble del tipo creciente, sin
usar para ello el postulado de la homogeneidad ; ademas, en cada etapa co-
rrespondiente a un ntimero ordinal limite los puntos B, si los hay, forman
intervalos abiertos en virtud del teorema C. La analogia puesta en claro
entre ambos problemas (el de Birkhoff y el de Souslin) nos condujo a
huscar una demostracién comun y de alli surgié la del citado teorema 9.

En resumen: Se tienen tres definiciones equivalentes del continuo
ordinario:

1) la de Cantor, con los axiomas 1, 2, 3 y 4;
2) la de Birkhoff, con los axiomas 1, 3, 5y 6;

3) la de Souslin, con los axiomas 1, 2, 3 y 6.
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