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2 , [ Abril

Con el objeto de estudiar estas Orbitas es muy conveniente efectuar
una transformaciéon homotética del plano meridiano real, amplificandolo
con el factor | 2y, |; v1 es el bien conocido pardmetro introducido por Carl
Stormer. En el plano meridiano transformadoe usamos el eje del dipolo
como eje de la &, v el eje ecuatorial como eje de las . Para vy, = 0 no se
puede efectuar la transformacion y en este caso estudiamos el plano meri-
diano directamente.

Las ecuaciones del movimiento de la particula cargada para vy, 70
en el plano §, n son las siguientes: !

[ d*E du
—— ]
de* . 28
d%n 2u
1 P, = —u
S dt? o
@\ an)’
4+ — )= w =M
L\ dt dt
£ 1
2) _ U= - — —vpara y1 >0
: 8 £
E 1
3) u=— 4+ — para y1 <0
& LB
*) ERGETOE
1 4
5) a=(—
2v1

1 Carl STORMER.—Programme for the Quantitative Discussicn of Electron
Orbits in the Freld of a Magnetic Dipole, with Application to Cosrmec Raga and Kindred
Phenomena. Comptes Rendus du Congres International des Marhe=anoess Tomo L
p. 65. Oslo. 1936.
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Expresada en coordenadas polares, esta ecuacion ¢s:
(10} T = cos* @

A esta linea la llama Stormer, linea U = 01®), Lemaitre y Vallarta llaman
a esta linea, la linea © == 0. Desde hace muchos afios se ha designado a
esta linea en discusiones verbales con €l nombre de “Talweg”.

A la depresion del campo potencial que tiene por linea de potencial
minimo al Talweg, se le designa con el nombre de “Valle”,

I2s posible reducir el problema dindmico del movimiento de una par-
ticula cargada en el campo de un dipolo magnético, al problema geomé-
trico de determinar las geodésicas en una superficie, llamada la superficie
caracteristica. FEsta transformacion tiene la ventaja de eliminar a la va-
riable tiempo del problema. El andlisis de la geometria de las drbitas se
efectiia mas facilmente a partir de las ecuaciones diferenciales de las geo-
désicas, que a partir de las ecuaciones dindmicas del movimiento.

La transformacion se obtiene inmediatamente a partir del principio
de Ta accién minima.® Sea h la constante de la energia, V la energia po-
tencial, y T la energia cinctica de un problema dindmico en un espacio
euclideo de dos dimensiones con las coordenadas cartesianas £ y 4. El prin-
cipio de Ia accion minima se expresa entonces como sigue:

(1 6_[1* \/{(h_v) (E : +( il Y }dt—_—_o
A _ i

dr /

Eliminande a t de (11) se obtiene:

3 : B
(12) 6f V(h—V) (dg2+dnt) =0

A

La ecuacion (12) es la ecuacién variacional de las geodésicas de la
superficie cuya ds® es:

(13) ds? = (h—V) (dE2 4 dn?)

4 G. LEMAITRE vy M. S. VALLARTA —Physical Review, 49, 719. 1935,
5 A.J. MCCONNELL.—Applications of the Absulute Diiferential Calrulus.
-2

Pags. 228-230. Londres, 1931.
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Las trayectorias forman una familia natural en el sentido de Painlevé; ¥
de manera que la regidn permitida en el plano &, 1 con su red cartesiana
vy sus trayectorias, es una imagen conforme de la superficie caracteristica
E, M. con su red de coordenadas curvilineas y sus geodésicas.

La curvatura Gaussiana de la superficie definida por (15) es:®

{vM)2— MAM

(18) K
2M3
en donde :
oM\ ° oM\ °
(19) (VM)’*‘=( ) T =
2% on
y donde:
9°M o*M
(20) AM = —— .
o8 on?

K es positiva en toda la extensién de la region permitida del plann
E, 1 para valores positivos de vi.

Teorema I—la superficie caracteristica tiene curvatura Gaussiana
positiva en todos sus puntos.

Al acercarse de cualquier manera, de un punto en el que M2 0 a
otro en el que M = 0, K — c. Los puntos de la linea M = 0 corres-
ponden a puntos singulares de la superficie caracteristica.

Analicemos en detalle, qué singularidades de la superficie caracteris-
tica corresponden a las lineas M — O del plano &, . Con este objeto es
conveniente distinguir tres casos, que son, 0 < v1 < 1, v1 =1 v 1 < y1.

Las figuras 1, 2 y 3 muestran las lineas M = 0 v las regiones per-
mitidas y prohibidas en estos tres casos.

Con objeto de describir a las singularidades de la superficie caracte-
ristica es conveniente introducir los siguientes conceptos:

7 Edward KASNER.—Diferential Geometric Aspects of Dynamics. Pags. 34-
37 v nota en la p. 37. American Mathematical Society. New York, 1913.

8 Luigi BIANCHI, loc. cit. {6), p. 124,
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1. Un punto m es un punto singular de una superficie, del tipo de la
singularidad en el vértice de un cono; la conectividad de la superficie en
un punto m es la misma que la conectividad en el vértice de un cono de un
nimero finito de hojas, en el cual, la primera y la Gltima, estan unidas
como las hojas de una superficie de Riemann, que tuviera al vértice del
cono como punto de ramificacién.

2. Un punto n es un punto singular en una superficie, del tipo de la
singularidad en el vértice de un cono; la conectividad de la superficie en
un punto n es la misma que la conectividad de una superficie de Riemann
con un nimero infinito de hojas de forma cénica con el vértice del cono
como punto de ramificacion.

Podemos describir ahora a las superficies caracteristicas correspon-
dientes a los tres casos esencialmente diferentes que tenemos que consi-
derar. '

Primer case: 0 <y << 1.

TLa superficie caracteristica consiste de una sola superficie, con un
punto n como punte singular.

Segundo caso: 1 < v1.

La superficie caracteristica consiste de dos hojas separadas. Una
hoja tiene un punto n como punto singular y un area infinita. Es la ima-
gen de la region permitida marcada con A; en la figura 2.

La otra hoja es una superficie cerrada de curvatura Gaussiana posi-
tiva; tiene un drea finita y un punto m como singularidad; esta hoja es
la imagen conforme de ]a regién marcada con As en la figura 2.

Tercer caso: 1 = vi.

La superficie caracteristica consiste de dos hojas topoldgicamente
equivalentes a las descritas para y; = 1, pero osculdndose en sus puntos
singulares. 1

" En los casos segundo y tercero, la parte de la superficie caracteristica
correspondiente a la region interior permitida del plano meridiano, es una
superficie cerrada de curvatura Gaussiana positiva. Poincaré? demostrd

9 Henri POINCARE.—AmErican Mathematical Society Transactions, 6, 237-
. 274, 1905,
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que en una superficie de este tipo existen por lo menos tres geodésicas
-cerradas. Estas tres curvas corresponden a tres orbitas periddicas del pla-
no meridiano.

Teorema II.—En la regién permitida interior para y1 2 1, existen por
lo menos tres oérbitas periddicas.

Desde hace mucho tiempo se conocen dos Orbitas periodicas en esta
region, la orbita ecuatorial y la érbita periédica interior principal. Carl
Stormer encontrd para valores especiales de v, otra orbita periddica que
empicza y termina en la linea interior M = 0. Esta parece ser la tercera
orbita perigdica que predice el teorema de Poincaré. .

La parte interior de la region permitida del plano &, n puede dividirse
en subregiones, caracterizadas por el tipo de extremo que tengan & y 7 én
cada subregion.

Los dos iugares geomeétricos :

d*E dg
(21) e = 1,
dn* dn
d®n dny
dg? dg :

forman las fronteras de estas subregiones. Es conveniente escribir las
ecuaciones de estos dos lugares geométricos en coordenadas polares. El
primer lugar tiene dos ramas. La ecuacién de la primera rama es:

(23) T = cos?k.

Esta primera rama es el Talweg. l.a ecuacion de la segunda' rama e;s:
24 ) r = — cos®h -} 3 cos®h.

El segundo lugar geométrico tiene también dos ramas. La primera es:
(25) A = 0, que es el ecuador.

y-la segunda es:

(26) r = cos?A, que es el Talweg.
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La figura 4 muestra las 8 subregiones en que queda dividido el pla-
no &, n por los lugares geométricos (23), (24), (25) y (26). Los lugares
mismos son completamente independientes de v1; su posicion relativa con
respecto a las lineas M = 0, si depende de yi. En la figura 4 utilizamos
el signo 7] para denotar un maximo en 1, y el signo n para denotar un

minimo en 1. Al signo § lo utilizamos para denotar un maximo en E, ¥
al signo E para denotar un minimo en &

Ademas de los extremos normales considerados mis arriba existen
dos tipos de extremos degenerados, que tienen que analizarse separada-
mente. Los puntos de autoretroceso y los puntos al infinito con asintotas
paralelas a los ejes. : ;

Un estudio cuidadoso muestra que las orbitas que tienen un punto
comun con la linea M = 0 pueden considerarse como trayectorias en que
se confundieron la rama ascendente v la descendente. El punto comtin con
M = 0 (punto de autoretroceso}, es al mismo tiempo un extremo en E,
¥ un extremo en 1.

No existen orbitas con puntos al infinito y asintotas paralelas al eje
de las m. Las 6rbitas con un punto al infinito y asintotas paralelas al eje de
las § se estudian con ayuda de la transformacion proyectiva

1
N, SEi— =

g

(27)

.
y =

=4

2

Si la 6rbita se acerca a su asintota con valores crecientes de 7, diremos que
m tiene un maximo en el infinito; ¥ si se acerca a su asintota con valores
decrecientes de n. diremos que 1 tiene un minimo en el infinito.

Los extremos degenerados son perfectamente compatibles con 1a fi-
gura 4.

Tnspeccionando cuidadosamente la figura 4 se puede demostrar facil-
mente un teorema establecido por O. Godart. (No ha sido publicade.)

Teorema [II.—Todas las orbitas cortan al lugar geométrico formado
por el ecuador y ¢l Talweg combinados.

Este lugar geométrico separa las subregiones de maximos de 7 de
las subregiones de minimos de .
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No se puede obtener un teorema semejante considerando el lugar geo-
meétrico que separa a las subregiones de maximos de £ de las subregiones
de minimo de &, debido a la posible existencia de érbitas con un minimo
de € en la regidn. 4, 8 y.con dos asintotas. (LEstas drhitas realmente exis-
ten; son drbitas que pasan muy lejos del dipolo; las llamamos 4rbitas “hi-
perholicas™) 10

dy dg  d*nm  d%E
Para cada terna §, m, 68, ; y
dE dn  dE® . dn?

estan dadas por las ecuaciones diferenciales (16) v (17). Por medio de
la derivacidn sucesiva se pueden obtener las derivadas de orden superior
de 1 con respecto a £, y de & con respecto a w.

Para cada punto P(E, 1) de la region permitida, y para cada direc-

dn dg
cién definida por 4 por , se pueden calcular las dos sucesiones
dg dy
de derivadas:
d®n dn d*n
dgz dss dE*’””’y
d%E d°E d*g
dn? ’ dn? dnt ,

El orden de la primera derivada no nula en cualquiera de las dos su-
cesiones, determina el caricter del contacto entre la orbita y su tangente
dn dg
o por
d§ dn
Si el orden de la primera derivada no nula es 2, el contacto es ordi-
nario; si este orden es par y mayor que 2, el contacto es mds intimo, y la
orbita tiene un punto chato en P.
El sentido de la concavidad en los puntos ordinarios y en los puntos
chatos estd dado por el signo de la primera derivada no nula. Segin

en el punto I, en la direccion dada por

10 Carlos GRAEF.—An Analysis of Periodic Orbits of Particles of Primary
Cosmic Radiation. Pig. 17. Tesis doctoral. Instituto Téenico de Massachusetts, 1940.
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el sentido de la concavidad clasificamos a estos puntos en “puntos levan-
tados” y “puntos deprimidos”.

Llamamos “puntos deprimidos” a los puntos chatos cuya concavidad
apunta hacia las m positivas, v “puntos levantados” a los puntos chatos
cuya concavidad apunta hacia las v negativas. Los puntos chatos con
tangentes paralelas al eje de las 1, no pertenecen a ninguna de las dos clases,
pero esto no causa ninguna dificultad en este estudio. 51 ¢l orden de la
primera derivada no nula es impar, la 6rbita tiene una inflexion en P. El
tipo de la inflexién lo determina el signo de la primera derivada no nula.
Distinguimos dos tipos de inflexiones. Las “inflexiones S” son aquellas
que semejan la inflexién de la letra “S”, y las “inflexiones 2” son aque-
ilas que semejan la inflexién de la cifra “27.

Analicemos el comportamiento de las érbitas que emergen de cada
punto de la regién permitida del plano E, 1.

Para llevar a cabo este analisis es conveniente dividir a los puntos
en dos clases, una clase de los puntos ordinarios y otra de los puntos ex-
traordinarios.

Llamamos puntos ordinarios en el interior de la region permitida, a
los puntos para los cuales VM esta definido, y llamamos extraordinarios
a todos los otras puntos. Los puntos extraordinarios son los puntos de las
lineas M = 0, los puntos del Talweg, el punto (2,0) del ecuador, v los pun-
tos al infinito.

En cada punto ordinarip hay una direccion critica, la direccion de
VM. Con excepcidn de la drbita en esta direccién particular, todas las
otras 6rbitas tienen su concavidad apuntando en la direccion de VM. La
orbita critica, o sea la drbita en la direccion critica, en un punto ordinario,
tiene una inflexion o un punto chato. La inflexion puede ser una “infle-
xi6n 5" o una “inflexidn 2”. Ln el caso del punto chato, la érbita puede
ser una linea recta, o puede tener un punto elevado, o un punto deprimido.
Clasificamos por lo tanto a los puntos ordinarios en “puntas S7, “puntos
27, “puntos rectos”, “puntos elevados” y “puntos deprimidos”, segiun el
comportamiento de la 4rbita critica. Los “puntos rectos” solamente se
encuentran en ¢l ecuador v se dividen en dos clases, una clase positiva,
en la que VM apunta hacia las £ positivas, y una clase negativa, en la que
VM apunta hacia las § negativas. Las configuraciones de las érbitas en las
seis clases de puntos se ven en la figura 5.

Los puntos extraordinarios se clasifican por su localizacidn.
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PUNTOS EXTRAORDINARIOS
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Consideremos primero los puntos en las lineas M = 0. Empecemos
con el dipolo. Para cada valor de v, hay dos 6rbitas, simétricas con res-
pecto al ecuador, que emergen del dipoln,*! estas 6rbitas son las “Orbitas
del dipolo”. Ninguna otra orhita pasa por ¢l dipelo. Las “orbitas del di-
polo” son tangentes al Talweg cn el dipolo; el contacto es del quinto or-
den' (Véase Fig. 6.)

Para analizar los otros puntos de las lineas M =0, es conveniente
aplicar el criterio determinante de Poincaré.!® De acuerdo con este crite-
rio los puntos son del tipo “col.” (cuello). A un col solo llega una tra-
yectoria aislada; las otras trayectorias permanecen a distancias no nulas
del col. IListas trayectoriag aisladas son trayectorias que retroceden sohre
si mismas en el col; son, ademas, perpendiculares a las lineas M = 0.

La concavidad de las Orbitas que retroceden sobre si mismas puede
estar dirigida hacia la derecha o hacia la izquierda de la normala M =0
en el col, suponiendo al ohservador en M = 0, viendo hacia la regién
permitida. En el primer caso, el col se designa con el nombre de “col
derecho”, y en el segundo caso con el nombre de “col izquierdo™. (Véase
la Fig. 6.) Hay ademas puntos especiales en la linea M =0, v son
aquellos en que ésta corta al ecuador. T.a orbila que retrocede sobre si
misma es en este caso una recta; a estos puntos se les llama ““coles rectos”.

Nos falta tratar todavia a un punto muy especial en M =0, el punto
(2,0) para y; = 1. A este punto llegan dos érbitas ecuatoriales, ninguna
otra orbita pasa por él. (Véase la Fig. 6.)

Las consideraciones hechas hasta aqui cubren todos los puntos posibles
en las lincas M = 0.

Consideremos ahora los puntos del Talweg.
A pesar de que el dipolo pertenece al Talweg, ya ha sido considerado
entre los puntos de las lineas M = 0.

Los otros puntos del Talweg son los que llamamos “puntos rehilete”.
(Véase la IFig. 6.) FEn un punto rehilete todas las trayectorias, excepto
dos, tienen puntos de inflexion. Estas dos travectorias excepcionales son
la trayectoria tangencial al Talweg, y la trayectoria normal al mismo. La
trayectoria tangencial tiene un punto chato en ¢l punto rehilete y su con-

11 Carl STORMER.—Loc. cit. (3).

12 Carlos GRAEF.—Loc. cit. (10), p. 31.

13  Henri POINCARE.—OQeuvres de Henri Poincaré. Tomo 1, pp. 167-181.
Paris, 1928.
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cavidad estd dirigida hacia el Talweg; la trayectoria esta completamente
afuera del area encerrada por el Talweg en la inmediata vecindad del punto
rehilete. La trayectoria normal también tiene un punto chato en el pun-
to rehilete, su converided apunta hacia el dipolo, excepto en el caso de
la trayectoria normal en el punto (1, 0), que es rectilinea; se trata en este
caso de la érbita ecuatorial.

Las orbitas que tienen una inflexion en el punto rehilete, tienen su
concavidad dirigida hacia el Talweg, en la inmediata vecindad del punto
de interseccion.

Entre los puntos extraordinarios que tenemos que considerar estd el
punto (2, 0), para todas las y: diferentes de 1. Por este punto pasa la
6rbita rectilinea ecuatorial, ¥ una trayectoria con un punto chato, la tra-
yectoria normal al ecuador. Lsta Gltima tiene su concavidad dirigida hacia
las £ positivas. Todas las demas trayectorias apoyadas en (2, 0) tienen
alli una inflexién; su concavidad estd dirigida hacia el ecuador en la in-
mediata vecindad de la interseccion. (Fig. 6.)

La nitima clase de puntos extraordinarios que tenemos que conside-
rar son los puntos al infinito.

Para estudiar estos puntos, efectuamos la transformacion proyectiva:

1
=
g
n
Yims =
X

La concavidad de los puntos al infinito estd dirigida hacia el eje de las E.
No existen dorbitas con asintotas paralelas al eje de las n.

La figura 6 muestra todas las clases de puntos extraordinarios.

La figura 7 muestra la distribucion de los puntos ordinarios y extra-
ordinarios en la region permitida del plano meridiano.

Esta distribucién depende esencialmente del lugar geométrico:

(28) - = =0
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que consiste en tres ramas, cuyas ecuaciones en coordenadas polares son:
(29) % = 0, que es el ecuador,

(30) r = cos®h, que es el Talweg, y

4 — cos?h 4+ /4 + 21 cos®h
(31) r = cosh

2(5cos?h — 3)
que cs la “tercera rama’.

Estas curvas dividen al plana §, n en las 6 regiones: I, II, 111, IV,
Vy VL

Analicemos ahora las orbitas que emergen de un punto del Talweg.

Consideramos exclusivamente la porcion del Talweg que corresponde
a 1 posilivas; csto estd perfectamente justificado, puesto que el problema
cs simétrico con respecto al ecuador,

Sca P un punto del Talweg de ordenada positiva, y elijase para di-
reccion positiva en P, aquella hacia la que apunta el vector tangente al
Talweg en P, cuya componente en el eje de las § es positiva,

De cada orbita que emerge de P fijémonos en la parte que apunta en
la direccidn positiva; tnicamente en el caso de la drbita normal al Talweg
en P, fijédmonos en ambas parles.

Las drbitas que emergen de P hacia la region I tienen su concavidad
hacia la derecha. (Véanse las figuras 7 y 8.) Estas dorbitas no pueden
tener un punto de inilexién en esta region, porque solamente hay inilexio-
nes S en la misma. .

Ixaminemos las posibilidades de estas oérbitas.

Una 6rbita con la concavidad hacia Ia derecha puede volver a cortar
el Talweg en un punto mas alejado del dipolo. (Véase Fig. &, arco 1.)
En el punto de interseccion el dngulo formado por la direccion positiva
de la Orbita y la direccion positiva del Talweg tiene que ser menor que
90°. A este angulo lo llumamos, angulo formado por la trayectoria con
el Talweg.

Los arcos 2 ¥ 3 de la figura 8 ilustran los casos de trayectorias que
cortan al ecuador entre los puntos (1,0) y (2, 0); ambos arcos son com-
patibles con la figura 7.



de 1944] 21
FIG.7
. RAMA" oo}
- ml‘ ““»’
| rlc:..D. ’ Cl \Vﬁ
#***Er" : S :: i 2 E_l
L * H
;’VSH.?; _____ Hr++++ECUADOR]
what Yo v N
| TALWEG \ D
I AV
C.1. .9
| ,»1 e \,\ (X)f

.\‘




22 : - [Abril
Los signos convencionales usados en la figura 7 son los siguientes:

a) S puntos S.

b) 2 puntos 2.

¢) —.—.—. puntos chatos elevados.

AN - e sl 5 puntos chatos deprimidos.

e) +-++-+-4 puntos rectos positivos y coles rectos.

f) — — — — puntos rectos regativos y coles rectos.
g) D dipolo.

h) CD col derecho.

i) CI col izquieldo,

j) ¥ ** puntos rehilete.

k) (1,0) punte (1,0).

1 (2,0) punto (2,0).

m) oo } punto al infinito; la concavidad dirigida en el sentido de las M negativas.

n) s f punto al infinito; la concavidad dirigida en el sentido de las 1 positivas.
a) ’r| (testada) maximos en m.

p) m (subrayada) minimos en 7.

NOTAS A LA FIGURA 7

A) Las lineas M = 0 no aparecen en la figura. Para cada valor particular de v,
tlene uno que imaginarse trazadas las lineas M — 0 en la figura 7. Los simbolos sola-
mente tienen sentido en las regiones permitidas.

B) Los simbolos “CDD” y “CI' deben interpretarse como sigue: imaginense
lag lineas M = 0 trazadas en la figura 7, las porciones de esas lineas contenidas en las
regiones CD estin formadas por coles derechos, y las porciones contenidas en las re-
giones CI estan formadas por coles izquierdos.

C) Las intersecciones diferentes de D de las lineas M = 0 con el ecuador, son
coles rectos.

D) Las intersecciones de las lineas M = 0 con la tercera rama (véase la ecunacién
(31)), deben considerarse como pertenecientes a la regién hacia la que apunta la con-
vexidad de la tercera rama.

E) Para todos los puntos de las regiones III y IV, VM apunta hacia el eje de
las &, como ¢std indicado en la figura.

F) Los simbolos escritos dentro de una regién no valen en sus fronteras, excepto
cuando lo especifica asi expresamente alguna de las notas anteriores.
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El arco 4 de la figura 8 ilustra el caso de una trayectoria que corta
al ecuador cn el punto (2, 0) ; esta orbita tiene alli un punto de inflexién.
El arco 4 es compatible con las condiciones expresadas en la figura 7.

Supongamos que una érbita que originalmente es ascendente penetra
en la region 111 después de tener un mdximo, o que una érbita original-
mente descendente penetra directamentc en esta region. El arco 5 de
la figura 8 ilustra estos casos.

La drbita mencionada es descendente al penetrar en la region IIL. Una
orbita de este tipo tiene que seguir en la direccion de las § positivas; no
puede retroceder después de tener un maximo en §, porque este tipo de
extremos estd prohibido en la region III. (Véase Fig. 4.)

Una orbita descendente en la region IIT con su concavidad hacia la
derecha, no puede cortar al ecuador antes de tener una inflexion, perque los
puntos del ecuador son puntos rectos positivos.

Estas drbitas descendentes de la region 111 no pueden irse al infinito
y tener alld una asintota horizental, porque la concavidad de la orbita al
infinito estd dirigida hacia abajo.

Una arbita descendente en III tiene que tener forzosamente una in-
{lexién 2, v tiene que cortar al ecuador.

El arco (6) de la figura 8 ilustra el caso de una drbita ascendente que
penetra en la region ITI y alcanza un maximo en 1. Después de este ma-
ximo la orbita se porta como el arco 5.

Los arcos (7) y (8) de la figura 8 ilustran los casos de drbitas que
se van al infinito conservando su concavidad hacia la derecha.

Todos estos arcos son compatibles con las condiciones expresadas por
la figura 7. Los & casos representan todas las posibilidades para las érbi-
tas que emergen del Talweg hacia la region 1I, para valores positivos de
Y1 por supuesto.

Examinemos ahora las orbitas que emergen de P hacia la region I.
Estas 6rbitas no pueden tener una inflexion en esta regién, porque empie-
zan con su concavidad hacia la izquierda, y solamente se permiten infle-
xiones 2 en L.

En este caso solamente hay tres posibilidades:

El arco 9 de la figura 8 ilustra la primera posibilidad. La érbita corta
al Talweg otra vez, bajo un angulo de menos de 90°, sufriendo en el punto
de interseccion una inflexion.

La interseccion con el Talweg puede ocurrir en el punto (1, 0); el
arco 10 ilustra este caso. (Fig. 8.)
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El arco 11 de la figura 8, muestra la altima posibilidad para las or-
bitas que cortan el Talweg. El arco 11 corta al ecuador directamente. La
concavidad de la 6rbita permite esta interseccion.

Analicemos ahora el problema de ver si existen Orbitas que oscilen
entre las lineas M = 0 exterior e interior (teniendo coles en M =0) y
que satisfagan las siguientes condiciones:

a) Ser simples, o sea no tener puntos dobles.
b) Cortar al Talweg una sola vez.
¢) No cortar al ecuador.

A érbitas de este tipo les llamaremos: “drbitas periddicas simples en
el valle”.

Empecemos en la linea M = 0 interior, en la regién I (Fig. 7). Ll
punto de partida es un col izquierdo, v la érbita empieza ascendiendo.

Como tiene su concavidad hacia la izquierda, la érbita no puede tener
inflexiones en la regién I, en donde solo se permiten inflexiones 2.

La orbita es ascendente, pero no puede alcanzar un maximo de 1 en
la regién I, porque solamente se permiten minimos de v en esta region;
por eso tiene que cortar la orbita al Talweg. Llamemos P al punto de in-
terseccién. En P tiene la orbita una inflexién S, de manera que penetra
en la region II con su concavidad hacia la derecha.

Todas las formas posibles que la drbita pueda tener después de cortar
al Talweg en P, han sido analizadas previamente; se muestran en la figu-
ra 8.

Ninguno de los 8 arcos posibles puede producir una orbita que satis-
faga la condicién de ser simple y periédica en el valle.

Teorema IV.—No existen en el valle orbitas periddicas que oscilen
entre las lineas M = O interior y exterior, y que no corten al ecuador,
pero gque corten al Talweg una vez solamente. Con lo expuesto méds arriba
se puede demostrar que todas las orbitas que pasan por un punto P del
Talweg tienen una rama que corta al ecuador, o que pasa por el punto al
infinito.

Fijémonos en un punto P del Talweg, de ordenada positiva y consi-
deremos la rama de cada Orbita apoyada en P que apunta en la direccion
positiva. Solamente en la orbita normal al Talweg, consideremos ambas
ramas.

La figura & muestra todos los tipos de arcos posibles que una 6rbita
de ese tipo puede adoptar.
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Los arcos 7 y 8 pasan por el punto al infinito. Los arcos 10, 11, 2,
3,4, 5y 6, cortan al ecuador. Tenemos que analizar con cuidado los ar-
cos 1y 9.

Ilamemos P; a la interseccidn del arco 1 con el Talweg. P; estad mas
cerca del ecuador a lo largo del Talweg, que P. El angulo formado por
la trayectoria y el Talweg en Py, es menor que 90°., En P, tiene la tra-
yectoria una inflexién 2, y emerge del otre lado como arco del tipo 9,
10 u 11. Los arcos de los tipos 10 y 11 cortan al ecuadoer; el arco del tipo
9 corta otra vez al Talweg en un punto P2, mds cerca del ecuador a lo
largo del Talweg, que Py. LEn Pg la érbita tiene una inflexion S, y emerge
del otro lado como arco del tipo 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 u & porque en la inter-
seccion el angulo formado por la trayectoria con el Talweg es menor que
90°, De todos estos arcos solo el de tipo 1 es critico, pues todos los otros,
o cortan al ecuador o pasan por el punto al infinito. El arco de tipo I que
emerge de P se porta exactamente como el arco del mismao tipo que emer-
ge de P.

De manera que una orbita del tipo T que emerge de P, o corta al ecua-
dor después de una o varias intersecciones con el Talweg, o pasa por el
punto al infinito, o corta al Talweg en una sucesién de puntos:

B Pz ilay srizs Ps ooy

que estin mds y mas cerca del ecuador a lo largo del Talweg a medida que
crece en n.

Consideremos ahora un arco del tipo 9 que emerge de P, v que sea Q)
la interseccidn de este arco con el Talweg. En Qy, 1a érbita hace un angulo
con el Talweg de menos de 90°, vy la Orbita, después de sufrir una infle-
xion S en Oy, emerge del otro lado como un arco del tipo 1,2, 3, 4, 5, 6, 7
u 8, esto significa que hay tres posibilidades para la orbita, o corta al ecua-
dor, o pasa por el punto al infinito, o corta al Talweg otra vez en un punto
Qa, etc.

De manera que un arco del tipo 9 que emerge de P, o corta al ecuador
después de una o varias intersecciones con el Talweg, o corta al Talweg
en una sucesidon de puntos:

Qlf 2!Q3:'-~- Qm----
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que estin mas y mas cerca del ecuador a lo largo del Talweg, a medida que
n crece.

Hay dos posibilidades para las sucesiones:

Pl, Pz, P3,... b Q], Qg, Q,-_.;,... X
o estas sucesiones tienen su punto de acumulacién A en un punto del Tal-
weg antes de (1, 0), o tienen su punto de acumulacion A en (1, 0). Txa-
minaremos primero el caso en que el punto de acumulacidn A no es (1, 0).
Llamemos a, al arco de érbita que une a P, con Prys v by al arco de or-
bita que una a Qn con Quyz. Ambos arcos estan formados por dos partes
separadas por un punto de inflexion, Pniy vy Quyy, respectivamente. Am-
bas partes tienen la concavidad dirigida hacia el Talweg en todos sus
puntos. Cuando n— & Py, Pyay y Pryotienden a Aya, —a; Qn Quia
¥y Qnyo tienden a A y by tiende a b. a v b son los limites de los arcos
an ¥ Dn

La figura 9 muestra la primera Orbita, la apoyada en I, P, P,
Py ...., el Talweg v el limite a de a,.

Sea R un punto de la linea a que esté en M = M; = const. La
linea M = M, corta a los arcos ax en una sucesiéon de puntos que tienen
a R como limite. Sean estos puntos Ry, Rut1, Rais, ete., entonces:

Lim. Ry =R

k— <

(Véase Fig. 9.)
Sean:

dn d*n d®n

— H ]

7 x z
dg m d&* J'm ds®

las derivadas sucesivas de m con respecto a & calculadas en el punto Ry,

entonces :
Lim. a* d*n
m-=—> dEe m d‘és ”
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en el que el segundo miemhro expresa el valor de la derivada de orden S
de 7 con respecto a § calculada en el punto R en el arco a.

De aqui se deduce que el arco a satisface la misma ecuacidén diferen-
cial que la 6rbita apoyada en P, Py, s, Ps. .., v que es, por lo tanto, otra
orbita. La orbita apoyada en las P, es asintdtica al arco a. El arco a es
una 6rbita periddica,

Como a tiene dos puntos de autorretroceso, que son Uy V, y como
tales puntos sélo ocurren en las lineas M = 0, se deduce de aqui que a es
una Orbita periddica en el valle, que oscila entre las lineas M = 0 interior
y exterior.

Se ha demostrado previamente que no existen drbitas del tipo a. Se
concluye, pues, que la sucesion

P, Py, Py, Ps ...

solamente puede tener su punto de acumulacion en el ecuador.
Lo que se demostré para las P, se puede demostrar para las Q.

Teorema V.—Todas las érhitas apoyadas en un punto del Talweg
tienen una rama que, o corta al ecuador, o se acerca asintOticamente al
ecuador ; en este dltimo caso diremos de un modo convencional que corta
al ecuador. _

Si se efecttia una inversion por radios vectores reciprocos definida
por las ecuaciones:

k2 2
=8 +4n
4 2
r r

entonces el punto al infinito se transforma en el origen, el dipolo se trans-
forma en el punto al infinito, y el ecuador se transforma en si mismo. Ll
teorema anterior se transforma en el siguiente:

Teorema V' I.—Las transformadas por radios vectores reciprocos de
las drbitas de particulas cargadas que se mueven en el campo de un dipolo,
cortan todas al ecuador.

Nota.—Después de la transformacion sélo dos imdigenes de orbitas
pasan por el punto al infinito, las imagenes de las orbitas del dipolo. Todas
las demas imagenes de orbitas, permanecen a distancia finita del origen.
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Considerando las imagenes de las drbitas en la transformacion por radios
vectores reciprocos, como trayectorias de otro problema dinamico, se ha
demostrado entonces que en el nuevo problema todas las trayectorias cortan
al ecuador v que todas, con excepecién de dos, permanecen a distancia fi-
nita del origen. A cada trayectoria del nuevo problema se le puede hacer
corresponder otra de un tercer problema, en que las coordenadas son x,
v y O siendo © la inclinacién de la orbita en el punto (x, y) con respecto
al eje de las x. En el espacio x, y, © el ecuador es una superficie de seccion
en el sentido de G. Birkhoff,
Analicemos las orbitas para el caso y; 2 1.

En este caso tenemos que considerar dos regiones permitidas, la re-
gion externa infinita, y la region interna finita.

Segtin el teorema de O. Godart (teorema III}, todas las orbitas cortan
el lugar geométrico formado por ecuador y Talweg combinados. Ln la
region finita interna, fijémonos en las orbitas que cortan el Talweg. Segin el
teorema V todas ellas, o pasan por el punto al infinito, o cortan al ecuador.
Como desde la regién interna finita es inaccesible el punto al infinito, todas
las orbitas que emergen del Talweg cortan, pues, al ecuador. De aqui se con-
cluye que para v; 2 1 todas las orbitas de la region interna finita cortan
al ecuador.

Como para las drbitas de la region externa infinita el Talweg es inac-
cesible, todas cortan al ecuador.

Teorema V1[I —Para v, 2 1 todas las drbitas de las particulas carga-
das cortan al ecuador magnético.

Analicemos las Orbitas para O < y; < 1. Segun el teorema V, todas
las érhitas para vy; > O tienen una rama que, o se apoya en ¢l punto al
infinito, o certa al ecuador. Como ninguna Orbita periddica pasa por el
punto al infinito, se deduce inmediatamente el teorema siguiente:

Teorema 1711l —Para 0 << vy < 1 todas las orbitas periédicas cortan
al ecuador.

Aplicando el mismo método geométrico de ataque utilizado para
v1 > 0 a valores negativos de v, ¥ a y1 = 0, se obtienen los siguientes re-
sultados:

Teorema [X.~—Para v, €0 las orbitas de las particulas cargadas, o
tienen un valor exiremo eh 1), en cuyo caso sélo tienen uno, y no cortan al
ecuador, o no tienen ningun valor extremo de 1, en cuyo caso cortan
al ecuador.
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Teorewa ¥ ara yvi % 0, aingoea drbita de lae que regresen sobro
11 mismas, coitz 2l ecuador.

Teorema Ki— 7z vy ), el g;¢ del dipolo es accesible 2 has pax-
ticulas.

El swuier deses expresar su mis profunds zratitud a su meestro, doc-
tor Manuel 5. Vallarta, por su constante estimels v sus valiosas suges-
dotes. Az Umiversidad Nacional Actinoma de Méxio, £ 12 Jolm Simer
CGuggesheim Memorial Foundation, y ol Tnstituto Temologion de Massa
chiusetts, Les syradece sincoraniente tas becxs que le permiticiss ejecutar
cste estudie,

FrariTute o8 Marewdriss, 7L N A
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RESENA DE LA PRIMERA ASAMBLEA DE LA SOCIEDAD
MATEMATICA MEXTCANA, CORRESPONDIENTE
AL ARO DE 1944

El viernes 3 de marzo. por la noche, en el Saldon de Actos del Palacio
de Mineria, se efectud en solemne ceremonia la Primera Asamblea anual de
la Sociedad Matematica Mexicana con la asistencia de noventa socios y
de distinguidos invitados de honor; la ceremonia se desarrolld con la si-
guiente orden del dia:

I. Informe del Presidente de la Sociedad Matematica Mexicana, doe-
tor Alfonso Napoles Gandara.

II. Entrega de diploma de Presidente Honorario y Patrocinador de
la primera asamblea regional reunida en la ciudad de Cuernavaca, al sefior
licenciado Jesus Castillo Lopez, Gobernador Constitucional del Estado de
Morelos.

III. Declaratoria de socios honorarios y entrega de los diplomas co-
rrespondientes a los sefiores doctores George D. Birkhoff v Harlow Sha-
pley, de la Universidad de Harvard.

IV. Distribucién de diplomas a los socios fundadores de la Sociedad
Matematica Mexicana.

V. Presentacion de la labor desarrollada en México por los doctores
George D. Birkhoff y Harlow Shapley, por el Vicepresidente de la Socie-
dad, doctor Carlos Graef Fernandez.

Seon puntos sobresalientes del informe que rindi6 el Presidente, doc-
tor Alfonso Ndipoles (Gindara, la realizacién de la Primera Asamblea Re-
gional que se efectud en la ciudad de Cuernavaca en noviembre de 1942 v
la creacion del Boletin de la Sociedad, del cual se han publicade ya dos
numeros.
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Respecto a la Asamblea de Cuernavaca, el doctor Napoles Hamo la
atencién sobre la importancia de los trabajos presentados en ella, tanto de
investigacién original como las conferencias sustentadas (un informe de-
tallado de estas actividades puede encontrarse en la pagina 21, nota 11, del
niimero 2 de este Boletin).

En lo que se refiere a publicaciones dijo el sefior Napoles que la crea-
cion del Boletin de nuestra Sociedad satisfacia una justa aspiracién de
los profesores de matematicas y de los investigadores y personas intere-
sadas en el desarrollo de las ciencias exactas en Meéxico; expresd el seflor
Napoles su confianza en que esta publicacién redundaria en beneficio del
progreso de las ciencias exactas puras y aplicadas en nuestro pais, y co-
munico también que tenia en provecto la publicacién de otra revista ma-
tematica con cardcter de divulgacion.

Después del informe rendido, el Presidente de la Sociedad expresod
algunas palabras de agradecimiento en homenaje al sefior licenciado Jesus
Castillo Lopez, Gobernador del Estado de Morelos, y a los doctores G. D.
Birkhoff y H. Shapley, a quienes entregd en seguida, en nombre de la So-
ciedad Matematica Mexicana, los diplomas correspondientes, con las decla-
ratorias respectivas.

El sefior licenciado Jests Castillo Lopez v el doctor George D. Birk-
hoff recibieron personalmente su diploma; el doctor Shapley estuvo repre-
sentado por el sefior Cénsul General de los Estados Unidos en México. El
doctor Birkhoif, en aplaudido discurso, que por separado se publica, agra-
decié efusivamente la distincion recibida; hizo patente su esperanza de
que en el futuro, la intercomunicacién v amistad de los hombres de ciencia
de su pais y los del nuestro seran perfectas.

A continuacion se procedio a la distribucion de los diplomas a los so-
cios fundadores, quienes recibieron personalmente este diploma de manos
del sefior Sandoval Vallarta, representante personal del sefior Secretario
de Educacion Publica.

Para finalizar la velada, el sefior doctor Carlos Graef Fernandez, Vi-
cepresidente de la Saciedad, pronuncié uh discurso en que se refirid a la
lahor que en Meéxico han desarrollado a favor de la investigacion matema-
tica los sefiores Birkhoff v Shapley. EIl primero, como huésped del Insti-
tuto de Matematicas de la Universidad Nacional desde hace tres nieses,
ha propuesto sugestivos e importantes problemas, en los que, gracias a su
desinteresada ayuda, los investigadores mexicanos han obtenido va resul-
tados importantisimes, que pronto darin prestigio a México en el extran-
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cera. For su parts. la cooperacigm del docter Shapley ha consistide en
obtener la doracidn al itado Instituto de veliosisimas colecciones de Lbros
v revistas mateméticas.

Asistieron 3 esta ceremonis represcotanies peraomales del sefiur Se-
eretaric de Educscion Pablica y del sefior ector Ge fa Universidad No-
cienal ; asistié personalmente ol cludadana Gobersador del Hstade de Ma-
relos, kicenciade Jesus Castille Lpez, ¢l sefior Cénsul Geners) de los Es-
tacios Uridos, Me. L. Siatisrd, €] Presidente ce la Sogiedad Mexicans de
zeogralia 7 Estadistica, sefior doctor Benavides, &£ Viceprczidenis del At
neo de Clencins, anpuiccto B, Zaicadio, of sefins Dhirscior del lastituto de
Geologia, ‘agemerc Teodoro Flores, el Secretario de iz Sociedad de Es-
tudios Astrondiuicos v (Geofisicos, sefior © Martizez Becersi), asi corg
represceiantes de la Comaidn Impuisore y Coordinadosa de la Invesiiga-
tidn Cientitica vy de ‘a Academiz Nacionzl de Cizncias “Antonio A zate”.
Asigtieran, ademis, noverta distinguidos profisores y professonistas, socins
e la Sociedad Maternitica M.exicina, cuyos morr'ies no anotamos por no
hacz: una minisidn de algouos a¢ <llos,
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DISCURSO DEL DOCTOR GEORGE D. BIRKHOFF
EN LA PRIMERA ASAMBLEA
ANUAL DE 1944

Sefior Presidente de la Sociedad Matematica Mexicana,
Sefipres invitados de honor,
Sefioras y sefiores:

Sera inolvidable para mi esta Primera Asamblea de la Sociedad Ma-
tematica Mexicana, en la cual ustedes nos han conferido a mi colega el
sefior doctor Harlow Shapley, del Observatorio de Harward, y a mi,
el alto honor de nombrarnos los dos primeros miembros honorarios de
esta Sociedad. Este acto constituye una expresion de aprobacion cienti-
fica y de amistad personal hacia nosotros, que apreciamos profundamente.
Ademas, constituye un precioso simbolo de la verdadera unidad de espi-
ritu que enlaza a los matematicos v a otros cientificos de la gran Repablica
de México con los de mi propio pais.

A mi distinguido querido amigo, su primer Presidente, el sefior pro-
fesor Alfonso Napoles Gandara, le doy mis mas sinceros agradecimientos.
Deseo asegurarles a él v a todos los miembros de la Sociedad, que trataré
de hacer todo lo posible para ser digno de su confianza y consideracion.

La reciente fundacion de la Sociedad y del Instituto de Matematicas
presentan con evidencia concreta un aumento de recursos matematicos ma-
teriales, sin los cuales es casi imposible hacer mucho progreso. Los sefio-
res profesores Carlos Graef, Alberto Barajas, Roberto Vazquez v Fran-
cisco Zubieta han hecho importantes trabajos. ;Felicito al sefior Rector
de la Universidad por su Instituto de Matematicas !

:No es verdad que la maravillosa y hermosa estructura de las mate-
maticas, fundada sobre la logica pura, domina a toda la ciencia exacta y
a sus innumerables aplicaciones? ;No constituye una poderosa y activa



de 1944] 37

tradicidn matematica una espléndida gloria para una nacion? A mi me
parece evidente que estas dos preguntas no admiten otra respuesta que la
afirmativa, y estoy seguro de que ustedes todos estan de acuerdo conmigo.
i Trabajemos entonces para intensificar los intereses matematicos de nues-
tros dos paises con el fin de alcanzar un nivel digno y apropiado!

Ha sido para mi un inestimable privilegio colaborar con los miembros
del Instituto de Matematicas de la grande y tan antigua Universidad Nacio-
nal de México, y con el eminente fisico, sefior profesor Manuel Sandoval
Vallarta. Les doy mis mds sinceros agradecimientos a todos estos colegas
v queridos amigos por su valiosa cooperacion. Este primer Instituto de
Matematicas en México va forma un poderoso centro matematico. Este
Instituto vy la Sociedad Matematica Mexicana formardn, respectivamente,
los puntos focales y el ambiente general para el feliz desarrollo matematico
en México, que ya ha comenzado con tanto éxito.

No hay duda de que la asociacién de nuestros dos paises en el domi-
nio matematico, se pondrd cada vez mas importante y acarreard un gran
estimulo para todos nosotros. Ya han aparecido fuerzas de ambos lados
que son muy favorables a csta tendencia. Todos los mateméticos de mi
pais se sienten profundaniente interesados ¢ intentan aprovechar cuanto
sea posible esta amistosa asociacién y mutua ayvuda con los matematicos
mexicanos.

En conclusion, deseo expresar otra vez nuestros agradecimientos. Con-
fio mucho en que estas oportunidades de intercambio fructifero van a pre-
sentarse con mas frecuencia; v me propongo trabajar personalmente en
este sentido con todo esfuerzo. ; Ya hemos entrado en este tan bello ca-
mino, v deseamos continuar en €l para siempre !
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NOTA BIBLIOGRAFICA

En el nimero de marzo de los “Proceedings of the National Academy
of Sciences”, aparecid el articulo titulado Birkhoff's theory of gravitation
and Einstein's theory for weak fields, cuyo autor es el sefior Alberto Ba-
rajas Celis, del Instituto de Matematicas de la Universidad Nacional. Este
trabajo es el primero hecho en este pais que le ha sido publicado a un
mexicano en la Seccién de Matemadticas de la revista cientifica mas impor-
tante de los Estados Unidos, lo cual es altamente satisfactorio para la
Sociedad Matematica Mexicana,

En préximo nimero de este Boletin publicaremos la traduccién caste-
Hana del articulo del profesor Barajas.
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NOTAS VARIAS

Rumbo al Estado de California, de la vecina Republica del Norte,
partio de la ciudad de México, el dia 13 del pasado mes de marzo, el doctor
George D. Birkhoff, después de su breve y fructifera estancia entre nos-
otros. Los lectores de este Boletin conocen sin duda la personalidad de
tan ilustre hombre de ciencia y estan parcialmente enterados de los tra-
bajos que matematicos mexicanos han realizado, colaborando con él, y
que son una prueba de las ventajas de cooperaciones de este tipo. El doctor
Birkhoff permanecera durante algn tiempo en el Estado de California,
sustentando conferencias sobre su nueva teoria de la gravitacién universal,
elaborada con la cooperacion de los sefiores Barajas, Graef y Vallarta;

alli recibira un grado honorario que agregara a la larga lista de los que
le han sido otorgados por sus méritos.

I

Para los primeros dias del presente mes de abril se espera la presencia
en esta ciudad de México, del doctor Solomon Lefschetz, distinguido ma-
tematico de nacionalidad norteamericana, catedratico de la Universidad de
Princeton y autor de muy importantes descubrimientos en la Topologia
v la Geometria Algebraica, por los cuales ha obtenido merecidos honores.
El doctor Lefschetz, como huésped del Instituto de Matematicas, des-
arrollard un interesante programa de trabajos, incluyendo un curso de
topologia combinatoria.
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Para el proximo mes de mayo (dias 25 a 28), se anuncia la Segunda
Asamblea Regional de la Sociedad Matematica Mexicana, que tendrd lugar
en la ciudad de Guanajuato, y para cuya feliz realizacion ha ofrecido su
mas amplia cooperacion el Gobernador del IEstado, sefior Ernesto Hidalgo.
I.a convocatoria correspondiente invita a los miembros de la Sociedad a
participar va sea de modo activo mediante la presentacién de trabajos y
sustentando conferencias ¢ bien asistiendo a los diversos actos que con tal
motivo se desarrollaran.

v

El distinguido fildsofo espafiol doctor Juan David Garcia Bacca, del
Colegio de México, impartira un breve curso sobre Logica Matematica,
en forma de conferencias, los lunes de las 20 a las 21 horas, en el local
de la Escuela Nacional de Ingenieros.

\?

El doctor Manuel Sandoval Vallarta y el Coronel Enrique Sanchez
Lamego, miemhros de la Sociedad Matematica Mexicana, fueron nombra-
dos, respectivamente, Director y Secretario General del Instituto Politéc-
nico Nacional. Recibimos con beneplacito esta noticia por tratarse de per-
sonas de reconocida competencia cientifica y esperamos que tan acertada
designacién redunde en beneficio de la ciencia en general y de la matemai-
tica en particular.





