EL CONCEPTO MATEMATICO DE TIEMPO
Y LA GRAVITACION

Por el Dr. George D. Birkhoff, de la
Universidad de Harvard. *

PARTE 1
DISCUSION GENERAL DEL CONCEPTO DE TIEMPOQ
1. El tiempo absoluto

No es dificil explicar el tiempo (absoluto) del sentido comtin desde
el punto de vista genético. Hasta el descubrimiento de la finitud de la
velocidad de la luz (Romer, 1675), se consideraba como natural que los
acontecimientos sucedan en el instante en que se los ve. Iiste juicio casi
intuitivo fué aplicado de la misma manera a los sucesos estelares y a los
que tienen lugar sobre la tierra. Los fisicos y astronomes trataron de dar
una descripcion completa de los fenémenos y sus leyes, empleando la idea
adicional de un “espacio absoluto” de tres dimensiones (el de Euclides).
Asi se proveyeron los fisicos y astréonomos de un tablado en el que todo
acontecimiento podia desempefiar su papel. Con estos instrumentos de
pensar se obtuvo el éxito magnifico de la época clisica en las ciencias fi-
sicas.

Ni a Newton, ni a sus sucesores les parecié que el descubrimiento de
la finitud de la velocidad de la luz afectara la validez de la idea fisica de un

* Este trabajo fué presentado por su autor al Congreso Internacional de Astro-
fisica, efectuado en Tonanzintla, Puebla, en febrero de 1942.
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tiempo absoluto t. Dijo Newton en el primer scholinm de sus célebres
“Principia”: '

“I. El tiempo absoluto, verdadero y matemitico, por si mismo y por
naturaleza propia, fluye regularmente, sin consideracion a ninguna cosa
externa y por otro nombre se llama duracion; el tiempo relativo, aparente
y comin, consiste en una medida sensitiva y externa de tiempo (mas o
menos) por el movimiento.” \

Este “tiempo relativo” de Newton corresponde al tiempo cualitativo,
mencionado abajo.

Ahora nos es claro que la nocidn intuitiva “tiempo absoluto” perdid
su fuerza primitiva en el momento en que la observaciéon de Romer sobre
los satélites de Juapiter probé la finitud de la velocidad de la luz. Pero el
mundo cientifico contemporaneo de Newton y sus sucesores continuaba
siguiendo ciegamente al gran matemdatico y no se dié cuenta de la verda-
dera situacién. Solamente su famoso rival, el filosofo y matematico Leib-
niz rehusd aceptar este concepto y afirmd que el tiempo es una entidad
relativa. Dijo Leibniz: “Tengo tanto al espacio como al tiempo como
cosas puramente relativas. El espacio es un orden de existencias de la

-misma manera que el tiempo es un orden de sucesiones.” Demostré dicha

relatividad de tiempo (o de espacio) empleando su “principio de la razén
suficiente”. De acuerdo con este principio Dios no se serviria del tiempo
absoluto porque siempre elige tinicamente lo mejor; y en el tiempo abso-
luto no hay ninguna diferencia entre los distintos instantes.

La mecénica clasica de Galileo y Newton empez6 a modificarse cuan-
do Faraday hizo sus descubrimientos electromagnéticos. Faraday concibio
en todo el espacio fuerzas eléctricas y magnéticas con interrelaciones inti-
mas. Para su comprension inventd el éter electromagnético o espacio en
que se desarrollan estas fuerzas. Mientras que el espacio absoluto de New-
ton admite una velocidad de movimiento de traslaciéon uniforme, el éter
de Faraday no la admite. Desgraciadamente, experimentos muy cuidado-
sos de Michelson y Morley (1887) para determinar la velocidad de la
tierra en el éter condujeron a resultados negativos. En efecto: jmostraron
que esta velocidad es siempre nula! )

De los resultados inesperados de Michelson y Morley siguié inevita-
blemente un ulterior desarrollo de las nociones fisicas de tiempo hacia.las
de la relatividad especial de Lorentz y Einstein. Pero antes de considerar-
las, examinemos un poco mas en detalle la naturaleza abstracta del tiempo
absoluto, y el universo ideal correspondiente y su historia peculiar.
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2. La abstraccion de tiempo absoluto

Se puede caracterizar cualitativamente el concepto de tiempo absolu-
to con los siete postulados siguientes:

(1) Existe una clase E de elementos (“instantes”): A, B, C, ...
(2) St A < B (léase: A precede a B), entonces A 5= B.

(3) Si A%£B,o A< BoB<A.

(4) Si A% B, A< By B <A es imposible.!

(5) Si A< By B<C, entonces A <C.

(6) Existe para cualesquicra A, B (A < B) un C tal que A < C < B.
(7) Para toda sucesién doble:

AI<As < Ag oo < oo B3 < B» < By, los elemen-
tos X tales que A} << X < By (i, j, cualesquiera) constituyen un inter-
valo.?

Notemos que el altimo postulado afirma que una serie de intervalos
(A, By) tales que (A,, Bn) incluye (Auw—i, Ba—1) en su interior, (n =
1, 2...), tiende siempre a un intervalo limite.

No es dificil demostrar que un sistema de elementos A, B..., con
una relaciéon <, que obedezca a estos postulados, puede representarse por
los puntos de una linea recta infinita, de manera que el elemento A pre-
cede a otro B, cuando el punto P4 correspondiente a A precede a Py en
aquella linea orientada en sentido definido.

Los siete postulados parecen ser muy naturales, y evidentemente sir-
ven para definir el tiempo absoluto desde el punto de vista cualitativo. Si
afadimos otro postulado, igualmente natural desde el punto de vista fisico:

(8) Todas las partes de esta linca de tiempo son idénticas en sus pro-
piedades fisicas,

concluiremos que se puede definir un ntimero real t como coordenada en
esta linea que nide la distancia temporal entre dos sucesos A y B, esto es:
ty — ta, de manera que si A < B, entonces ts< tp, e inversamente.

1 El postulado (4) no es independiente de (1), (3) y (5).

A 2 Es decir, un solo elemento si A =X =B o una clase de elementos, para
A £ B.
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Se puede llamar a (8) el postulado de isotropismo del tiempo.

Nuestra formulacién del postulado (8) no es muy exacta. Para darle
una forma matemdatica mas aceptable es conveniente introducir la idea de
un automorfismo fisico del sistema de elementos y relacién considerado
como una correspondencia biunivoca que conserva la relacién entre los
elementos y toda otra propiedad fisica. Iintonces (8) podria formularse
de la manera siguiente: Hay un automorfismo y uno solo que hace corres-
ponder un elemento arbitrario A con otro elemento arbitrario B. Eviden-
temente, para fijar el tiempo como entidad fisica es solamente necesario
un instante arbitrario que sirva de origen.

3. El universo correspondicntc v su historia

] universo ideal de Newton, hasado en las ideas de tiempo absoluto
y de cuerpo rigido, nos da una primera aproximacion notable de nuestro
universo actual. Al astrénomo, este universo ideal le parece sobre todo
regido por la ley de gravitaciéon universal de Newton. Si se restringe la
atencion al caso sencillo de n particulas (puntos materiales) de masas
my, mg. . ., M, podemos describir en sus rasgos generales la historia com-
pleta (futuro y pasado) del sistema.

Ciertas consideraciones matematicas debidas a Sundman en el caso
n = 3 muestran que, por lo general, las masas no chocan nunca. Pero si
dos chocan, se separan inmediatamente en una manera determinada (con-
tinuacién analitica después del choque). Para no complicar demasiado la
situacion, ignoremos los casos, muy raros, en que tiene lugar un choque
entre mas de dos masas. Debo hacer notar que atn siendo tales resultados
muy sencillos y elementales no estan completamente demostrados por los
matematicos.

En el caso particular de tres masas (n = 3), con fuerzas fijas angu-
lares de impulsion alrededor del centro de gravedad no todas nulas, de-
mostré Sundman de manera rigurosa que las tres masas no pueden chocar
en ningln instante. Asi se puede continuar el movimiento para

— oo <t < + o,
sin mas que choques dobles en namero finito en todo intervalo {finito.
Y yo demostré con sus métodos que las tres masas Py, P2, P3 no pueden
acercarse entre si sin que en el triangulo P1P2Ps, uno de los lados
P,P; permanezca siempre pequefio relativamente a los otros dos lados P Ps,
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PaPy; y que la suma P3Py 4+ PoPy 4 PsP; tenderia hacia el infinito en
ambas direcciones del tiempo. De manera semejante parece muy probable
que en tal sistema, puesto que el acercamiento de dos masas proporciona
una cantidad grande de energia cinética, en general las tres masas se
separaran a la larga, aisladas todas, o una aislada y las restantes en un par,
y retrocederan del centro de masa hacia el infinito con velocidades unifor-
mes en el limite. Como el sistema de tres masas es reversible, la misma
conclusion permanece valida para el pasado.

En el caso de n(>3) masas, semejantes consideraciones nos condu-
cen a conclusiones analogas: Lin el futuro y en el pasado las n masas re-
trocederan, o aisladas o en pares y se alejaran hacia el infinito con velo-
cidades uniformes. Naturalmente, pueden existir casos excepcionales, como
el del movimiento periddico. Aunque nuestro conocimiento matematico
avance muy rapidamente en la direccién deseada, los problemas son difi-
ciles y todavia no resueltos. ,

De aquellos resultados y conjeturas, vemos que en cierta configura-
cién intermedia, las n masas deben estar lo mas cerca posible entre si, y
se separan, en la manera indicada, de esta posicion en las dos direcciones
de tiempo. Asi, este modelo abstracto, el mas sencillo, presenta un “uni-
verso en expansion” tanto en el pasado como en el futuro. Y comparando
los hechos observados con estas conclusiones tedricas, concluimos que
nuestro universo estd en el segundo estado de su existencia.

Evidentemente, el universo actual es enormemente mas eomplejo que
nuestro modelo de n masas en el espacio y tiempo.de Newton. Natural-
mente los astrénomos siempre corrigieron las observaciones a causa de
la velocidad finita de la luz. Empleando estos instrumentos e introdu-
ciendo los cuerpos rigidos, los fliidos, etc., lograron explicar muchos y
variados fen6menos.

4. El tiempo local y sus postulados

Los resultados experimentales de Michelson y Morley nos indican,
ni mas ni menos, que en la naturaleza, el espacio y el tiempo admiten un tipo
nuevo de relatividad no sospechado, el de la relatividad restringida (o
especial) de Einstein (1905). Desde el punto de vista del astrénomo,
con su reloj y su telescopio, el modelo inmediato y sencillo que presenta
el universo de las estrellas es uno en el que todas éstas juegan un papel en
apariencia idéntico. De acuerdo con este modelo, parece muy  razonable
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que haya una relatividad en el espacio-tiempo correspondiente que no per-
mita distinguirlas entre si como objetos fisicos; y esta relatividad explica
los experimentos de Michelson y Morley. Ademés el matematico Min-
kowski (1908) vi6 que las ecuaciones fundamentales del campo electro-
magnético estdn de acuerdo con la nueva relatividad.

Los postulados del “tiempo local”, ideados por Lorentz y que estin
incluidos en la relatividad restringida, se pueden formular del modo abre-
viado siguiente:

(1) En coordenadas conformes relativas t,x,y,z de una particula
(io estrella!), (t mide el tiempo local; x,y, z miden su espacio propio)
toda particula y todo rayo de luz se mueven en lineas rectas con veloci-
dades uniformes.

(2) La velocidad de la luz en el espacio-tiempo relativo es siempre
una constante ¢, que tomamos por 1, puesto que el segundo-luz (186,300
millas) es la unidad de distancia. La velocidad de una particula cual-
quiera es menor que ¢ = 1.

(3) Las marchas de relojes idénticos que miden los tiempos locales s,
con respecto a una particula cualquiera, no varian y dependen sélo de la
velocidad relativa de la particula observada. Con tal que aceptemos esos
postulados, obtenemos sin dificultad la formula fundamental de la teoria:

ds? = dt? — dx* — dy? — dz*

en donde ds es el elemento de tiempo local de la particula entre dos suce-
sos proximos con coordenadas t, X, y, z que difieren en dt, dx, dy, dz, res-
pectivamente.

Pero en tal universo astronémico el concepto de la simultaneidad ab-
soluta, que implica la nocién de tiempo absoluto, pierde toda su fuerza. De
la misma manera desaparece el concepto de cuerpo rigido que fué un ins-
trumento teérico fundamental en la fisica clasica. En verdad, jatn hasta
hoy no hemos podido hallar ningn instrumento que pueda reemplazarlo
en la fisica moderna! Por ejemplo, en la fisica clasica era legitimo imaginar
una esfera rigida cargada de electricidad con intensidad dada. Ningan con-
cepto andlogo se halla en la relatividad especial aunque de hecho nos rodean
cuerpos mas o menos rigidos.

Notemos que en un universo tal se puede definir un tipo de tiempo
cosmico. Explicaré el método general para proceder solamente en el caso
mds sencillo en que n particulas de masas. naturales m,,mg, ..., m, se
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mueVen en trayectorias rectilineas con velocidades uniformes. Es facil
demostrar que en este caso existe una tinica particula ideal I, que es el
centro de gravedad exacto del sistema. Iividentemente se define asi un
“tiempo cdsmico” unico y conveniente.

En el fondo, el espacio-tiempo de la relatividad especial no presenta
ningtn misterio y forma un sistema consistente y completo.

Ahora este tipo de relatividad es aceptado por todos los que trabajan
en el dominio del electromagnetismo. Desgraciadamente no existe hasta
ahora en esta teoria-ninguna explicacion de los fenémenos de gravitacion
que esté de acuerdo con ella.

En la segunda parte de este articulo presentaré un ensayo para hacerlo.
Sin embatgo, la teoria de la relatividad restringida queda incompleta atn
siendo aceptada nuestra teoria. Pero ciertamente no seria mas incompleta
que la teoria generalizada de Einstein (1915) inventada solamente para
explicar los fendmenos de gravitacion. No seria dificil definir un “tiempo
césmico” apropiado a la nueva teoria de gravitacion, al menos cuando la
masa y energia total son finitas.

5. Historia de un sistema con relatividad restringida

:Como es el universo que corresponde al espacio-tiempo de la relati-
vidad restringida? Considerando muy brevemente esta cuestion aceptare-
mos la teoria de la gravitacion de la parte IT de este articulo.

En el caso mis sencillo el universo contendra n masas (puntos) de
magnitudes ny, ms, ...., m, Para velocidades relativas moderadas, se
comportardn las masas en primera aproximacion como si estuvieran de
acuerdo con la ley de gravitacién de Newton. Entonces esperariamos que
¢l desarrollo de nuestro universo no difiriera mucho de lo predicho en la
“teorfa clasica. Pero con respecto al centro de gravedad I y su tiempo c6s-
mico, los relojes locales de las particulas (estrellas) en retroceso parece-
rian andar mas despacio que el del centro de masa I.

Pero el sistema no seria completamente reversible en el tiempo puesto
que los potenciales gravitacionales de dicha teoria envuelven la determina-
cion de ciertos potenciales retardados. Aunque no lo he demostrado, creo
(que existe una disminucién muy lenta en la energia; en lo que sigue voy
a hacer esta hipotesis, aunque no esté demostrada.

Por razones explicadas mas tarde, yo he empleado en la teoria pro-
puesta un “flaido perfecto” en lugar del “polvo frio” o materia de estruc-
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tura indeterminada que entra en la teoria de Einstein. Con cuerpos,” casi
esféricos, formados de un tal flaido perfecto y que se mueven con pequeiias
velocidades relativas, se obtiene un buen modelo del sistema celeste desdz
el punto de vista gravitacional. En verdad, no sélo serd vilida la ley de
Newton, sino que las desviaciones, predichas por la teoria de Linstein y
verificadas por las observaciones, son igualmente predichas por la nueva
teoria. '

En el universo ideal me parece probable que con velocidades relativas
suficientes de las masas, éstas tenderan a separarse, aisladas o en pares;
pero me parece también que a la larga los pares chocaran, en el caso de
masas flaidas, o se aproximaran indefinidamente.

Puesto que tales sistemas no son reversibles, no podemos inferir su
historia pasada. Es claro que las posibilidades son muchas y varias.

i Un sastre apto prefiere siempre hacer un traje de una sola pieza de
paiio! No obstante, después de la aparicion de la relatividad restringida,
todos los fisicos han hecho al universo fisico un traje teodrico, compuesto
de las ideas de la relatividad restringida (y aun generalizada) vy también de
las ideas contradictorias de la fisica clasica (como las de cuerpos rigidos,
fluidos ordinarios, etc.).

Sin embargo, no cabe duda de que los antiguos conceptos de espacio
y tiempo no reapareceran nunca. Como dijo Minkowski en una frase muy
bien conocida: “De ahora en adelante, el espacio solo y el tiempo aislada-
mente no desempeiiaran otros papeles que los de sombras, y solamente
una combinacién de los dos poseera una significacion actual.”

6. Tiempo generalizado de Einstein

Las ideas de Minkowski sobre las ecuaciones electro-magnéticas en
la relatividad restringida (1908) manifestaron claramente la importancia
central de la formula que da ds? en esta teoria. Se hizo evidente que el
espacio-tiempo correspondiente no es otra cosa (ue una geometria especial
del tipo considerado por el matematico Riemann hace mas de un siglo.
Fué Einstein el que reemplazé el elemento ds? por un elemento mds com-
plejo:

ds? = gy; dx!dx.
:

(Notacion del calculo diferencial absoluto de Ricci y Levi-Civita.) Las
gy (,j=1,...,4) con gy =gy son los “potenciales gravitacionales”. Des-



de 1944] )

de su punto de vista las trayectorias de las particulas son las curvas geo-
désicas tales que & f ds =0 a lo largo de ellas, con ds® > 0; los rayos de
luz son las curvas geodésicas tales que ds =0. Es evidente que en la
teoria restringida esta interpretacién es valida.

Procediendo asi, Einstein introdujo diez nuevas funciones desconoci-
das gy, mientras que en la teoria de Newton no hay sino una unica fun-
cion g. Para determinar estas funciones Einstein supuso que las condi-
ciones semejantes a

Ry— 3 Rgy="Ty

son validas. (Ty; designa “el tensor de energia de materia”, y Ry; es “el
tensor contraido de la curvatura”.)

Con tales hipdtesis se obtuvo la ley observada de gravitacién como
primera aproximacion, y se propusieron tres resultados derivados de su teo-
ria. La prediccion del avance del périhelio de Mercurio estuvo de acuerdo
con las observaciones. La de la curvatura de la luz por el Sol, fué verifi-
cada experimentalimente mds tarde. La tercera fué también verificada ; pero
una verificacién completamente satisfactoria es muy dificil.

Aparte de la prediccién de estos tres efectos muy pequefios, la teoria
generalizada de la relatividad de Einstein no posee ninguna otra justifi-
cacién que la de dar una teoria elegante de la gravitacién, que falta en la
teoria restringida. Desgraciadamente, para hacerlo Einstein tuvo que reem-
plazar el espacio-tiempo sencillo y natural de su teoria especial por un
tipo de espacio-tiempo enormemente mis complejo.

Aunque nuestra teoria retiene el espacio-tiempo de la relatividad es-
pecial y es mds sencilla, no obstante estd igualmente de acuerdo con 10>
hechos observados.

Ciertamente es importante tener una variedad de teorias posibles. En
consecuencia, presento aqui una nueva teoria de gravitacion, sin preferir
ésta o la otra definitivamente. En verdad, lo que es mas probable es que
otras teorias reemplazarin algin dia a la mayor parte de las teorias
de hoy.

La genial intuicién con que Einstein comenzd la teoria general de la
relatividad es la siguiente: La materia debe afectar la estructura del espa-
cio-tiempo. Pero existen muchas intuiciones muy naturales y no todas
pueden ser verdaderas al mismo tiempo.

No trataré de considerar el universo correspondiente a la segunda
teoria relativista de Einstein, y su desarrollo histérico, en ningtin caso. La
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teoria matemdtica de las ecuaciones diferenciales correspondientes es una
verdadera terra incognita en todas direcciones. Pero me atrevo a conje-
turar que si tales ecuaciones definen un universo matematico con consis-
tencia logica, sera posible otra vez definir un tiempo cosmico, al menos
en el caso de masa y energia finitas. Conjeturo también que se podrd
seguir la historia futura y pasada de ese universo durante un largo in-
tervalo de tiempo. Fuera de un tal intervalo, creo que no sera posible
inferir lo que acontece, hasta el momento en que sean descubiertas las ver-
daderas leyes de la estructura altima de la materia.

7. Tiempo en la fisica cudntica

No podremos hacer mas que notar la falta de un verdadero tiempo
local en la fisica cuantica. Solamente podemos definir un tiempo consti-
tuido por la agrupacion de intervalos finitos.

En 1926, pocos meses después del descubrimiento de la ecuacion fa-
mosa de Schrodinger, publiqué un articulo en que traté de utilizar las
teorias relativistas de Iinstein para obtener la ecuacién de Schrodinger.
Si se lograse éxito en tal empresa, seria posible retener la idea de tiempo
Jocal. Y si fuese desarrollada la teoria de gravitacion que doy aqui o
modificada en una direccién constructiva, seria atin posible retener el es-
pacio-tiempo de la relatividad restringida.

Me parece que tales posibilidades merecen nuestra cuidadosa atencion.

Procederé a formular en detalle dicha teoria de la gravitacion.

PARTE IL
TEORIA DE LA GRAVITACION

1. El flitido perfecto

El elemento de tiempo local de la teoria de la relatividad restringida
se define del modo siguiente: ’

(1) ds® = dt? — dx? — dy? — dz? = J, dx?® dx",

en donde

xX'=t xX*=x, X*=y,xt=z;
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dy50, cuando 154 y 811 = 1, 820 = 833 = 844 = — 1. Usaremos en es-
te articulo la notacién ordinaria del calculo diferencial absoluto de Ricci

y de Levi-Civita.!

Imaginemos un fldido que se encuentra en el espacio fisico a gran dis-
tancia de cualquier masa, de manera que se puedan despreciar las fuerzas

gravitacionales.

Postulemos como ecuaciones del fliido las siguientes:

aTla
(2) = f!,
axll
en donde
(3) ' TH = pu! ! — pdY

y f' denota el tensor de la fuerza por unidad de volumen. Aqui @ designa

la densidad y u! el tensor de la velocidad:

Una consecuencia inmediata de (1) es:

(4) dup P =1,

Para el sistema de referencia en reposo: u'=1, ? = ud =u*=0.
TLas ecuaciones (2) se reducen, en este caso, a:

-

oud

0 ou?
— (0—p)+o ( +
ox! ox?
du? " op
0 = — + {2
) ox! ox?
’ 9
(2" u? ap
0 = - + .
ox! ox*
out op .
0 = — + ft
L ox! oxt

1 Véase, por ejemplo, mi libro ‘‘Relativity and Modern Physics”’, Second

Edition, 1927.

ox?

out
+2) =0
oxt
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De la primera de las ecuaciones (2") se concluye inmediatamente que
la integral

dp
§rf,-
oe @ (x? dx¥ dxt,

calculada para las coordenadas de reposo, y extendida a un volumen cual-
quiera del flaido, es invariante en el movimiento del fliido.

Si se postula para el fliido una ecuacion arbitraria de estado

(6) « p=1(e),

se presentan dificultades esenciales.

El polvo frio se puede considerar como un flido en que p ={(@)=0.
Imaginemos una nube de polvo de densidad constante en el instante
t =0, y supongamos que todas las particulas de ese polvo se mueven ha-
cia el origen con velocidades constantes y proporcionales a sus distancias
a aquél en t =0. Toda particula de polvo llegara al origen en el mismo
instante t; de manera que se tendria en este caso una concentracion de
masa finita en un punto. .

Cualquier hipdtesis distinta de p = 4 ¢ conduce a una dificultad fun-
damental. Consideremos el caso de un fluido de densidad uniforme g, y
que se encuentre en estado de reposo. La velocidad de la onda de pertur-
bacion es entonces:

(0)

Vy = ——————,

1 —1(00)

Supongamos que {'(0,) = % ; entonces v, ¥ 1. No estd de acuerdo con el
espiritu de la relatividad restringida el que la velocidad v, sea mayor que
uno. Podemos suponer entonces que v, es menor que uno. Imaginemos
dos porciones de flaido perfecto, simétricas con respecto a un plano, que
se acercan con velocidades perpendiculares a aquél, y cuya rapidez de
acercamiento v es mayor que v, y menor que 1. En el instante del choque
la onda de perturbacién tiene una velocidad menor que la de la masa flaida
que la provoca. Las ecuaciones del movimiento fallan en el caso del
choque de porciones de fliido. Nos vemos obligados a suponer v, =1, y
de esto se deduce inmediatamente p =} ¢, ignorando la constante de in-
tegracion, que no interviene en las ecuaciones del movimiento. Supondre-
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mos que en el caso de equilibrio: o = 9, > 0. Con esta ecuacion de estado,
la integral (5) se transforma en

(5 f j’ f Vo dx? dx 'dx“.

Por consiguiente, vemos que el fliido perfecto no tiene masa constante.
[.o que se conserva en el movimiento del fliido perfecto es una masa fic-

ticia cuya densidad es /o. Debido a la enorme velocidad de la onda de
perturbacién, para velocidades moderadas el fliido perfecto es casi incom-
presible,

Supongamos que una porcién esférica de flaido perfecto se mueve
lentamente en un sistema de referencia inercial. Si una fuerza moderada,
cuya direccién no cambia rapidamente, urge a este cuerpo, entonces, el mo-
vimiento se efectila en primera aproximacién como el de un flaido incom-
presible en la fisica clisica. En efecto, podemos escribir las ecuaciones
del movimiento para i =2, 3,4 en la forma:

S 1
0 + + + = + i
ds \ Oxt. ox2 ox3- oxt ox!
La cantidad entre paréntesis es muy pequefia porque el fliido es casi in-
compresible, de manera que las ecuaciones son esencialmente las de la
hidrodindmica clésica.

d dx! oul u? ou® out op
- + ow

ds

2. Los potenciales y las fuerzas gravitacionales
Introduzcamos el tensor simétrico hy de los potenciales gravitacionales,
definido por las ecuaciones:

(7) "[OhY = 8 xTH
en donde {J designa el operaddr de D’Alembert :

o? o? (o o* 29 0
—_— 6:\1»

(3x1)r  (3x1)?  (9x%)2  (ox%)? Ixd axb'

En el espacio vacio: TH=0. La forma de estas ecuaciones esta de
acuerdo con el espiritu de la Relatividad Restringida y las h¥ quedan defi-
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nidas como potenciales retardados. Nétese que las ecuaciones (7) no son
de tipo reversible en el tiempo t = x!, puesto que un potencial retardado
se transforma en un potencial avanzado cuaado t cambia de signo. Como se
ve, las ecuaciones (7) son del tipo de la ecuacion de Poisson:

Ag = — 4no.

El tensor f! (o también el f;) queda definido por los dos postulados si-
guientes:

(1) Las fuerzas f; (fuerzas por unidad de masa) son funciones linea-
les y homogéneas de las primeras derivadas de los potenciales hy.

(2) Las fuerzas f; son funciones pares y cuadraticas de la u' y sola-
mente dependen de las primeras derivadas de los potenciales gravitacio-
nales y de las velocidades. Notese que la condicién universal

(8) fout =

muestra claramente que f; depende del tensor ul.

La forma de las f; se determina haciendo el siguiente razonamiento,
que si bien no es completo, si es, en cambio, rapido y sencillo. Los tenso-
res que intervienen en la expresion de f; son:

. ahij
u y —_
ox’
utilizamos aqui las componentes contravariantes del vector velocidad. Pa-

ra formar el tensor mas general que satisfaga los postulados (1) y (2),
introduzcamos las variables normales:

at=x1, 4% = y/—1x2 % =\/—1x3 ot =—1x%
Usaremos cursivas para todas las letras que representen a componen-

tes de tensores en el sistema 2%, 42, 43, #%. Las relaciones que hay entre las
componentes de un tensor contravariante simple en uno y otro sistema, son:

w=ul, w2=+/—1u? W¥=+vV—-1u, wut=+—1ut
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Las ecuaciones de transformacién de las componentes son las siguien-
tes en el caso de un tensor doblemente covariante:

17'11:3-11; als:_\/——'l ay, 751
@ = —\—1 a,, s 1
(s = —arg r, s=% 1.

El tensor f; de la fuerza gravitacional es entonces una combinacion -
lineal de los cuatro vectores:

Dia M hia Dhtan

, — un "h,

dat 24! 24P ot

2® ub,

Sean A, B, C, D los cuatro coeficientes de la combinacién lineal ; entonces:

lia ahnu ahln ' ahnh
fi=A + B 4-C w4 D ———— " yb,
ol ot P leX7}

De la condicion fiu' = 0 se obtiene inmediatamente:

Ot Qhua Ohw
A + B ) w4+ (C+4 D) 1wt uP ut = 0,
a,V" axl Ib

De esta ecuacidn se deduce:
A=B=C+D=0.

Il tensor f esta definido entonces por:

O ahnb
(N fi= — TLETL)
a_rb a'vl

Transformando las componentes de f; del sistema 4! al sistern ob-
tiene:

Ohia " Dhap
(10) fi = —_ ut u.
ox*  ox!
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Consideremos ahora el caso de una esfera de fliido perfecto en movi-
miento lento, de modo que su velocidad sea despreciable en comparacion
con la velocidad de la luz. En primera aproximacion se tiene, entonces:

uw=1; 2=uw=ut=0;
TH=T2=TB8=TH=10; TH=0 (izj).
. Con ayuda de la ecuacién (7), se obtiene:
ObV=4ng (i=j); O0n=0 (iz*j).

Para el caso estatico que se estd considerando, estas ecuaciones se redu-
cen a:_
vhl=—dnp (i=j); v?h¥=0  (i%]j).

Las soluciones de estas ecuaciones, son:
W= (i=j); W=0 (i%#j),

en donde /i es el potencial Newtoniano correspondiente a la masa dada y
calculado en unidades absolutas.
Las fuerzas correspondientes al tensor h', son:

ok
fle—fj = —— (i=2,3,4).
ox!

Por consiguente, un sistema de particulas, moviéndose en el campo gravi-
tacional de una masa en movimiento lento, obedecera en primera aproxi-
macion las leyes de Newton.

3. Los potenciales exactos de una esfera en reposo
En el caso de simetria gsférica completa y de un estado de reposo :
uw=1, w?=uw=ut=0,
y en el espacio vacio valen las ecuaciones:

Oh¥=0.
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Como se trata de potenciales estaticos, las tiltimas ecuaciones son equiva-
lentes a:

- V2 =0.

La- solucién mdas general de estas ecuaciones, que tenga simetria esférica,
y no solamente central, y que se anule al infinito, es:

‘mi -
htf = ——

r

en donde r es la distancia al centro.

Para determmar las mY basta considerar las h¥ en el interior de la esfera,
en donde:

T =T22 =T =TH=1}0p;

=0, (i#]j);

hi =

r

Las componentes doblemente covariantes del tensor gravitacional son igua- -
les a sus componentes doblemente contravariantes:

h' = hy,. .
LEntonces: '

m
(11) 11]12112221'133:11442 H hu:O(iséj);
m es aqui la masa de la esfera.

4, El campo gravitacional de fuerzas de una esfera en reposo
La ecuacién (10) se reduce, para i = 2 y utilizando la (11), a
oh oh _
W — — [+ ()? + ()7 + ()71,
2 .

. axb ax
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m

Como h = —,
r 9
mu?
fo = — (x2u? 4+ x®u? 4 x*ut)
r3
mx2 . o ‘ ., ‘
-+ - [(uh)2 4 (u2)2 4 (u?)? 4 (u*)?].
T

Reemplazamos x2, x% x* por x, y, z, respectivamente, y u? u®, u* por

dx dy dz

y Yy .
ds ds  ds

La fuerza en la direccion del eje de las x es, entonces:

. mx 2mx mx’r’
(12 = —— — — (Y )+

r3 r3

s
1'2

en donde designamos por medio de un acento la derivada con respecto a s.
Las formulas para F¥ y F# se obtienen de un modo anilogo.

Para una particula (como un planeta en el campo gravitacional del
sol) que se mueve en un plano, las ecuaciones del movimiento son:

mx 2mx mx't’
K= (X ) o ——
rd r8 r?
(13) .
my 2my my’t’
yrr —— - (xfz + yl2) _I_ -
rd 3 r2

No es necesario escribir la ecuacion andloga para t”, porque esta tltima
es una consecuencia de las ecuaciones (13), que son integrables como
veremos en seguida.

4. Integracién de las ecuaciones del movimiento

Si multiplicamos la primera de las ecuaciones (13) por y y la se-
gunda por x, y si restamos miembro a miembro, obtenemos una ecuacion
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diferencial que se puede integrar de un modo inmediato; el resultado es
¢l siguiente : '

m
log (xy/ —yx')= — — — C.
r

Introduciendo cooordenadas polares, se obtiene:

dd

(14) r2
' ds

Aqui C.es una constante superflua que definiremos dentro de un mo-
mento.

Multiplicando otra vez a la primera de las ecuaciones (13) por x’ y
a la segunda por y’, y sumando miembro a miembro, sé obtiene:

mr’

xl x/l + y’ yll —

— (x* +y).
r

I.a integral de esta ecuacidén diferencial es:
)

(15) X2 fy?=e (T +0 1

De las ecuaciones (14) y (15) se elimina s, y se obtiene la ecuacion dife-
rencial geométrica de la trayectoria de una particula:

"/ du | 2
(1()) h'_', + uz —_ e'_’ (mu + C) [e‘.’ (mu + C) ___ 1]
\ db

endonde u=1/r. .
Integrando la ecuacién diferencial (16) obtenemos:

(17.1) 8= hdu
~\/ ez (mu 4 C) [e2 (mu + O) — hguel

También s y t se pueden expresar por medio de u en la siguiente forma:

emu+(]
(17.2) s= \ —— a9

hu?
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e2 (mu + C)
(17.3) =\ — .
hu?

5. Avance del perihelio de un plancta

Las velocidades de los planetas son muy pequefias comparadas con
la velocidad de la luz, y para sus lineas de universo t y s difieren muy
poco entre si. De la ecuaciéon (15) se ve inmediatamente que mu + C es
también pequefia. Esta entonces justificado despreciar las potencias su-
periores de mu + C en la ecuaciéon (16), y podemos escribir:

du 2 )
(16") - 112[(-3:-) +u2:|=2[mu+c+3(mu-i-C)"]-

En (16") los términos despreciados son de sexto orden con respecto a las
velocidades. Integrando (16”) se obtiene:

b2 hdu

Ju, V2 (mu 4 C) + 3 (mu + C)* — h?u®

(18) e=2 [dd=

Aqui € designa el avance del perihelio en cada revolucién planetaria, y uy
y uz son los valores minimo y maximo de u, correspondientes a los valo-
res maximo y minimo de r, respectivamente. El valor exacto de la inte-
gral es: :
2xh ' 3m?
—e == 27 (l -
Vul— 6m? u?

4+ ...

La trayectoria es una elipse que gira lentamente ; por lo tanto:
h = Vma(1—e?)

en donde Z2a es el eje de la elipse y e su excentricidad. Para € se obtiene
entonces:

\

6mm
(18) g=—,
a(l—e?)
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Iista ¢s precisamente la férmula aproximada, de la Teoria de la Relativi-
dad General de Linstein, para el corrimiento del perihelio de un planeta.

6. La curvatura de la luz

Si se considera la luz como una onda electromagnética, los rayos Iu-
minosos son siempre lineas rectas y la velocidad de propagacién es igual
a uno en todos los casos. Pero existe una enorme cantidad de fenémenos
luminosos que s6lo se pueden explicar con ayuda del fotéon. Supongamos
que el fotén es una particula de masa muy pequefia cuya trayectoria es
¢l rayo real como en la teoria corpuscular de Newton. Establezcamos las
ecuaciones de ese rayo.

Consideremos la ecuacién (16) ; cémo la particula se mueve con una
velocidad casi igual a uno, la constante C es muy grande. Introduciendo
h*, definida por:

h = h*e2mC,
se obtiene: .

du \?2

dd

(16”) 2

+ u2| — e2mu [e2mu — 6-2(""“0)].

Cuando C tiende al infinito la forma limite de (16”) es:

du \?2
(19) wee (— ) + w2 = em
dd

Fsta ecuacién define la trayectoria del fotén. De la misma se obtiene inme-
diatamente :

1
P h*du
(20) 2n 4+ e =

. .\/e4mu — 11*112

En esta ecuacién, p designa la distancia al perihelio, y € la desviacién an-
gular del rayo. En el perihelio:

du
dv

=0, vy 11*2:e%n'p2.
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Substituyendo el segundo miembro por h*2 y escribiendo u = v/p, la ecua-
cién para ¢ se transforma en:

(21) £ =2

o \/e4m(v-l)/|r___v2

que es la formula mas comoda para la desviacion exacta.

En el caso del Sol, m y m/p son muy pequefios, de manera que se

puede uno conformar con los primeros términos de la integraciéon por
serie.

dv
e=2 —1

o VI—V—dm(1—v)/p

=4sen! § (1 4+ m/p)— m==4m/p.

El resultado es en primera aproximacion:

4m

(22) g =
p

que es idéntico al de Einstein.

7. Corrimiento hacia el rojo de la luz del sol

Surge ahora la pregunta: ;qué resultado predird la nueva teoria so-
bre la luz emitida desde el sol y observada en la tierra?

Para poder resolver este problema es necesario formular més clara-
mente el concepto de fotén. Pensamos que el fotén es una particula cuya
velocidad es un poco menor que uno, no siendo necesario precisar su
diferencia con esta velocidad limite. En la superficie del sol el fotén reco-
rre una distancia dr en un intervalo de tiempo local :

dr
dss = ’
-\/e2(m/r + C)__l
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en donde r es el radio del sol y m es su masa. En la superficie de la tierra,
la {6rmula andloga es:

dr
dsp =

\/'62 M/R+0) ]

en la que M es la masa de la tierra y R su radio.
La relacién de tiempos locales es:

N & _ jewmre g, _ (™ _ M
(23) = A GarreTt =1 - B '
dsp . i &

Ll significado de esta formula es que el fotén recorre la misma distancia
dr, en un intervalo de tiempo local menor en el sol quc®n la tierra. Si
consideramos el corrimiento de las rayas espectrales como debido a la rela-
cidn de los tiempos locales dss, y dsr, entonces nuestra teoria predice una
desviacion hacia el rojo, definida por (23). La férmula correspondiente
en la Teoria de la Relatividad General de Einstein es:

m M
1—2M/R r A

dsq

(24 — 1—2m/r

d S

I.a Teoria de la Gravitacién expuesta en este articulo explica satis-
factoriamente los tres efectos cruciales de la Teoria de la Relatividad Ge-
neral, utilizando un aparato matemético méas sencillo. Esta ventaja hace
esperar que se puedan resolver en esta Teoria problemas que no ha sido
posible atacar dentro de la propuesta por Einstein.
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