HIPERSUPERFICIES CON ANCHO
Por Roberto Vazquez Garcia.
1. Sumario

Entre las propiedades en grande de las curvas, figura la que consiste
en que la curva tenga ancho constante. El concepto de anchura puede ex
tenderse al caso de variedades sumergidas en un espacio euclidiano S, de
n dimensiones. El objeto de este articulo es deducir las ecuaciones parameé-
tricas de hipersuperficies S,_1 no necesariamente convezas, con ancho 2r
definido segin una direccién cualquiera de la normal a Sy—1, suponiendo que
2r sea una funcién derivable de los pardmetros que determinan dicha direc-
cién; en particular, cuando 2r es constante, resultan las ecuaciones parameé-
tricas de hipersuperficies de ancho constante. En la parte final se mencio-
nan' algunas propiedades que se deducen facilmente de los resultados
precedentes. T " ‘

2. En lo que sigue utilizaremos la convencién de la suma, pudiendo
tomar el indice i los valores 1, 2,..%,n; los indices j, k podran valer
tinicamente 1, 2,..., n—1. '

Una. hipersuperficie S;_1 en el espacio euclidiano S,, tiene ecuaciones
de la forma

m y' =5 (P1, P2 Ps -+ - Pa—1)

donde p1, P2, . - -, Pn—1 sont los n— 1 pardmetros independientes. El vector
unitario norrhal a S,_,, tiene componentes N que satisfacen las relaciones:

o
(2) S (N)2=1
=1
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oy
Ni =0
opj
La multiplicidad cuya ecuacién es
(3) i a yl=¢

siendo las a; y la ¢ constantes, se llama hiperplano de S,. En este caso se
deduce, utilizarido (2), que

e
Ni =
- ) '\/2&21

~ Se dice que dos hiperplanos son paralelos si las componentes de sus
normales son respectivamente proporcionales,
El plano tangente a S,—1 en el punto Py (y,) tiene por ecuacién

(4) M =y =0

donde las M; 'son proporcionales a las N; de (2).
La distancia d del punto P» (y!) al hiperplano (3) esta dada por la

f6rmula

. C ——é.i /y2i V
(5) d=——
o \/Eazi

3. Definicién de ancho de Sn—i, segin uma direccién t.

Dado el vector (g, q2,.:-Qa), de direcciéz} T, supongamos que existe
un par y solo uno, de puntos Py y P; de Sa_1, en los cuales las normales
son paralelas a (qi, go,...qn). En estas condiciones diremos que Si.-3
tiene ancho segiin 7, y que éste es igual a la distancia de P2 al hiperplano
tangente en P,.

En el resto del articulo consideraremos tinicamente hipersuperficies

con ancho en toda direccién.
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4. Tomemos en (1) como parametros a las variables:

.

oy"
Pi=—
oy’
oy* - oy* oy* oy~
- = Pk
op;  Oy" Ops oP;
Si hacemos py, = — 1, tendremos
oy1
(6) i =0;
op;

esto es, el vector (py, pe,..., Pn) €s normal a S;_;. Ademas

, G, \ oyt
) . By y=p +y=y
OPj oP;

Por (4) la ecuacién del hiperplano tangente en Py (y)) es:
P (y'—y,) =0;
Seny=poy,

Luego la distancia 2r del punto P> (y!) a este hiperplano es, en vista

de (5),

Pt Y,—Di Y,
2r = —
VvV pi
S22t VEDP I =Py, — P Y.

Derivando ambos miémbljos de esta ecuacion, con respecto a Pi, P2, P3---
Dn—1 se obtiene,
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2r p; or @4 oy:
+2 V2 pi=opi: _Pl““—‘+yi—}':,
VvEpi©  ops ~_ op ops

e

y usando (6) se llega a
. 2r Pi - ’ar <
& yi—y=——+2—VEp
V2 P 0 ps :

Ahora bien, por ser el vector (pi1, P2, ... Pa) normal a S,_;, las ¥ son
funciones biformes de los parametros pi, P2, ... Pa—i1. For esto podemos
escribir ' '

()2 420y +vi=0
siendo W} y vi funciones de p;, pz2, ..., Pa—1.

AR (it

y;:.—ui——\/(uj)z__vj
Por (8)
TP; ‘ or’ -
VE T —vi= e VI
VZpi  Opi

Luego Ia funcién biforme y? queda expresada explicitamente en funcién de-
» Pb Pf.’;'- .. pn—l Com(?

Ty OF
® yi= =% == V2 pi—ul

VvEp, OP '

Para obtener la expresién correspondiente a y® integremos (7) con
respecto a p;:

(10) py'= =71 VX p,— fuldp;
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en donde w.dp; no representa una suma sino un simple producto. Por esta
fltima igualdad se ve que ful.dp; es independiente del valor particular dado
a j; hagamos

U == fuj. dp,
'BU
de donde —_— =
OP;

Introduciendo U en (10), tenemos

piyi:irVE_P:;_U

Pero‘
Py =pyY—y
v de (9)
r (2 p—1) or
by == = ps V= pi—p; W
VEPpP) p;
r - or
y = +Uxp—VEpPi—p v
VX pi ; 9 ps
. Tpa = oU  or ‘
pe=s——tU—pn| —= \/i"?)
- VEpi op ops

en donde el término final, el que contiene el paréntesis, representa la
suma de productos que se obtiene dando a j los valores 1, 2,..., n—1.
En consecuencia las ecuaciones paramétricas son:

5 ) rpy ( oU or S
yl = ——= \/_E_p")
V(Ep) ops  opr
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(11)
T P oU or
yn:i-. +U_pj (*1 ‘\/ pg’
VZpi -\ om  opr
en las cuales es pn_.—l — o0 < py< 4 oo

Sin=2,y'=x, y?=1y, p1 = p, se deduce para curvas planas:

p ~,d0 dr
NI G pz)
V1+p? dp dp

r. . = U . .,dr -
Vig P o -

y
I
+

(1)

Haciendo r = constante, obtenemos las ecuaciones parametrlcas de hi-
persuperficies y curvas planas de ancho constante ’

) Ip; ouU
y== — —
\/2 pzx apj
(12) .
. rpn aU .
VZp, op;
rp . dU.
X === — -
- Vi+p* dp
(12°) '
r - dU .
y=F——+U—p—o
V1+p? o dp

5. Veremos a continuacién que es valido el reciproco del resultado
anterior, o sea: toda hipersuperficie con ecuaciones de la forma (11) tiene
ancho 2r en toda direccién. -



o
o
pot
\f)
i<
U1
| —
NI

De (11)
o) yi_;_ =+ r\/E pi—U
N
" P +y =y
op; _
oy
. Pi = 0.
op;
luego los parametros en (11), junto con py = — 1, determinan la direc-

cién de la normal; por consiguiente en los puntos Pi, Ps, correspondien-
tes al signo superior e inferior en (11), las normales son paralelas. Ade-
mas la ecuacién de hiperplano tangente en Py es

P Y =py,

donde y, se obtiene de (11) tomando el signo superior. Por consiguiente
la distancia de P (y.) a este hiperplano es ' '

y:)  2rVE P

n (0%

— = — = 2r.
VEp, . VEP

Es decir la hipersuperficie tiene ancho igual a 2r en toda direccion.

6. Propiedades

I. La proyeccién sobre cualquier hiperplano Ha_y, de una hipersu-
perficie Sy_1 de la clase considerada, tiene un contorno 6,—» con las carac-
teristicas sigulentes: - 4 : :

a) On—s, inmergida en el espacio euclideo Hy_; tiene ancho en cual-
quier direccién. - ' »

b) Si P es punto de Su_; que se proyecta en P’, punto de 0,2, €l
ancho de S,_; en P es igual al ancho de o,_»en P
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Demostracion

La forma de las ecuaciones (11) es independiente del sistema coorde-
nado euclideano ; luego podemos suponer que Hy_; es el plano coordenado
de orden k. Por tanto si en un punto P de S,_;, la normal es paralela a
H,_i, se tiene

pk::O.

Por otra parte g,—2 es el conjunto de las proyecciones, sobre Hy_1, de los
puntos de S,_; para los cuales px = 0. En consecuencia las ecuaciones pa-

ramétricas de 65_2 son

‘ Vo".'- oU, *OTo
y=x— p’—( == VS p',)

VZ py op;  Opy
) To Pn’ 2U, o) 13
y e -+ Uo—=p; | — = —VE pi
' VEp, ops oD

donde i, j = k.
I'o=T (pl, +seyPr—1, 0, Pr+1y--- pn—l)
Uo=U (eeeeenaanainnnn.. ).

Se ve pues, que 6,2 posee las caracteristicas mencionadas antes.

, II. En toda hipersuperficie de ancho constante la recta que une pun-
tos P1 (¥;), P2 (y,), en los que los hiperplanos tangentes son paralelos,

es normal en ambos puntos. Reciprocamente si la hipersuperficie es de an-

cho derivable y Ia recta P; P, es normal, aquella es de ancho constante.

Es decir, esta propiedad caracteriza a las de ancho constante.

Demostracién

Si r es constante, por (8) y la tltima de (12),' tenemos
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1)
Por consiguiente, P; P2 es normal a S;_;.

Reciprocamente si P; P2 es normal a S,_3, tenemos

y”‘_y’: 2r %
T OVED
y por (8)
or
=0.
op; i

III. Si r es constante, a toda direccién principal en P; (y;) le co-
rresponde una direccién principal en Pz (y,) tal que

01+ 02 =72r,

donde 01, 02, son los radios de curvatura en esas direcciones principales.

Demostracion

Sea P/ un punto préximo a Py (y!) tal que P; P, determine una
direccién principal en P;. Si P/ es el corerspondiente a2 P/ por la pro-
piedad anterior P; P, P] P’ son normales a la hipersuperficie. En con-
secuencia P P] determina una direccién prmc1pa1 en Pz y Ios centros de

curvatura en tales direcciones, coinciden.
Designemos con m! las coordenadas del centro de curvatura comin
¥ por Q1, 02 los radios de curvatura correspondientes; se puede escribir

m! = v ———— _Pj_.’_Ql
V2 pi
m’ =Y, Pi
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. Pi 0 +Q _ya yl_ 2r Pj
= 1 Q2 YT YT T

empleando nuevamente (8).
e 01 + Q2 = Zr:

que es lo que se queria demostrar.
IV. Si la.curva de ecuaciones (11”) es convexa, su perimetro L estd

dado por la férmula
L ‘: f 2r dt

en donde 2r (t) es el ancho en la direccién T.
Demostracién:
Siendo T la inclinacién de la normal, tenemos

p=—cott (0=1=m)

Por consiguiente las ecuaciones (11’) se pueden escribir

_ dr . dU -
X=Frcost=* sen T— sen® T
- dt dr
(13) o o
: dr -dU o
Ty=rsenTx cos T4+ sen Tcos T U..

dt . dt

Sean x;, y1 las funciones de T correspondientes al signo superior y Xs, va
las correspondientes al inferior. De esta manera la curva se divide en dos
partes, siendo las ecuaciones de la primera de ellas las que se obtienen to-
mando el signo superior en (13) y para la segunda el signo inferior.

Si la curva es cerrada se debe tener:

Y1 (Wj =y (0)
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de donde

(14) , (1) =r (o)
dr
siendo ' (t) ==
' dt

Calculando la diferencial ds de arco de curva, se llega a

ds==*=rdr=r" dt—ecsc td (U sen’® 1).

-

Si la curva es convexa, tenemos para los perimetros Ly, L. de las partes
en que se ha dividido aquella:.

Ti= f r dr 1 (Jt) — 1'; (o) — fcsc td (U sen? 7).

L. f'r di4 v () — 7 (o) + f.csc r d (U’ sen? 1)

Finalmente

7

L:‘:Ll—[—LZ:fZI‘ dT

o

en vista de (14). -

México, D. F., enero de 1945,

~ Instituto de Matematicas, U. N. A.
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