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LATEORIA DE LA EXTRAPOLACION ESTAQISTICA 

Por el Dr. Norbert Wiener 1 

Presentado a la Sociedad Matematica Mexicana, el dia 27 de abril 
de 1945. 

Tengo m~cho gusto en mariifestar mi • satisfacci6n • pot el ·honor que 
se me confiere con la invitaci6n de la Socieclad Matematica Mexicana • para 
presentar ante ella este trabajo;.. . 

El asunto que he escogido es la teciria de. la extrapolaci6n estaclistica, 
o del pron6stico. En una serie de sucesos· bien cleterminados, no. existe 
ningun problema de pron6stico;. tanto el pasado como el futuro, tienen una 
determinaci6n {mica. E,s solarriente cuando· el pasado ·puede admitir varios 
futuros que aparece el problema de! pron6stico. 

Sin embargo, este problema no se· presenta a menos que introcluzcamos 
en la teoria un elemento nuevo. La multiplicidad de pron6sticos posibles no 
ocasiona ningun f11turo prefi_rido si • no tenemos alguna distribuci6n de estas 
posibilidades, alguna medida de posibilidades. Una medicla de posibilidades 
se llama un sistema de probabilidacl. 

Los sistemas de probabilidad s011· muy diversos; a p~sar de ello al
gunos son particularmente natutales. Esos se Haman estables, y se distin
guen de los otros en el hecho de que la medicla de probabilidad no cambia 
cuando tcidos los valores del tiempo se aumentan igualmente. . 

• En este caso, tenemos una familia S de series P de n(tmei:osP ; que 
. 'V 

tienen indices v que van de menos infinito a mas infinito. En la familia S 
se establece un sistema de medida de Lebesgue. Sea m ( S1) la medida o 

( 1) Del Massachusetts Institute of Technology·; Cambridge, Mass./E. U. A, 
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probabilidad del conjunto S1, y supongamos .que m (S) sea 1. Conoce
mos que la probabilidad combinada de todos los sucesos debe ser 1. La • 
transformaci6n de P v en P v+ 1 engendra entonces una transformaci6n de 
P en TP, y es claro que siempre seni • 

Estas condiciones . son justamente aquellas a la.s cuales se aplica el 
teorema erg6di~o· de Birkhoff. Este teorema dice que si f (P) es una fun
ci6n integrable sobre S, entonces existe con excepci6n de un conjunto de 
,valores deP,de medid_a 0, el siguiente limite: 

1 
lim -. -ff{f) + f(TP) + ... , + f(TnP)l = f*(P); 

,,n➔.co·n+ lo·.-, •• • •• ' • 

y este limite es una funci6n integrable. Resulta tambien qtte: 

1 
lim ___ • (£(~) .+ f (T- 1P) + ... + f(T- 0 P)] = f*(P),_ 

~coµ+\ • 

c9n, ex~epci6n de un coµjunto semejante • al anterior, de me4tda 0. 
,:En et~s9 g-e1,1.eI~l11 ((:g). depende <ie P, a pesar. de que , 

• • '• •.. • - '. ·,, .... ,..-.'t,~ '.~ • • • • • • • . • 

Hay,sin em~argo1 un ca~o e~ d c~al eLvalor de f*(P) ·no dep~nde en nin-, 
gllllafonna clelvalo.r de .P, -E~!e ~as~ ~e ,llama_ ~l caso ergodico. En el ~so 
erg6dico, tenemos la f6rn:iu:ui. :) • 

• • 

El ·~aso ergodic~-~~ ~I -mas fundamentat' de todos. En lo~ demas/ s~
gim _un teorema de von. Neumann, es posible reemplazar de una maner.a 
esencialmente univoca la medida original por una medida obtenida si se 

• integra un sistema de medidas erg6dicas. En consecuencia no es necesarici: 
• considerar el. caso no erg6dico. -. 



-0e 1945] 39 

Sea {gn(P)} un arreglo de funciones L2 : es decir, de funciones 
medibles y de cuadrados integrables. Es bien conocido el procedimiento pa
ra ortogonalizar. este arreglo~ Asi obtenemos ui1 nuevo arreglo <p11(P) 
donde: • 

n 
cp;.(P) • · k Cmngm(P). 

m=l· • '·· 

En este prcicedhn.iento; hay· t~uchas integraciones de productos'de forido., 
nes gn(P). Ahora bien, en -v-ista del teoi:-ema erg6dico, es casi siempre po-
sible reemplazar cada integraci6n • • 

por el valcir 'n,~'dio • 

1 n; 

. liri.1 .. -- •. ~ 'gm(T-kP) g11(T-kP), 
n➔ oon + 1 k=O 

Cuando m f k tienen valores dados, el conj unto d~ valores de P para l~s 
cuales no es valida esta' equivalencia es de medida cero. No ·hay mas com
binaciones de my k que numeros naturales; y todos Ios puntos de _tal con
junto de conjuntos de medida cero forman ,un conjunto igualmente de 
medida cero. 

,Una clase:deft~ncibnes de P que tien'.e ~ti~ho interes, es lade.furtcio~es 
L2 del pasado y .de la actualidad. Estas funciones son·: L Las 'funciones 
F (P 0 , P _1,.;,, P_µ.) donde ~l < oo, y F es una funci6n.medible de Py 
de cuadrado integrable; 2. Todas las fonciones de L 2 -que son "Hmites en 
la media'' de series· de· funciones 1. Segun • ~n teorema muy general, esta 
clase posee una base de la potencia de los numeros natural.es en la cual 
se desarrollan t6das las funciones de la clase. Si todas las funciones men- ·• 
cionadas pertenecen a L2, las furiciones monomfas en P0, P _ 1,.;. torman 
tal clase .. 
- • Ortogonalize~os esta cl~se. Obtenem~s· las funci~nes q,ll.(P)>" Sea 
f (P) una funci6n de L2 ; entonces: 
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,donde ·

00 

f1(P) ~ ~ (J)n(P) f f(Q) (J)n(Q) dVQ, 
1 s 

y 

f f~(F) IPn(P) dVp = 0 
s 

(n = 1, 2, ·.; .) 

La funci6n f1 (P) se puede escribir: 

00 l V 

f1(P) ~ ~ IPn(P) lim :S f (T-kQ) (pn (T-kQ). 
1 • v➔ oo V + 1 k=O 

Esta es siempre una · funci6n de lo pasado y de la actualidad. Se obtiene 
como limite de algunos polinomios en P 0 , P -i-, ... Es decir, las operacio
nes con las cuales se obtiene de P O son : ( 1), la generaci6n de una demora, 
que cambie P 0 en P_1r; (2), la multiplicaci6n de estas cantidades retarda
das; (3), la adici6n de las cantidades (2); (4), el calculo del limite. Con 
excepci6n de ( 4), todos estos procedimientos se pueden/ realizar con apa
ratos electricos. Se conocen muy bien los circuitos de, clemora, asi como 
la combinaci6n aditiva de voltajes o corrientes. La combinaci6n multiplica~ 
tiva es tam bi en. posible, si poseemos un a para to. que transforme un voltaj e, 
o una c;orriente en su, cuadrado, porque • 

. . . '.' ' ' 

' xy . 1/4 [ (x + y?- (x- y) 2]. 

Existen tales aparatos; lo que falta ahora es la construcci6n de aparatos 
con propiedades exactas y reproducibles. El problema no es mas clificil 
que muchos otros que ban resu.elto los ingenieros.· Es decir que podemos 

. obtener fi(P} del pasaclo y de la adualidad de P, cuando se'presenta como 
una serie de voltajes en funci6n del tiempo, si, empleamos Ull aparato 
electrico .. que podemos idear .en. una forma bien determinada y precisa. 
fartimo~. deJa estad_istica de la serie P"', donde v debe ser un parametro 
que represente el tiempo, y de la suposici6n de0 que el procedimiento .tiene 
un equilibria estadistico. ••. • • •• • • • • 

, No es dificil demostrar que entre todas las funciones. del pasado y la 
actualidad, £1 es aquella para la cual 
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~sun minimo, y que el valor niedio de f (P) cuando conocemos ~1 pasado 
y la actualidad de P es f1(P). Como consecuencia de esto, podemos deter
,ninar el valor· media de eO,f(P) cuando son determinados el pasado .y la 
actualidad.. Sea este valor media F (),) en' funci6n de A. • Entonces es 
F(l) la funci6n 

00 

f eO,u dcp(u), , 

donde <j>(u2.:...:.:.0)-cp(u1_;_0) es 1a probabi1idact que. f(P) este entre 
·u1 y u2, Esta funci6n <p ( u) de distribud6n es todo lo que podemos saber de . 
f (P) I cuando conocemos el pasado y la actualidad de p. Repito, lo sabe
mos s6lo con probabilidad uno, no con certeza completa .. • 

Si f(P) es P (v > 1), hemos resuelto el problenia del pron6stico 
'I/ 

estadistico, por una computaci6n en el caso en el cual se presentan los datos 
l~ntame~te, y por una maquina apropiada en el caso en el cual no podemos 
seguir los datos con lapiz y papel. En ambos casos es necesario un cono
cimiento de todo el pasado. Es claro que puede cambiarse este metodo por •• 
un metodo estadf stico practico cuando tan s61o conoc:emos el pasado des-·· 
pues de una epoca dada. Sin ~~bargo, esta teorfa no ha sido desarrollada 
todavia. 

Hasta ahora hemos c~nsider~do la teoria de series sencillas de suce
:Sos: es decir, de series en las cuales en un tiempo dado no se detertnina mas 
• que un nt'imero. Si reemplazamos cada nt'imero por un par de numeros, 

- o por ttn arreglo ordenado _de numeros no '.se cambia nada de importancia 
en la teoria. En un caso particular, supongamos que se _determinan en cada 
instante dos cantida<les, y que la primera . representa la intensidad de un 
mensaje (por ejemplo, un mensaje telef6nico), la segunda la intensidad • 
de un ruido. Entonces tenemos una distribuci6n estadistica simultanea de 
dos series: P , el mensaje, y Q., el ruido. Sea R una combinaci6n 

•'I/ ' 'I/ 'I/ 

de los pasados y las actualid;:1.des de P~ y Qv que. transforme R en . 
R" + ,._ , la misma operaci6n que tr~nsforma P v en P v + A y. Q v en Q: + ,._ 
Ent9nces el problema de detenninar el valor 6ptimo de P" + u. cuando 
conocemos todos los valores de R.,. para a < v, es un problema· muy 
importante en la electrotecnica.. Es la extension en una region . no lineal, 
del problema conocido de filtraci6n electrica. Puede ser muy importante 
para la modulaci6n de frecuencia y para otras ctiestiones tecnicas. 

Los metodos que se desarr~llan ·aqui son ptiramente operaci6n~les 'si 
etnpleamos esta palabra con el mismo significado que ban introducido los 
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fisicos en la ;teorip. de los quanta. Los pro.blemas de disefio de un aparato 
telef6nico, 110 tierten una s61uci6n perfecta; solo tienen u11a soluci6n optima 
cuaµdo co11ocemos la naturaleza estadistica de los me11sajes· y-de los ruidos. 
En este caso el problema de disefio 110 es mas que una aplicaci6n de! calcu
lo de.variaciones. Obtenemos por una via {mica las caracteristicas matema
ticas del aparato. En seguida empleamos metodos ya bien conocicios para 
realizar el aparato "en el metal'', como dedmos en Estados Unidos. Este 
es un metodo de_ inventar, radicalmente • distinto de los que suponen las 
leyes de. patentes. 




