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Birkhoff utiliza en su teoria de la gravitaéién‘ un flaido en el quela
-velocidad de la onda de perturbacién es igual a la velocidad de la luz. que
a su vez es igual a uno en las unidades’ usadas. Si se considefa la presién
del flido p como una funcién £(@) de la densidad g, entonces la velocidad
de la onda de perturbacién es; '

Para V, igual a uno se obtiene:

df 1
do 2
La integral deé esta ectiacién es:
Lo K
f(e) =—(e)+—
, 2 n
La presién del fldido de Birkhoff es entonces:
1. K

‘./' 2 : I
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Si la constante K, que llamaremos en este trabajo “constante cosmol6-
gica”, se hace igual a cero, se obtiene un universo estable con fuerzas
gravitacionales cuyos efectos han sido estudiados en detalle. (#, () v ()

Birkhoff sugirié que se utilizara una constante K, diferente de cero
y que se exploraran las condiciones del universo bajo esta hipotesis.

En este trabajo estudiamos las consecuencias de suponer que la cons-
tante cosmoldgica K tiene un valor distinto de cero.

El tensor de la energia y las cantidades de movimiento es en general

' dx! dx?
TU =Q — p Ali;
ds ds
ds es aqui el elemento de arco de Minkowski definido por

d52 = Au dXl dx’,

en donde: L
Ay=1(1 0 0 0
0-—1 0 0
0 0—1 0
0 0 0-—1

AY es el tensor contravariante asociado al métrico fundamental Ay,
y en este caso:
0 —1 O -0
0 " 0=170
0°0 0 —1
1. K ‘_
Como p=—0 e el tensor de la energia y las cantidades de movi-

-miento tiene para nosotros la forma _
‘ dxt dx! 1 K\
T=g——— o + A,
T s ds . \2 o

De la ecuacién fundamental del tensor de las fuerzas gravitacionales‘®
que es: :

- Oh¥=8=x T” ,
se obtiene: N _ -
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Llamando HY a la parte del tensor gravitacional h¥¥ que se debe al
término cosmoldgico, podemos escribir

OHY=—8KAY, -

La solucién de esta ecuacién con derivadas parciales, que no tiene sin-
gularidades en ningtin punto del espacio-tiempo de Minkowski y que es
invariante en las transformaciones de Lorentz es:

HY = — K A, (xF—ar) (x®—a5) AY,
Usaremos por comodidad la anotacién definida como sigue:
X!=T =x!—al,
X=X =x2—2a2
X8 =Y =x3%—a8,
Xt =7 = x*t—at,

Con estas formas de escribir, el tensor HY se expresa como sigue
HY =K (T2 — X2 —Y2—Z2) AY,
HY = K Ay X* X5 AY,

Conviene observar que las componentes no idénticamente nulas del
tensor HY tienden al infinito cuando una o varias de las coordenadas espa-
ciales tienden al infinito en valor absoluto, permaneciendo finita la coor-
denada temporal ; y también cuando la coordenada temporal tiene a infinito
en valor absoluto permaneciendo finitas las coordenadas espaciales.

Las fuerzas césmicas asociadas al tensor HY son:

T [ dT dX©  dY dz 7dT

flm— = 2K| T— — X — — Y —— 7 +2KT,
ds? | ds ds-- ds cds | ds
42X ~ 4T X = day dZ 7 dX

f2 = =—2KT——X——Y———7Z + 2KX,
ds? | ds ds ds - ds | ds

@Y [ dT dX dy dz.7dy

= =2k T——X——Y——7Z +2KY,.
ds? - | ds ds ds - ds |ds
¢z [ 4T dX dY . dz 4z

ft— =—2K|T——X—— Ve —-Z—— +2KZ.
ds? | ds ds ds’ ds |ds
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De este sistema de ecuaciones diferenciales se deducen inmediatamen-
te las integrales: ' 4
- dXi dXt
Xt -__Xi
Cds ds

i,j=1,234

P _ —-—2—
= Al, e"E@-X-Ti-2)

en donde las A¥ son constantes de integracion, y en donde
Al = — A,

* .De las integrales anteriores se puede eliminar las primeras derivadas
de las X!, y se obtienen las cuatro. ecuaciones!

AUXE— ABX! | AMXI =0,
i, k=1,23,4

‘Para que este sistema de ecuaciones lineales y homogéneas tenga solu-
ciones distintas de la trivial X!=0(i=1, 2, 3,4) es condicién necesaria
:\que : . N

0 A3 A% A =,

A34 0 - A41 A13

A24 A41 0 A12 ,
A28 ABL A12

De la identidad: o S
Xt X2 X8 X4 =0,

dX! dX® dX® dXt

ds. ds "~ ds ds
Xt X2 X* X
dX! dX? dX® dX*|
ds. ds o ds ds |

se deduce que: v
0=| Xt Xz |, 6| X® Xt|_|Xt X, X2 X4
dX! dX?| |dX® dX4| [dXt dX®| [dX? dX¢

ds ' ds| |ds ds| |ds ds| | ds ds



fe 1945]
4| X2 X :',‘.Xl' X4

>

dXt dX¢ |- | dX2: dX3

ds. s ds ds
Esta identidad impone a las A" otra ecitacién ‘de ‘condicién, que es::
TAIZ A8 A1S A24 A A2 0‘,._"

Elijanse las AY de manera que satlsfagan Tas dos condlcxones

10 A8 A42 A%| = 0,
A% 0 A4 Al8
A2 A$L (0 LAl
A28 AL Al2 (.

A12’ AB4 - Al3 A24 + Ald A23 =0

En este caso el rango de la matriz del determinante anterlor es 2.
Esto significa que dos de las coordenadas X1, X2,X8X* son funciones li-
neales de las otras ‘dos.:

- Entonces siempre- es posible expresar a.dos de las coordenadas espa-,
ciales, v. g, ¥ y 2, como funciones lineales de la otra coordenada espacial, ’
%, y de la coordenada temporal ¢. Las particulas urgidas exclusivamente
por fuerzas coésmicas describen trayectorias rectilineas en el espacio flslco,
y tienen lineas de universo planas en el espacio .de Minkowski. . ‘

. Si- se elige el sistema de coordenadas de manera que el movimiento’
se ejecute a lo largo del eje de las equis, Y y Z son nulas, y las ecuaciones
del movimiento son entonces: -

2T o/ dT . dX\ 4T
| = 2K [ T— X — 4+ 2KT,

ds? ds = ds ds

#&X . go-dT . dX\ dX
= 2K (T —X + 2KX.

ds? ds . ds ds

Multiplicando la primera ecuacién por.T y Ia segunda por X, y restan-
rdo miembro a miembro, se obtiene:

&*T. - d2ZX e dT‘ dX \?
-—“—X‘ :—ZK( ' v'—X"——-)-{-ZK (T2 —X?).
ds? . - ds?. -ds- ds /-

T
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Definiendo una nueva funcién U:
U=T2—X2?,

se obtiene:

U s du\E
-+K(—— —4KU—2=0.
ds? ds

La solucién general de esta ecuacion es:

: dU
-\/C2 ve'—2KU _I__ U

C es una de las constantes de integracion y la otra es la constante
arbitraria aditiva de la integral indefinida que aparece en el segundo
miembro. . ' o (

La solucién obtenida permite calcular inmediatamente la velocidad de
una particula sujeta tinicamente a las fuerzas césmicas, '

dx TX 4 Ce~%U\/U? + CPe—*KT
dt T2 4 C2 e—2UK ’ '
Si se supone que la particula estaba en el origen del tiempo t =t, en
el lugar de x = x,, entonces su velocidad era
—=C.
dt

La constante de integracién C es pues la velocidad de la particula en

el tiempo t=t,. R o ' ‘
~ Supongamos que del origen del tiempo t =t, han transcurrido una -
enorme cantidad de segundos, y -que la velocidad de la particula es mucho -
menor que la de la luz; esto se puede expresar simbélicimente como sigue :

| >SS,
()2 >>> (x—x,)?,
U>>>0.
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51 el valor de U es muy grande y si la constante cosmolégica - de

Bu’khoff es positiva entonces:

dx © x—X%,

- dt t—ty -

Suponiendo que en el orxgen del tlempo t=t, se encuentran varias
particulas en la vecindad de un punto x. = X.. entonces tendran. des-

Cdx

. pués de transcurrido el intefvalo té}ﬁiﬁorél T ‘="tb—mto' , velocidades
- proporcionales a sus distancias X ='x — X, de ese punto..
: La relacién entre la velocidad de una partlcula y su distancia es en este
caso: : : :

dx 1

—_— =X

dt T

La dlstrxbucmn de galaxxas en el universo’ ‘obedece” a* ‘esta ley. Si
se coloca el punto x =X, en nuestra galax1a entonces X = x-——xo signi-

‘ dx

fica la distancia de otra galaxia‘ a'la nuestra; : e's”sui"Veldcidad de
‘ 1 ' de - o

recesién y — es la constante de Hubble: Es perfectamente licito considerar

T
que entre galaxias s6lo operan las fuerzas césmicas y que las fuerzas gra-
vitacionales son despreciables. Entonces se llega de un modo inmediato
a la conclusién que el reciproco de la constante de Hubble es el tiempo
transcurrido desde t,, en que las galaxias se encontraban en la vecindad
del punto x = x, y el instante actual. A este intervalo se le llama la edad del
universo. En nuestro caso se obtiene:

T = 1860 - 10° afios.

Hay que sefialar que segiin los resultados que hemos obtenido el corri-
‘miento hacia el rojo observado por los astrénomos en los espectros de las
‘galaxias lejanas se debe en parte a la velocidad de recesién de las mismas.
y en parte al efecto de las fuerzas- césmicas sobre los fotones durante cl
‘trayecto que éstos siguen de la galaxia lejana a la nuestra. Es muy ficil
de calcular el efecto total de energia debido a las dos degradaciones que esta
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‘sufre. Estos resultados afectan a la distribucién de la densidad de galaxias
en la metagalaxia. Préximamente publicaremos las correcciones que hay
que hacer a las densidades. calculadas actualmente.
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