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SOBRE EL PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA DE EINSTEIN
Por Alherto Barajas*

- 1.1 Supongamos que existe un observador ‘en el espacio fisico que
asigna cuatro miimeros reales a cada acontecimiento; estos niimeros ca-
racterizan el acontecimiento completamente y se llaman sus coordena-
das (x1, x2, x3,x4). El continuo de todos los acontecimientos posibles se
llama la multiplicidad del espacio-tiempo. '

1.2 Suponemos ademés que el contintio ’es'pafcio~tiémpc‘> es una multi-
plicidad riemanniana cuya métrica estd definida: por.

ds? = gy dx! dx! i,j=1,2,3,4

En la teoria de la relatividad éspecial de Einstein y en la teoria de
Birkhoff existen coordenadas tales que -

ds? = (dx?)? — (dx?)? — (dx®)%— (dg‘*)z,

o bien A
Tds? = Au dx! dx!
donde ’
0 —1  |0 -0
0 0=1.0
0 0 0—1

—————

* Becario de 1a John Simon Guggenheim Memorial Foundation.
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1.3 Una partlcula ‘mévil’ define un conjunto de acontecimientos, cada
uno de los cuales consiste en el paso de la particula por un punto del espa-
cio fisico en cierto instante. El conjunto de los acontecimientos correspon-
dientes a una particula mévil constituye su linea de universo.

La linea de universo de una particula se parametriza por medio de
- F
5=} Vgydx'dx!

medido a partir de un punto fijo F elegido arbitrariamente sobre la linea.

dx!
Defmxmos el vector —— como la velocidad de la partlcula y al pseudo-
daxt - ds d dx!
vectoru_ como . su aceleraczon. (Notese que m1entras que — ——
: ds? . d%=xt ds ds
es un vector, ——— no lo es si Jas transformacxones de coordenadas no
son afines.)  ds?

1.4 Consideremos un acontecumento particular E (x1 x2 x3 x4) yel

conjunto de las lineas de universo posibles que pasan por Eo, de paltlculas.
urgldas exclusivamente por fuerzas gravitacionales. .

El Principio de Equivalencia de Einstein afirma que en un campo
puramente gravitacional siempre es p051b1e encontrar una transformacion
de coordenadas:

Y _y (X1 x2 xB X*) 1i=1,2,34,
tal que’ las nuevas aceleracmnes
. d2yt
ds? .
se anulan en E,. Es decir:

Py

ds2 °

Asi, esta ecuacién r1ge para todas las lmeas de universo p051bles que
pasan por E.,. :
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Dicho de otro modo: pard un observidor en E,, conveétiientemente ace-
lerado con respecto al sisterna de las *{, las particulas libres que pasan por
E, no estin aceleradas, :

1.5 Expresemos las aceleraciones en el prlmxtlvo sistema - (x1, x2, x8 .
x*) en términos de las aceleraciones y velocidades del nuevo sistema (y?,
Y4 y% %)
S i ey

Yok

ds oyl .ds
] .

dle - ézxi dyj - d'yk » a"xl dﬁyj“,
i i e
ds?  Qy'oy* ds ds oyl ds?

Para e] acontecimiento E, se tiene: .

(@G

Jporque
2y o
( ) _o
d52 0 .
Pero como ‘ ,
dy! oy dxm
ds ~ 2x™ ds
resulta

(dle) ’ ('azxi o 'ayk)(dxm)'( dx“)
dsf 0 B DyIdYE Ox™ 2%/, | ds /o\ ds /o
Asi, las compdnentes de la aceleraéién'para cada t'rayeétoria posible por

E,, son funciones cuadraticas y homogéneas de las componentes de la ve-
locidad, siendo los coeficientes los mismos para todas las trayectorias. Es-

tos coeficientes son:
(’ale % ay“)
dyioy* ox™ Bx» /0
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lDependen naturalmente del acontecimiento Eg.-
Una consecuencia del principio de equivalencia es por lo tanto que

d2xt dx™ dx"
—_— ,,:,, —_— —_ 0
ds? - ds ds ‘
) d2xt dx!
es la relacién entre la aceleracién y la velocidad ; siendo los
' dsz2 " ds '

coeficientes B ' funciones de posicién de (x!, x2, x3, x*) e 1ndepend1en—

tes de la d1recc1on de la linea de universo.
Puesto que esta relacion vale para‘todos los sistemas de coordenadas
_primitivas se sigue que B1 es una conexién afin.

Para una transformaciéon general de coordenadas

X! = x' (x!, x3, x8, x*) i : 1,2, 3,4,
tenenios : '
d2xt o dx™ dx?
+ Bl]ll" : O
ds? 7 ds ds
donde C ‘
ox! oxt ox’ o ox!
B! — B! 4

mn

axp‘_a}‘cm\ a)‘(n . o , aim a}“{n axp.

1.6 Sea'B' una conexion afin definida en una regién R del espacio-

' tlempo. Tenemos entonces para una transformacion de coordenadas cual-
quiera

® o= & (x1, x2 x5, x%) i=1,234
ox! oxt ox' o X!
T axp axi‘ oxk B ax-’ax“ axp

Las ecuaciones diferenciales

ds. -ds-

definen una familia de senderos en la misma regién R.
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Sea E, (x%, x2%, x3, x*) un acontecimiento arbitrario de R. Indiquemos
O [ (4] 0 .
con un indice cero el valot de cualquier funcién en E,.

Demostraremos que siempre existe una transformacién de coordenadas
o= %' (x1, x2 x8, x%),

en E,, que transforma las ecuaciones diferenciales de los senderos en

B
ds? /o

Dicha transformacién esta dada por las ecuaciones

W =x' ! ;.,_.1/2‘*(315)\0* S P

Calculemos las componentes transformadas de la conexién afint

B ox* oxf o] o
Bik = B,fzﬁ_i" ‘ —
ox! ox* - DRipx¥ | ox!
Para E, tenemos:
_ oxt oxf @i ] o
(Bl)o = _ — Blg+ - _' - ' ' v
ox!  xk ©OXX* jo \(Ox! [
En cualquier acontecimiento de R tenemos:
. ox¢® :
05 (Bride X7
azxa "
. . N —_ BG o.
= ()

Puesto que (x'), = 0, tenemos.
ox¢®
-] =38
ox!Jo

sza. L )
e
ox'ox* Jo
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Por lo tanto

(Bh)o= [ 8208 (B Do — (B )] ).

y finalmente:.
(B ) = 0
Quiere decir que las ecuaciones diferenciales de los senderos

T dx ek
+ B! — =0
ds. - ™M ds .ds

d2>“(1 ’
) 0.
ds? 0 g
El Principio de Equlvalenua de Einstein puede expresarse por consi-
guiente de este modo:
* Las lineas de-universo de las partzculas urgzdas exclusivamente por
fuer 2as gravitacionales son senderos. = .

En la teoria de Birkhoff las ecuaciones diferenciales del movimiento
~de una- particula en un campo gravitacional son:

d&x!  /2hn  Ohw
—— Alp —_ u ub;
“‘_ dSZ axb axp

se reducen.en E, a~

~por lo expuesto anteriormente se ve que el principio de equivalencia es vd-
lido en la teoria de la gravitacidn de Birkhoff.

Instituto de Matematicas, U. N. A. -





