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‘CAMPOS GRAVITACIONALES DE GUERPOS EN ROTACION
Por Fernando Alba Aridrade

Si un anillo de seccién unitaria y densidad g, == corist: gird alrede:
dor del eje “z” en el plano “x o y”, los potenciales gravitacionales estarin
sujetos a-la ecuacién de Birkhoff

) hu = 8n ng ‘4 (1)
en donde O es el operador de D’Alembert y T,, el tensor de la energla dela
matena : ;
 En el espacio vacio Ty =0, y por ser la solumon evidentémenté in-
dependiente del tiempo, la ecuacién (1) se reduce a

V2 hy = 0 (2)

La solucién es también evidentemente 1ndepend1ente del angulo “qa”,
¥ slo serd funcién de “d” y “r”.

En coordenadas esféricas, la ecuacién (2) se transforma en .

2 (/ ohy 1 (o) ~ ohy
—f2—}+ — | sen & =0 (3)
or or send 90 29 : ’
Si el radlo del anillo lo designamos por “a”, la solucién de (3) para
>3, estaré dada por o
o By By . By ‘
hj = ——P, (co§8) +——— Py (cos }) + Py (cos®) v 4

r r? 3

en donde “Pj (cos'ﬁ)’f:e‘s el polinomio de '-Legeh(-i\ré de orden “n”



vi=0 -
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Para el eje “z”, cos¥ =11 y Py (cos?) = (*1)" y la ecuacién

(4) se transformard en

Chy=S B r~2-1 P, (cos )
by=3I |

— n ,_—n—1
hﬁ—-%B“z n

‘pues para el eje “z”, z = *+r.

" Para determinar los coeficientes By, necesitamos pues conocer el valor

de hy; sobre el eje “z”.

~ Los potenciales hy* producidos por una particula de masa m y ve-
locidad V, estan dados por: - - o ’

F 14 (¥)2 29t 2v? -29% )

I—(M 1= 1-("* 1— (9

2vt 2@HDH2 2viv? 2viy?
I 1+
mVI— @2 1= 1—-(" 11— 1—@?
|R|—R -V 29 27192 2 (¥2)2 272y
R . VYL
1o 1 T:(‘—’)Z: 1—' (V)Z 1 _' (V)Z . 1—‘ (\7)2
298 C2VivR 29298 2 (¥3)2
—_— i : . 1 -

L= 1= 1= 1=

En donde |V|=v,y¥, R, V, significan que son cantidades retardadas.

R es el vector de posicién de la particula, medido desde el punto en
que se calcula el potencial. =

€€, 97

-+ - En nuestro problema |R| es constante, para un punto del eje “z” y
no tenemos que considerar cantidades retardadas, ademids R:V.=0 y

(6)
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Los potenciales hy; de todo anillo para un punto del eje “z” serdn *
(14 (v)? 2vt Co2vt )
11— 1=
2wt 2 2y
VIi—(v)2ag (7| — 1.+ . ——0
= —— dp| 1—@? 1= 1=
2v? a2vivE el 2(v?)3
- v 14 0
1—=(v)? 1—(v)2 1—(v)2.
L 0 0 0 1)

Si' el anillo gira’en sentido directo v!

Efectuando las integraciones tendremos:

(14 ()2,
1 — (v)?
. omyI—(wE 0 1+
Chy=me——
IR| |
0
L0

En este caso R =/a? 4 22

(:

1 1

zZ

R

2 22

0

——— —— —

1

1— (v)?

1a2  1:3 at 1-3:528

—vsen®; v¥=vcos

@

(8)

0 0
0 0

NGO L
1 — 0
A= (v)? '
0 1)

)

2:4 7t 2:4-68

Esta ecuacién nos define pues las constantes By y nuestra solucién

(4) de hy para un

serd: - (

m -1 a2
hu:—- ] —
: r 2 r?

va4= 1'3

r

punto cualquiera del espacio producido por el anillo,

P, (cds’ﬁ) +—;——-2—4 P, (cos By —. .b.)Ais 9)
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ARG I )
I 0 0 0
Jl=m |
?
0 14— 0 0
en donde Ay = ‘ 1—()? '
2.
0 0 '
1—(v)?
L 0 0 0 1)

‘Vemos de lo anterior que h'u =0 paraiztj

‘Despreciando potgnéias de la velocidad superiores a (v)* y teniendo
en cuenta que S R
(v)? = w?a?

14 —?al 0 -0 0
2 .
0 14+ —@2a? 0 0
Ay= ; 2 (10)
0 0 14+—w?a? 0
KX . 2_:‘ ’
Lo 0 0 1)

- Si nos interesan los potenciales en el plano “x o y” tendremos que: °

”—‘1"a2v .3-1.3 at .
C+~—+———++m)m,
4128241 )

* " Para calcular los potenciales producidos por un disco en rotaciéon de
densidad variable ¢ = @ (a) de espesor unitario en el plano-“x o'y” ten-
dremos '

' 3, 2ma
Hy =f : -
0 ro

. m
by =—
- P

l1az 3 1:3 .
(1+——+.—-————+...)Au<da (11)
42 8 241t :
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Como una esfera en rotacién cuya densidad sea una funcién del radio,
a grandes distancias de esta y en su plano ecuatorial, puede considerarse
como un disco de densidad. ¢ = g(a) ; la ecuacién anterior, para el
caso de una esfera de densidad constante @,, corresponderd una densidad
en el disco, dada por @ = 2¢,Va) —a? en donde:a, es el radio de la-
esfera.’ o ‘ “
Sustituyendo este valor en la ecuacién (11)"tendremos:
m - 6(027@: e
Hy = —+- . Va2 —a? adda ..
T ro 0 R
M 3Mof? )
Hy=—4— .5\ -(12)

r . 5r

En forma analoga , ‘
: . M. Mo?a)
Hopy =Hgg = — +
T 5
. :{'. M .
H44 = —, (14)
T .

(13)

En la teoria de Birkhoff, las fuerzas quedan definidas i)or

-

?Hu  ?Haw ,
fi= — u® uP (15) .
axb ) axl ;

para f; tendremos : .,
OHze 9Hu - QHu
— u?u® — - (u)? —
oxP ox2 A ox32
[(12)% + (19)2]

fg‘——

('u4)2 —

, x2 :
- Sustituyendo los valores dados por las ecuaciones (12), (13) y (14)

| obtendremos: . :
—Mu2 /. o .
fo= x4 xPud 4 xtut )

ré
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" (16)

(17)

> (18)

sz :
[(u')2 +(u?)? o+ (u®)*+ (u4) ]
.;r 1
M o u?
e — (x2u? x5 u 4 xt ut)
r8
Maox2 - - Mo’x2 [ .«
+ W) — [(u2)2 + (us)z']
: 3 .1 ' '
, Endonde- »
' 3Jw?al
o= —
5.
w?a)
all=
5
"' Sustituyendo x,y,z por x2, ’x3 xt .y u?, u?, u* por x’,y’,z’ que nos
indican derivadas respecto a “s”, tendremos para z =0, zZ =0.
Mx 2Mx Mx’ r’}
Frm— == —— —— (2 y) -
e : 13 13 r2
Mo”x'r Mdox Maox -
+ ——— (YY)
- r? 3 rd :
M a .
= (w+w>
.18
My - 2My R Myr -
Y == (X’2+y’2) +
s ; r”l 13 . r? .
. Ma’xt¢ Mo'x Mdox - K
4 ——— ey
r2 3 ré S
Ma”x
—— (" +y7)
b _ J
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~ " Estas son las ecuaciones de movimiento de una particula en el campo
de una esfera de densidad constante que gira con velocidad angular ®.

~ Deseo expresar mi sincero agradecimiento al doctor Carlos Graef Fer-
nandez, Director del Instituto de Fisica, de la Universidad Nacional Auté-
noma-de México, por haberme propuesto el problema y hacerme impor-:
tantes sugestiones, -
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