UN TEOREMA SOBRE TRANSFORMACIONES
DE CURVAS CERRADAS SOBRE SI MISMAS

Por Jaime Lifshitz.

En el estudio de la demostracion detallada del teorema de Birkhoff
sobre la existencia de puntos periddicos para las superficies de seccion de
forma anular, se me present6 el siguiente teorema:

Sea J una curva de Jordan en un plano, y T una transformacion
continua de J sobre si misma. Si no hay puntos fijos, entonces al reco-
rrerse ] en sentido positivo, ! el argumento del vector que une Pe ] con
TP aumenta en 2x.

Demostraremos antes los resultados:
t <1,

0 dado

existe un poligono simple II, que puede representarse mediante la funcién

- -
Lema 1. Sea J una curva de Jordan y x = x(t) , 0 =
>

- — .
x(0) = x(1), su representacién paramétrica. Para todo €

N
x*(t), tal que:

- -
IX(t) —¥*(@®) || <e.
Existe 8, tal que para |t; — tz | < 8;, ]];(tl) —;(tz) | <e.
Tomemos n tal que 1/n < §,. Los puntos A; = x [(i—1)/n],

i=12,...,n, dividen J en n arcos simples J., Jo, Js,..., Jn que
van de A; a Ajp: (Ap a Ay para 1 = n) respectivamente.
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Sea 0, la minima distancia entre dos arcos Ji, Jx cualesquiera, que

no tienen extremo comin. Existe 8 > 0, tal que para |t —t. | < 3§,
I ;(tl) —;{)(tz)-H < %% d,. Sea.m tal que 1/mn < §.

Consideremos los puntos de ] correspondientes a t = p/mn, p =
0,1,..., mn— 1, y conectemos los puntos sucesivos mediante segmentos
rectilineos. Se obtendran n lineas quebradas L;, i = 1, 2,..., n, que
conectan puntos A; con A;,, respectivamente.

Podemos substituir las lineas quebradas 1; por lineas quebradas sim-
ples con los mismos extremos. Los vértices de L; estan ordenados por los
valores de t correspondientes a los mismos. Partimos de A; y recorremos
todos los segmentos hasta encontrar un punto mdultiple P; de L; (silo
hay). P, estard sobre dos o mas lados de L;. Entre los vértices que estan
con P; sobre el mismo lado de L; elegimos el de mayor valor de t. Vol-
vemos a hacer lo mismo con la linea quebrada P; A;,,, donde el vértice
que sigue a P, es el arriba elegido. En esta forma se tiene una sucesion
de lineas quebradas simples A; Py, P, Py, ..., Py A;1, . Como el nimero
de lados de L; es finito, también lo sera el de estas lineas québradas. Su-
pongamos que P;_, Pj, Py Pyy,, k = j tienen un punto comin P. A
menos que P = P; = Py, P serd un punto multiple de Pj_; Aj;q 6
Py Ai41, lo que implicaria que P; 6 Py no pertenecen a la linea que-
brada Ly = AP, UP,P.U ... UP: A, lo que es imposible. Por lo
tanto Ly es una linea quebrada simple. '

Un punto P de Ly y un punto A = X (t) sobre J; arbitrarios,
estdn a una distancia menor que &, pues P estd sobre el segmento que
une ;c)(tl) y x (t: + 1/mn) , siendo por lo tanto P = p,)—c)(tl) +
(1—w < (tt+1/mn). 0 = uw = 1. Por otra parte, (i—1)/n =
t, ti, ts -+ 1/mn = i/n. De alli:

X () =P = ||X () —p % (t) — (1—p) X (t+1/mn) ||

= u| X —x ) || + 0 —w || % () =% (t +1/mn) ||
<pe+(l—p)e=c.

Para todo punto P e Ly existe un punto Qe J;, tal que d(P,Q) <
14 0, . Basta tomar como Q uno de los vértices del lado de L sobre el
cualesta P. ’ :
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Sean P y P’ puntos de Ly, Ly’ respectivamente, donde J;, J; no
tienen extremo comin. Sean Q, Q’ los puntos de J;, J; que estan a una
distancia menor que 49, de P, P’ respectivamente. Se tiene:

d(Q, Q) = d(Q, P) + &(P, P) + d(P, Q) -

9 d:
d(P, P') = d(Q, Q) — d(Q, P) — d(F, Q) > 3 — Pl 0

P P,

Por lo tanto Ly, Ly podran tener puntos comunes sdlo en el caso de
tener extremos comunes. )

Recorremos ahora L,” de A, a A,. El primer punto comtn a L,’
y L, lo llamaremos B,. Definido B;, recorremos la parte B; A;jy; de
Ly hasta encontrar el primer punto comtn de BjAj;, con Li,,,ylo
designamos con Bjy,. Una vez definido B,, recorremos B, A; de L),
hasta encontrar el primer punto B; comin con A, B,. Las lineas que-
bradas Bj_; B; se designaran por Li*. Si Ly y Ly tienen un punto co-
man, Li* yL;* también lo tendran y por lo tanto todos los B; existen.
Por construccién no podran tener otro punto en comun. Si Ly y Ly no
tienen un extremo en comun, L; y L; no pueden tener puntos en comun,
porque L;* Ly . Ninguna L;* se reduce a un punto, ya que B;, Biy,
pertenecen a Ly _,, Ly ,,, respectivamente.
—1 s

—5

de t, donde s y S son las longitudes de las lineas quebradas B; P y

N .
Bi Bit: . Esto nos da una funcion x*(t) . @ = L,* Y L.*...UL,*, es
-

|
A un punto P de L; le hacemos corresponder el valor:

un poligono simple y tiene por representacion parameétrica X =x *(t) .
Como para todo t, 0 =t = 1, existe un entero i tal que (i—1)/n <
t =< i/n, ;(t) €] vy :*(t) elLy* C Ly, y por lo tanto
X () — x*®) | <.

Lema 2. Si con cada punto P de una curva cerrada plana J estan
asociados dos vectores {7:(]?), \?O(P) continuos sobre J, el que \71 , {)70

no sean opuestos para ningtn punto P de J es suficiente:para asegurar
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que los incrementos de los argumentos respectivos, al recorrerse la curva
seran iguales. 2
- - -

El vector Vu(P) = uVi(P) + (1—u) Vo(P), 0 =u =1, sera
continuo y distinto de cero. Su direccién serd funcion continua de u. Por
lo tanto, el-incremento del argumento que sufre al recorrerse” J una vez
serd también una funcién continua de u. Como este incremento sélo puede
tomar valores multiplos de 2w, debe ser igual para todo valor de u, en -
particular para u =1, u=20.

Para demostrar el teorema enunciado al principio, supongamos pri-

- -
mero que J es un poligono plano con ecuaciones paramétricas x — x (t),
0=t =1.Con la transformacién T estd asociada una funcién f(t) con
estas propiedades:

i) Definida y continua para 0=t = 1.
i) £(0) =1(1),
iii) 0 < 1(t) < 1 para todo t,
tal que si P = x (t), TP = x [t+{(t)].

A toda funcién que satisfaga las condiciones arriba indicadas le co-
rresponderd una transformacién continua sin puntos fijos.

Sea T, la transformacién asociada con uf(t), 0 < u = 1. El vector
que une un punto de J con su transformado serd distinto de cero y una
funcién continua de u. Por lo tanto, el incremento del argumento del vec-
tor es una funcién continua de 1, y por el mismo razonamiento que antes
tiene que ser el mismo para todos los valores de u.

Si tomamos u suficientemente pequefio para que Ty P esté sobre el
mismo lado que P 6 sobre el siguiente, el incremento que sufre el argu-

mento del vector P, T, P al pasar del vértice A; al vértice siguiente Ay,
es igual al angulo exterior en el vértice A;;, . Por lo tanto, al recorrerse J
en sentido positivo, el incremento total del argumento sera la suma alge-
braica de los 4angulos exteriores, que es igual a +2x . Teniendo este
valor para un u, lo tendrd para u=1.

En el caso de que J sea una curva de Jordan plana general, habra un
punto Q = ; interior a2 J. Sea &€ == min(d;, %% ;) , donde d, es la
distancia de Q a J,y 8. esla minima distancia entre P y TP para
todos los puntos P € J. '
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' : - -
En virtud del lema 1, existe un poligono II :x = x *(t), tal que
-> .
x (t) —x*(t) || < e.
Supongamos que al crecer t se recorre ] en sentido positivo. Enton-

1

ces el argumento del vector \—/') =x (t) — ; aumenta 2x al crecer t de
0 al.Elvector V*=x *(t) — ; nunca estd en oposicion con v (t)
y los dos satisfacen las condiciones del lema 2. Entonces el argumento de
V* también crece 2w, por lo cual Q es interior a II y II 'se recorre
en sentido posiﬁvo al crecer t. ™

Como el teorema es cierto para poligonos, el incremento del argumen-
to del vector [_J)*(t) = ;Z*[T(t)] — ;*(t) es igual a 2x. El vector
G(t) = ;[T(t)] ——;(t) nunca estd en oposiciéon con I—J)*(t) , porque
Il ;(t) — ;*(t) | < %0, y G(t) = 3,. Como con continuos y no
nulos, se puede aplicar el lema 2, y se cbtiene el resultado requerido.

Se obtiene como corolario: ,

Si una curva cerrada plana tiene tangente en todo punto y la direccién

de la tangente es funcién continua, el incremento en el argumento del vec-
tor tangente, al recorrerse la curva en sentido positivo una vez, es 2w,

1 Si J es una curva de Jordan en un plano, éste queda dividido por J en

- -
. dos partes. Para todo punto extetior y la variacién del argumento del vector x (t) —

-
y, al recorretse la curva una vez en sentido dado, es nula. Para puntos interiores esta

variacién es =2, teniendo el mismo signo para todos los puntos interiores. Se define
como positivo el sentido, para el cual este signo es positivo.

2 Esta demostracidn esti tomada de las notas del Prof. S. Lefschetz sobre to-
pologia. )

3  Véase E. Steinitz, Vorlesungen Uber die Theorie der Polyeder, pag. 22.
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