TEOREMAS SOBRE LOS CIRCULOS GEODESICQS ¥ LA
CURVATURA GAUSSIANA *

Por Roberto Vizquez Garcia y Javier Barros Sierra.

1. INTRODUCCION Y RESUMEN,

George D, Birkhoff se ocupd, meses antes de. su muerte, en ciertos
aspectos de la teoria de las superficies. Entre otros problemas, intenté la
caracterizacién de las superficies por medio de relac1ones entre {reas; cir-
cunferencias y radios de circulos geodésicos. Con respecto a esta cuestion,
planted la siguiente conjetura: si para cierta.a > 0 fz]a, todos. los circulos.
geodésicas de radio a en una superficie tienen la misma dreay . entonces.
la superficie es de curvatura ( gaussiana ) constante.

Paralelamente, puede emitirse esta otra conjetura: si existe-una cier-
ta a>> 0 para la cual las circunferencias de todas los circulos geadésicos
de radio a en la superficie son iguales, entonces la superficie es de curva-.
tura constante.

El presente articulo contiene algunos resultados obtenidos al inten-
tar la demostracion de la conjetura de Birkhoff. Resumiremos a continua-
cién dichos resultados:

I. A cada punto P de una superficie S puede ‘asociirsele una superfi-
cie de revolucién op con polo p, a la que llamaremos “imagen’”'y que tiene
las siguientes' propiedades:

a) Circulos geodésicos de iguales radios con centros en P y p tienen
iguales dreas 'y circunferencias.

b) Las curvaturas gaussionas en P y p son iguales; mds avin, las
integrales de las curvaturas: gaussionas aslo largo. de circunferencias y las

* Parte de los resultados contenidos en el presente articulo Fueron presentados
en el Segundo Congreso Nacional 'de Mateméticas,. efectuado en ia cudad de Gua-
‘dalajara, del 28 de mayoval 2 de jumo de.194S.
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curvaturas “integras” en circulos del mismo radio con centros en P y p
son iguales, de donde resulta la igualdad de curvaturas medias sobre las
circunferencias y dentro de los circulos.

¢) La condicidn mecesaria y suficiente para que la curvatura gaussiana
en P sea igual a la curvatura media en todo circulo o en tode circunferencia
con centro en P es que oy sea de curvatura constante.

I1. Cada una de las hipétesis siguientes, relativas a dos puntos P y P,
de la misma superficie o de superficies distintas, implica la identidad de
las imagenes o, y 0y y por tanto la igualdad de curvaturas “integras” y de
integrales de contorno de las curvaturas gaussianas, respectivamente, en
circulos y circunferencias de igual radio con centros en P y P, etc.
(véase I). '

a) Que la igualdad de dreas de circulos geodésicos con centros en P
vy P; wmplique la igualdad de las circunferéncias respectivas, o recipro-
cawmente,

b) Que las curvaturas medias en circulos de igual dréa con centros
en Py P, o las curvaturas medias a lo largo de las circunferencias corres-
pondientes sean iguales.

c) Que para circulos geodesu'os de igual drea con centros en P y P,
la igualdad de curvaiuras medias a lo largo de las circunferencias implique.
la igualdad de curvaturas medias dentro de los circulos y ademds exista
un cierto radio para ¢l cual las dreas sean zguales&

III, Si existe dlgzin radio para el cual los circulos geodésicos cow
ceritros en P y P, tienen igual drea, entonces existen circulos de igual drea,
interiores a los primeros, en los cuales las curvaturas integras son iguales.
Un corolario de este teorema es que existen dos puntos, uno dentro de cada
circulo interior, en. que las curvaturas gaussianas som iguales.

IV. Si en todo punto P de una superficie S, la curvatura_gaussiana
es igual a la curvatura media a lo largo de toda circunferencia geodésica
con centro en P y para cada par de puntos de S existe un radio a > 0 (no
necesariamente el mismo para todo par de pumtos) para el que las dreas
de los circulos geodésicos correspondientes son iguales, entonces la superfi-
cie es de curvatura constante.

2. IMAGEN DE REVOLUCION DE UNA SUPERFICIE EN UN PUNTO

Consideremos un sistema de coordenadas polares geodésicas con origen
en el punto P de una superficie S; la métrica estd dada por:
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ds? = dr? - Gde?: .

en que r es el radio polar, © el angulo polary G = G(r, ®). Es necesario

y suficiente ! para que un sistema geodésico de coordenadas, esto es, el
formado por una familia de geodésicas y la familia de trayectorias ortogo-

nales de ellas sea polar, que se cumpla: '

/G
or

VG =0,

=1 en el origen P,

Supongamos ademas que \/E es analitica y puntualicemos que todas
las consideraciones siguientes se referiran a vecindades de P dentro de
las cuales por dos puntos dados pasa una sola geodésica.

~ Recordemos la relacién '

/G
or?
en que K es la curvatura gaussiana

Entenderemos por circulos geodésicos las curvas r = constante; la

circunferencia y el drea de un circulo geodésico de radio * son respecti-
vamente :

=—KVG (1)

C(r) = fj’\/ﬁde-

A(r) = fo j':“\/ﬁdrde.

Se tiene pues:

dA. _
—=C(r)
dr
Sea ahora:
1 21 : ‘
Ve = f VG(z, ©)de. ()
1A °

1 Véase, por ejemx;lo W. C. Graistein: “Differential Geometry”, p. 185.
2 V. por ejemplo: Graustein, op. cit., pag. 187,
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Resulta evidentemente:

S dvg
Vg =0——= en el origen.
r

Luego se tiene un sistema polar geodésico con métricas:

ds? = dr? 4- g dO?,

que corresponde a una superficie de revolucién, ya que \/E es indepen-
diente de ©. Llamaremos a esta superficie o, “la imagen de revolucién”,
o brevemente, imagen de la superficie S en P; sea p el pola de la ima-
gen.. Esta tiene las. siguientes propiedades:

2.1 Circulos geodésicos. de iguales radios con centros en. Py p
tienen iguales dreas vy circunferencias..

En efecto, por (2):

27 _ 2% .
f Vgd® =2n\g = j VG de
[ 0

r 2% - ! 83 _ T 27 .
_f j vgdrde:zxj' \/'gdr:f f VG dr de.
0 ° o e ¥ o
2.2 Las curvaeturas gaussianas Kp y k, en P y p son iguales

Esta propiedad es consecuencia inmediata de 2.1 si se examina cual-
quiera de las expresiones:?
3 2ne—C 12 nwrZ—A
K, =—lim — = — lim ————,
w0 8 x 0 rd

ya que las circunferencias y las areas de circulos geodésicos con centros en
P y p son iguales para toda r.

2.3 Las circulaciones o integrales de contorno de las curvaturas gaus-
sianas en circunferencias del mismo radio en S y en su imagen son iguales.

Demostracién: por (1) y (2) =
Vg 1 e 2VG 1 por
=— | 40 =— — K\Gdo
dr2  2=n o Or? 2n 0

——

2 V. por ejemplo: Graustein, op. <cit., p. 187.
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2% 2r
f K\gdO =2k g = j K /G de. (3)
0 W o

puesto que en la imagen, k="k(r).

Como consecuencia, las curvaturas medias en circunferencias del mis--
mo radio en S y o son iguales, resultado mis amplio que 2.2.

24 Las curvaturas ‘“‘integras” (en el sentido de Gauss) en circulos
de radios iguales en S y en su imagen son iguales. .

Demostracién: De (3): ‘

r 2r T a2r
f f k1/gdrdo = f f K VG drde.
0 0 Yo 0

Como corolario, debido a la -igualdad de dreas, resulta que las curva-
turas medias dentro de circulos de igual radio con centros en P y p son
iguales, de donde se sigue también 2.2.

2.5 La condicién necesaria y suficiente para que la curvatura gaussia-
na en P sea igual a la curvatura media en todo circulo o en toda circun-
ferencia con centro en P es que la imagen sea de curvatura constante.

La demostracién es inmediata en wvista de 2.3 y 2.4.

2.6 St en dos puntos P y P, de una misma superficie o de superfi-
cies distintas las imdgenes son idénticas, resulta de 2.1 ¢ 2.4 que:

2,61 Circulos geodésicos del mismo radio ‘con centros en P y Py tie-
nen iguales 4reas y circunferencias.

2.62 Las curvaturas gaussianas en P y P; son iguales.

2.63 Las integrales de contorno de las curvaturas gaussianas en cir-
cunferencias de igual radio son iguales ¥ por tanto las curvaturas medias
en dichas circunferencias son iguales.

2.64 Las curvaturas “integras” en circulos de igual radio son iguales,
siéndolo por tanto las curvaturas medias dentro de los circulos.

3. CIRCULOS GEODESICOS DE IGUAL AREA

Sean P y P; dos puntos de una misma superficie 'S o de dos super-
ficies distintas. Para el sistema polar geodésico con origen en P; se tiene:

ds?=dr? + G, d0?

Definamos implicitamente a ry como funcién de r del modo siguiente:
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As(r1). = A(r). 4)

A; es el drea de un circulo geodésico con centro en' Py; luego 1 es

el radio del circulo con centro en P; que tiene igual drea que el circulo de
radio r con centro en P. '

Derivando respecto a r:

dr;
Ci(ra) PP C(r); )

r

siendo C, la circunferencia de un circulo geodésico con centro en P;. Se
tiene: '

Ci(r1) =2xVg:; C(r) =2n/g,
siendo V/g; tal que:
ds?=dr?+ g dO? .

en la imagen de revolucién correspondiente a P;. Por consiguiente:

_ . d Iy
Vg =V ) (6)
dr
de donde resulta:
dvg d\/'a(dr,)z &
= - - . 7
dr iry dr. +Ver dr? @)
Se obtiene:
d Iy
=1 para r=0.
dr
Ahora
2\g 4V (dr1 )8 dveg: dry &1 dr
= . +3 —
dr? dr,? dr dr, dr dr2+\/g1dr3'
Luego:
d2 Iy

~—— =0 para r=0.
dr?
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Derivando una vez mas:

4 ) 2
&@&vVg EvVefdn N &EVer [ dr\ &y
—. — )+6 - -+
drd dr,? dr dr,? dr / dr2
4

— I o 2
d\/gl 'drl dsrl . d\/gl d2r1 s dry,
4 +3- + Ve ;
dr; dr dr® dry dr% dr
pero por (1) y 2.2:
Vg ¢ Ve

=—Kp ¥ =—8pn
drd dr,d

para r=0 (y por tanto ry=0)
Haciendo r =0 y sustituyendo:

ds Ty Km —_ Kn
= , para r=~0.

dr
Por consiguiente

Km"‘“Kp
n=r-4 ———rd .
24

Podemos deducir ahora algunos teoremas.

3.1 Si la igualdad de éreas de circulos geodésicos con centros esi” Py
P, implica la igualdad de las circunferencias respectivas, entonces las imd-
genes en P y P, sonidénticas, de donde se siguen 2.61 a 2.64.:

Demostracion: la hipdtesis equivale a

Ci(r))=C(r)

para toda r. Comparando con (5) resulta:
dr
dr
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-

.. T3] =T,

de donde, por (6), las imigenes en P y P; son idénticas.

3.2 84 ia sgualdad de las circunferencias de circulos geodésicos con
centros en. Py P, implica la igualdad de las dreas correspondientes, en-
tonces los imbgenes en. P y P, son idénticas.

Demostracion : por ser
VG
or

C(r) es.funcién creciente de r en una vecindad de P. Luego puede
definirse, en dicha vecindad, una funcién A ==1(r), creciente, tal que:

=1lenDP,

GR)=Cx);
pero, por hipétesis, la.igualdad anterior implica

Ai(M) = A(r).
Luego, por (4), A=sr, -y de (5) resulta:

dI']_
=1

dr

S 75— F

33 Si existe algiin radio comin a > 0 para el cual los cireulos geo-
dé.ncos con: centros en P y.Py tienen igual drea, enfonces existe un radio
", camprendidos entve 1y @, tal gue los circules con centros em Py P,
y vadsos & gy (67), respectivomente, tienen Turvaturas iuntegras sguales.

Demestracion: en vista de 24, bastard probar que:
r Ty }
fo kyvgdr= f kiVgidry para r=a”.
, 0

Ahora, por (1):

d2\/g dvg
f k\/gdr_——f =1— .
°© dr? dr




de 1946]
'Y anilogamente :
dVe

df]_

f kVEdr=1—

Luego es suficiente demostrar que

dvg dve
= ——— para.r=a".
v dr . Tdryy
Por (7): '
i — 2 —
dver  dvg dr; } 1dvVer _ ®n
L -
dry dr, \Ndr drn; dr?
y por hipéteéis:
r—r=0 para =0, a.
dr, . . :
: —1=0 para r=2a/, 0 <a'<a.
dr L
De donde

2
drn ' i
gl[ 11— =0 para r =0, a’.
ar/ :

Por consiguiente:

Pero

= h-(2) -

53

. : 2
d dl‘l i . o
g1 [ 1— =0 para r=a"; 0<a” <"
dr dr '
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____,dl'l j dr 2 d\/g &y
Z2Va [l— v — Vg

dr l dr dr - dr?

_dn fdva  dvg

dr dry dr .

dven  dve
—— =0 para r==a”
dr, dr

Por ser de igual 4rea los circulos de radios a” y ry (a”), resulta, como
corolario, que las curvaturas medias en los dos circulos son iguales. Por
tanto hay dos puntos, uno dentro de cada circulo, en que las curvaturas
gaussianas son iguales. o o

3.4 Si las curvaturas medias en circulos de tgual drea con centros en
P yP, son iguales, entonces las imdge/zes en Py Py son idénticas.
Demostracion : por hipotesis (vedse 3.3)
dve dvg

- = para toda r.
dr dr

Ahora, por (8):

e (2) b=
dr dr
2\
dr]_
Jog|1— , = const. = 0,
L dr

ya que g se anula para r = Q. Por consiguiente -

3 A, Barajas y R Vizquez han obtenido, con anterioridad, el resultado siguiente:
si A'; (a) =A(a), hay dos puntos, uno en cada circulo, a igual distancia de los centros
respectivos, en los que curvaturas gaussianas son iguales, (Véase el articulo ““Un Teorema
relacionado con una conjetura de G. D. Birkhoff'’, que aparece en este mismo nimero.)
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(11'1

..___-.—_’

dr
de donde r; = r.

3.5 Si las curvaturas medias en las circunferencias de circulos de

igual drea con centros en Py P, son iguales, entonces las imdgenes son
idénticas. - '
Demostracion: se tiene:

d'(d\/gT 'd\/"g‘) Vg dr Vg
dr dry dr dr? dr dr? -

jr— drl —
=—kiVei—+ kg,
dr

en vista de (1). Aliora, por (6):
d (d\/g—x dvg

- ) = (k—k;) \/_g—
dr1 dl'

0N

dr

Por hipétesis : :
k(r) = ky (r1)

d (/e dve
( 1_ - O ;
dr \ dr, dr
luego ry =T, por 3.4

3.6 Si para circulos geodésicos de igual drea con centros en Py P,
la igualdad de curvaturas medias a lo largo de las circunferencias implica
la igualdad de curvaturas medias dentro de los circulos correspondientes y
ademds hay un cierto radio para el cual las dreas son iguales, entonces las
imdgenes en Py Py son idénticas.

Demostracién : se tiene (véase 3.5):
d [dve dVg) o
—_— = (k -_— 1(1‘) '\/g.
dr1 dr

dr
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Como por hipétesis:
A; (a) =A (a), a>0

. entonces
dveg:. dvg |
—_——— =0 para r ='a’ (O<aka)
dr1 » dr
y por tanto
d (Ve dve |
—_ =0 parar = a” (O<a”’<a’).
dr drr ‘dl‘ . -
Esto es,
k:klv parar=a”.

Ahora bien, por hipétesis, esto implica que

dve:  dve
— =0 parar = a”.
dry dr
Repitiendo el razonamiento se llega a:
dWer  dve
dt‘1 . df

Luegor;=r.

3.7 Si en todo punto P de una superficie, la curvatura gaussiana es
igual a la curvatura media a lo largo de toda mrcszerencm geodésica con
centro en Py para cada par de puntos de 'S existe un radio a> O (no ne-
cesariamente el Wismo para todo par de’ puntos) para el que las dreas de los
cm:ulos car‘respondzente: son tguales entonces la superficie es de curvatura
constante. ‘ ,

Demostracién: por la primera hipétesis y por 2.5, la imagen es de
curvatura constante; pero, por la segunda hipétesis y por el corolario de
3.3, todas las imagenes tienen la misma curvatura. Luego, por 2.2, la su-
perficie es de curvatura constante.

Instituto de Matematicas, U, N." A, M., 1945-1946.





