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FORMULACION DE UNA CONJETURA DE GEORGE D. 
BIRKHOFF MEDIANTE UNA ECUACION INTEGRAL 

Por Garret Birkhoff * 

Sea O un punto cualquiera de una superficie de Riemann. Existen 
en una vecindad de O coordenadas polares con: polo en O, tales· que: 

ds2 = dr2 + G(r, 0)d0 2 (1) 

Siendo las curvas E> = const. las geodésicas que pasan por ei o'rigen O. Se 
llama círculo geodésico con centro O y radio a, a la curva Ca: r = a. Den­
tro de cualquiera vecindad de O que, salvo en el polo, no contenga singula­
ridades respecto al sistema de coordenadas, podemos definir el área 
A(r) de Cr. La circunferencia Jc,ds de Cr es 1 igual a la derivada 
A'(r) de A(r). ' 

Teorema l. Si denotamos por y la curvatura geodésica en P(r, 0), 
entonces 

A"(r) = J Cr y ds (2) 

Demostración: en general, sea Ci..: y= y (x; A) una familia de 
curvas homeomorfas a • círculos, ·y sea • 

ds = f(x, y, y) dx 

cualquiera diferencial contr¡variante. Como en el cálculo de variaciones, 
obtenemos 

(3) 

* De la Universidad de Haryard, Cambridge, Mass. 
1 W .. Blaschke: "Vorlesungen Uber Differential Geometrie", I. New York. 
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Sobre una curva C1 : y = A = const; y' = y'' = O y 

d o o o o 
-=-+y'-+y''-=-, 
d X o X o y o y' o X 

Con lo que ( 3) se reduce á: 

(3') 

Ahora, la geodésica L tangente a C en el punto P satisfará la 
• , ¡¡ "' ecuac1011,._: 

o.f _ d ·( of.) ----- --
OY dx ay' 

de Euler. Además, puesto que y'= O según Lp en P, entonces: 

o o o 
--=--+y"--, 
ox ox oY' 

por lo que 

o f o2 f o2 f 
-----y''--=0, 
ay ax ay' ay' 2 

según Lp, en P. 

Se sigue de ( 3') y ( 3") que, si y" representa la segunda derivada de 
y en la curva Lp, para el punto P, entonces • 

(4) 

En nuestro caso particular, ,. = y = r, f • vG + y'2, X = 0 de modo 
que: 

1 

o y'2 vG + y'2 

1 
(y'-:- O) 

yG 
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dy 
y además -- = 1 ; por consiguiente, ( 4) se reduce a: 

dy 

d 0 r" 
A"(r) = f r" f ds 

c, • yG = Cr G 

r" d2 r d r 
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( 4') 

Es fácil ver que sobre C,, ya que -- = O; además: 
G d s2 • d 0 

ci2 r 
-- = y. Sustituyendo en ( 4') se obtiene (2). 
d s2 

Recordemos ahora la ecuación de Gauss-Bonnet: 

fer y d s = 2it :.._ ff Ar K(r, 0)d A (5) 

donde Ar es la región encerrada por C,, K es la curvatura gaussiana 
(intrínseca) de la superficie y dA = yG dr d0 es la diferencial de área. 

De ( 4') y ( 5) obtenemos, integrando por partes desde r = O hasta 
r = r0 : 

(6) 

Integrando a su vez la ecuación ( 6), que es lineal pero no homogénea 
en r, obtenemos: 

1 
A (ro) =n--ff (ro-r) 2 K (r,0) dA 

2 
-' 

(7) 

Las fórmulas (6) y (7) expresan la circunferencia y el área de Cr 
en términos de la curvatura gaussiana de la superficie. 

G. D. Birkhoff ha conjeturado 2 que la igualdad de las áreas de todos 
los círculos geodésicos de cierto radio, digamos 1, en una superficie, im­
plica que ésta es de curvatura gaussiana constante. 

2 Véase el artículo "Teoremas sobre los círculos geodésicos y la Curvitura 
Gaussiana", por R. Vázquez y J. Barros Sierra, en este mismo número .. 
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Parejamente; conjeturemos_ que la igualdad de todas las circunferen-
cias de radio • 1 implique que la superficie sea de curvatura constante. 

• Entonces podemos establecer_ el siguiente teorema,. 
Teorema 2. La Primera hipótesis equivq,le a: . 

ff(l-r) 2 K (r,0)dA=const. (8) sobre todos los círculos de 
radio 1, en tant~ q1te la segunda .equivale a 

fj (1 ~ r) K (r, 0) d A= const. 

sobre todos los círculos de radio 1. 

Instituto de Matemáticas, México, D. F., 1945. 
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