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En el preseate trabajo se trata de presentar el desa­

rrollo de ciertos m~todos matem~tioos, cpe pueden aplicar­

se a un gran nwnero de problemas risioos, eapeoielrnente dea 

tro del campo de la teoría de las vibraciones libres de si~ 

temas cuyas oaraoter!stioaa tísicas varían de una ~~nera 

discontinua. 

mpezaremoa por ver un tipo de problema tísico 1ue noa 

lleva al problema matemático que trete.mos de resolver. 

Entre los J?n1ltiples problanas de vibraciones libres de 

sistemas cuyas oa~acter!sticas r!sicas varían de una manera 

discontinua, tenemos el da la vibraoi6n de un alambre de 

dos densidades oomo uno de los casos más sencillos, y lo 

utilizaremos como introduooi6n al problana mate:nátioo ~u~ 

tratamos de resolver • 

• Trabajo presentado en el II Congreso Nacional de M~tew.á-

tioaa. lfoyo de 194 5. 
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Vibraoi6n dol alambre ~ 1S?,! densidados. 

---------------~:----
e 

Consideremos un alambre de 

l"ngi tud wiitaria y seooi6n OOE!J 

tante, sometida a una tensión T 

y supongamos que el alWJ1.~re en 

lugar de estar compuesto do un 

solo material, esta fo:::-mado, 

soldando en ol_punto o, dos alambres de igual seooi6n y d.!_ 

terente densidad (Vgr. acero y latón), llamemos µ 1 , ~ 2 laa 

densidades del alambre en (O.e) y (o,l.), respeotivamente y s 

el área de la seoo16n· ~el alambre. 

Suporuzemos que la v1brao16n del alambre es provooana 

por el b9oho de que en el instante t • o, el alembre, de­

formado a la pos1ci6n señ9leda oon puntos en el dibujo, se 

suelta, poni6ndose a vi brer. La velocidad inicial de los , 

puntos del alambre la suponl!llos nula. 

Indicaremos por G(x), la runoi6n da x continua y 

que se anula en loa extremos O y l que rftpresenta a la 

curva señal9da por la linea de puntos. 

Ten&n.os entonoas el siguiente problema matinátioo: 

Encontrar una runoi6n u ,x,t), que representa el de,! 

plazru:.i.1.e.nto normal del alambre, definida para x en (O~) 

y t en ( O, 00 ) tal cr.ie : 

l) oon v •/T l 8l11 
si x en ( Op}, 
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3) u(:x,O) • G(:x) 
1 

fbu~x,t} 1 . • o .• 
[ t Jt-o 

con V •r.!; 2 sp. • 
2-

si 

5) Satistaoe las oondioiones a la frontera: 

1J u(O,t) • O 

ii). u(l,t) • O 

y en el punto x • o tenemos la,oond1016n: 

111) u(o-0,t) • u(c+O,t) 

3 

x en (o,l), 

que nos reprosenta la continuidad del d_esplazamiento en el 

punto o don<le est&n. soldados los dos alembres. 

Adem&s, oo.nsiderando el eee;nento del. alambre entre los 

pUllt.oa ~ - ~ y · o + V-• Ternos que la tuerza normal ap]J. 

oeda a el segmento, es evidentemente: 

o e-~"'- e e+';:' t 
1---------~----+---+--~ 

Ahora, si ilX-+ o, la tuerza aplloada al se;?Jllento da-
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, be tender a o, porque si es tini ta provooer!a el rompi­

miento del mismo, y de a<r-1! tenemos la Última oooo1c16n a ~a 

t'rontera: 

iT) [t]x-o-0 • [~]x-o+O 
Por setisraoer u(x,t) las oondioioaes (l), (4) y (5-~ 

ouando x en ( 0,0) podamos poner: 

6) u(x,t) •Asen v(I) x oos wt 
l 

si x en (~) 

y por satistaoer (2), (4) y (5-11), cuando % en {c,ll, pod,! 

moa poner: 

7) u(:z:,t) • A'aen ..!!l (1-x) 
v2 

oos wt ei X en (o,1), 

donde A 1 A' son arbitrarias. 

A.plioando ahora las oondioiones (5-111) y ( 5-iT), tell!, 

most 

(a) A sen-!- o .. A' een .!e. (l-o) 
l T2 

( 8) 

( b) .J:..A 008 ~o -- .J:_ A.• 008 .!2,. ( 1-o) 
Tl Tl '9'2 T2 

En eota par de ecuaciones A, A'• o a menoa que (1) 

sea tnl que haga el determ1oente del sistema O, es deoir. 
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el deterciinante do este slste!D.3 igualado a O nos vo a de­

terminar las freouencias oaraoter!stices de vibrac16n. 

PodElllos obtener la tunoi6n 1ue no3 va a dar 103 valo­

res oaraoterist¡oos dividiendo miembro a miembro las igual 

dades (8) Y. tenemos: 

9) cot cot 

Este eo11aci6n nos determina w y es muy táoil de re­

solver gráfioemente. 

Vamo3 a suponer que las raíces de ésta ecuaci6n son 

reales y au nwnero es oo y nll!!lerable, y como si w es 
• 

raíz, -(A) lo es tambi~n y no son linealmente independian-
1 

tes los valores de u(x,t) correspondientes a w y -w, v~ 

mos a. considerar solo los valores positivos de w que :1a­

tistaoen ( 9) a los que ordenamos por .magnitud '/ designare­

~os por ~• k • 1,2, ••• 

nera: 

10) 

Definimos ahora una tuno16n rk(x) de la siguiente m~ 

~X 
sen -vl ----

c'1<( 1-x) 
aen . v 

2 
c.1<rr:cr 

sen----
v2 

si X en (c.p ) , 

si X en ( c,l), 
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Para k .. 1, 2, ••• , y formemos ehora l ~ funo 16n: 

donde Ak es conatante arbitraria. 

Examinemos ~as propiedades de la funo16n definida por 

( 11). 

Por la manera co:no fu~ definida rk( x), ten~os que 

uk(x,.t) satisfaoe (1)·s1 x en (qc), (2) si x en ~a,l), 

las condioiones (5-1), (5-11) y vemos que tambi~n-satisface 

(5-111) porque: uk(o-0,t) • Ak oos <.i>ict • uk(o+o,t) y sa­

tisf-1oe la oondio16n (5-iv) si ~ es raiz de (9) porque: 

AkWic O\:º 
uk•(c-0,t) • -- cot -- oos w._,t v 1 v 1 ... - -

De manera que uk(x,t) · por la forma que ru, definida, 

satisface todas las condiciones del problema excepto la ( 3), 

para todo valor de k, y ao tal oaso, se tiene que, como el 

problema es lineal: 

12) 
00 

¿ Ak rk(x) C-JS Witt - u(x,t) 
k•l 

tambi~n es solución d ü problema, cuando la serie conver.~e 
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absoluta y uniformemente en unión de S\.13 derivadas hasta el 

2do. orden respecto a x y t. 

Ahora, para t ª O, u (x,O)_ ~ G(x), da manera que, si 

(12) es solución, es necesario que: 

13) 
CX) 

2': ¾: rk (x) • G(x) , 
k=-1 

en el supuesto de -que existen valores ¾ tales que la se­

rie (13) converja uniformemente y represente a la f'Unción 

G(xl, Va~os a determinar esos valores. 

Para ello demC>Straremos una oondioi6n de ortogonalidad 

para las funciones rk( x) • 

Por la manera en que fu~ definida, venos que rk sati!!_ 

tace: 

la) si X en ( O,C) 

14) 

lb) si x en ( o.1) 

y tene~os que r
0

(x) satisface las mismas relaoi0ne~, si en 

lugar de O\ ponan.03 w
0

• De aqui, usando los procodimien­

tos clásicos, llegamos a la conclusión: 
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15) 

No ee verifica la ortogonalidad por separado, pero su­

mando y aprovechando que rk(x) setistace las condiciones 

(5) tenemos: 

Y de aquí si k 1 n y por lo tanto ~; wn se tiene 

la oondioi6n de ortogonalidad: 

si k ,¡ n •. 

Vemos que esta oondioi6n de ortogonalidad para la fu~ 

ci6n rk(x). se distingue de la condici6n corriente. por 

el hecho 1e que en el subintervalo (~o) tiene un "peso" 1
2 , 

vl 
y en el subintervalo (o,.l) un "peso" 1

2 • es decir, el 
v2 

"peso" de la tuno16n en (ql) varía de manera discontinua al 

pasar el punto o. 
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Con la f6rmula (lÓ) pod~mos eccontre~ 

Aproveohsndo (13) construyamos la integral siguiente: 

Aprovechando la cond1ci6n (16), deducimos que Ak ti! 

ne el 'valor: 

2 dX 

Tenemos entonces que (12) representa la soluoión del 

problema oon rk(x) definida por (10) y A.~ definida por 

( 18). 

La soluo16n de este problema se hizo de una manera p~ 

ramente formal y para obtener el resultado final, hicimos 

una serie de suposiciones durante el desarrollo, que son 

las siguientes: 

(A) QUe la ecuaci6n (9) que nos determina las freou~ncias 

oaraoter!sticos, tiene una infinidad numerable de rai-

oes. 

(B) Que las ra!ces de la ecuaci6n (9) son reales. 
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(C) Supusimos,(~ este es el pwito más importante), que es 

ractible un desarrollo en serie de una runoi6n G(x) 

C(.'ntinua, con primera y segunda derivadas seccionalmen­

te oontinues y qua se anulen pare x • O y x • 1, por 

medio de las funciones rk(x), siendo la serie unifOI, 

mamante convergente en (<>,J.). 

(D) Finalmente, ~acemos la suposio16n de que la serie (12) 

con los coeficientes deteruinados por (18), se puede d~ 

rivar término a término hasta el 2do. orden respecto a 

x y t, y la serie resultante sigue siemo unitormemea, 

te convergente. 

Problemas de condiciones a la frontera en una dimensión de 

características discontinuas. 

Para la demostración de las suposiciones A-D, vamos a 

ver si problemas de cono.iciones e la frontera del tipo de 

las que acabamos de presentar, son reducibles a ecuaciones 

integrales, y en caso de serlo, veremos si es aplicable a 

eses ecuaciones le teoría de Hilbert-Schm.idt que nos permi­

te afirmar que las suposiciones A-C son validad, y que no 

dá un criterio pera saber en que condición lo es D. 

Nos planteemos el sigui en te probl eme: 

Sea (e,b) un intervalo cualquiera finito, y c un pun-

to en el intervalo que nos define los subintervalos (a,c) y 
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(c;b) :Sn (a,c} supongamos de:'i:i.i-

das las funciones ql(x),wl(:x:) 
CL e b 

continuas y p1(x) continua, con 

primera derivada continua, suponemos p1 (x) .¡ o en (a,o l • 

En (cp) supongamos definidas las funciones q
2

(x), w
2

(x) 

continuas y p (x) continua, con primera derivada continua q 

y p 2(x) t O en (~b). Pera !.ijar las ideas, supongamos 

p 1(xl, p2(x)) O en los subintervalos en que estandefini, 

das. 

Tendremos además que, por lo menos una de las sigu.ie~ 

tes desigualdades se cumple en x • c: 

Buscamos u.ne u(x) definida en (a,b), continua y con 

sus derivadas hasta el 2do. orden continuas en (a,o) y (c.b) 

y que satisfaga las siguientes condiciones: 

21) Au(a) + Bu'(a) • R1(u) • O 



22) Cu(b) + Du"(b) ~ R2(u) • O 

23) u(o-0) • u(o+O) 

24) p1(o) u•(o-0) • p2(c) u•(o+O) 
.. 

Por• indicamos la derivación oon respecto a x. La -

notación R1 (u), R2 (u), L1 (u), L2 (u), se usa para ahorrar 

espacio y A es una constante arbitraria, tal que sólo pa­

ra valores especiales de >.. ,. que serán los valores carac­

terísticos del problema, existe u( x) , O que sa'tisfeoe -

las condiciones del problema. 

Vamos a demostrar que encontrar los valores de >.. º.!!.. 

racterísticos y las funciones u(x) correspondientes del 

problema (19-24), es completamente equivalente a resolver 

la ecuaci6n integral: 

25) u(x) • >.. [¡: K(x,t) w1 (t) u(t) 1t + 

f~ K(x,t) w2(t) u(t) dt] 

Donde K(x,t) es una función apropiada.mente definida 

de x y t en (a,b) y que es simthrica en x y t. 

Demo·stremos como se puede definir una K( x, t) tal que 

con ayuda de ella sé pueda mostrar la equivalencia de los 



prOble.m.as (19-24i y (25}. Trataremos aqui s6lo el oc~~ ds 

que , ). • O no sea valor oe.raoteristi co. 
1 

26) Derinioi6n de K(x,t) 

.Lj 

I) I(x,t) es tunoi6n oontinua de x en (8,b) para todo va­

lor dado, rijo de t, 

II) Para una t fija 1 K(x,t) considerada como funci6n da 

t satisface: 

R1 [ K(x,t)] • O, R2 [ K( x, t) ] • O 

p1(o) K'(o-0,t) • p2 (o) K'(c+O,t) • 

Para t en el subintervalo (e,o) 

III) La primera y se~Jnda derivada de K(x,t) respecto ax, 

son continuas pera x en (a,t), (t,o) y (c,b). 

IV) En el subinterve.lo (a,t) y en el ( t, e) se satisface la 

eouaoi6n L 1 [ K(x 1 t) ] • o • 
V) En el subintervalo (o,b) se satisface la ecuao16n 

L2 LK( x, t) ] - o (Los operadores L1, L2 aplicados a 

K(x,t) como función de x). 

VI) En el punto X "' t se verif'ioa la relación: 

[!x r••S lim K(x,t) - - 1 
6~0 PiTTT :rt-6 
Para t en el su bint-ervalo ( c,b) • 
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x son continuas en los subintervalos (e,c), (o,t y 

(t,b). 

VIII) En el subintervalo (e,c) se satisface 1.1 [K(x,t)]•o 

IX) En los subintervalos (c, t) y (t, b) se satisfacen las 

ecua oiones L2 [ K( x, t) ] • O (Los operadores L 1, L2 

aplicados a K(x,t) como funci6n de x). 

X) En el punto x • t se verificg la relaci6n: 

[ ]

:r-t+ó * K(x,t) 
x-t-ó 

. - 1 

~ 

Desde luego es fácil ver que K(x, t) • K( t,x) es de-

· cir, -que K(x,t) es sim~trice. Esto se ve poniendo simpl!,_ 

mente K(x, 5 ) • r(x) y K(x,"'?) • s(x) donde a~ s~'>"(~ b 

y siguiendo razo.n.er:iientos similares a los de los casos clá­

sicos, se llega e la conclu.si6n de que K(~,r¡) • K(1¡,l;), 1 

La función K(x,t) como esta definida, es única e1 c~ 

so de que ). • O no sea valor característico de nuestro Pt.,O 

blema, porque eo caso de haber otra fuooi6n que satisficie­

ra esas condiciones que designaremos por J(x,t); K(x,t)­

J(x,t) para cualquier valor fijo de t, nos dá una funoi6n 

c<(x) que, evidentemente, es función característica para 

el valor ). • ~ y como suponemos que ). • O no es valor ca 

recterístico, entonces o((x) • O y J(x,t) 11 K(x,t). 
1courant u.nd Hilbert-Methoden der Mathematiaohen Physik 

(p.304-5). 
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Vamos a demostra~ que con ayuda de K(x,t) detinida 

por (26), el problema (19-24) se reduce al problema (25). 

Empezaremos por mostrar que toda solución del sistema 

(19-24) satisface (25). 

Supongamos a t en { a,o), y en tal caso: 

• 
L1(u) .. -}.w l u si- X en 'a,c) 

L2 (u) • -AW2U si X en ( c;b) 

Ll [K(x,t)] "' o si X en (e.,t), (t,o) separadamente 

'1 L2 [K(x,t}] - o si X en (c,b ). 

De las expresiones anteriores vemos que: 

J'; [uL 1 (K) -KL 1 (u}]c1x+~ [uL 1 (K) -KL 11u}] dx 

+ .r: [ u L2(K) - K L2 (u)] d.x .. }. ~ K(x,t·) w1(x) u(x) dx 

+ }.~ K(x,t) w2 (x) u(x) dx 

De la forma de los operadores L1 y L2 tenemos: 

~ 1(x) {u(x) K'(x,t)- K(x,t) u•(x)}J> ~ 1 {x) {u(x)K.(:x:,t) 

- K(x,t) u'(x)} J: + [p2 (x){u(:x:) K•(x,t)-K(x,t) u'(x)}J: • 

}.~ K(x,t) w1 {x) u(x) dx + }.~~ K(x,t) w2(x) u(x) dx. 



Aprovechando les condiciones en x ~ e,b,c y la con­

dioi6n de discontinuidad de K*(x,t) ouando x • t, se 11,! 

ga fáoilmente a la oonolus16n de que: 

29) u( t) • ).. ~ K(x,t) w1(x) u(x) dx + 

), ~ 'K(x,t) w2 (x) u(..-..:) dx. 

si t en {a,c) y la demostración es análoga si t en (c;b) , 

de d9nde ( 29) es válido pare t en (&))) • 

Intercambiando las variables X y t y recordando que 

K( x, t) es simétrica, llegamos a la conclusión de toda sol.!:!, 

ci6n de ( 19-24) satisface la eouaci6n integral ( 25). 

Partamos ahora de la ecuaci6n (~5) suponiendo inicial­

mente que x está en (a,c) y escribimos ( 25) bajo le forma: 

30) u(x) •).. ~ K(x,t)w 1(t)u(t)dt +).. ~ K(x,t)w 1(t)u(t)dt 

+).. ~ K(x,t)w 2 (t)u(t)dt. 

Ahora, para t en (a,x),(xp) y (c,b) se tiene que K(x,'ij 

es :t'unoi6n continua de x y t y su primera y segundad~ 

rivada respecto a x, existen y son funciones continuas de 

x. 

Derivando la expresi6n (30) respecto a x según las -

reglas bien conocidas, se tiene: 
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U• ( x) • ). .r:. K • ( x, t) w l { t) u ( t) d t+). J: K' ( x, t) w l ( t) u ( t) d t 

31) + ).,f~ K'(x,t)w 2 (t}u(t}dt+).w 1 (x)u(x)[K(x,z-0)-

K{ x,x+O)] 

Pero la cont1m1-idad de K(x,t)_ nos elimina el Último 

tér:nino. 

32) 

Volviendo a derivar se tiene: 

uu (x) • ). ~ K .. (x,t) w
1

(t) u(t) dt 

+ )..r: K•(x,t)w 1 (t)u(t)dt+~ K"'(x,t)w 2(t)u(t}dt 

+). [K'(x,x-0) - K'(x,x+o)] w1(x)u(x) 

Multiplioando {30) por q1 +).w1 , (31) por Pí(x) '1 (32) 
J' 

por p1 (x) y s~ando, se tiene: 

L 1 (u) • >J'! L¡ [K(x,t)] w1 (t)u(t)dt 

33) •~ L 1 [K(x,t)]w 1 (t)u(t)dt+~ L¡[K(x,t))w 2{t)u{t)dt 

Como supusimos x en (ap), por la definioi6n de 

K(x,'t) se ti~ne que: 



18 

34) .... 1 l r: (:::. t l J .. e p¿re toó.e t en {a,b ), 

y aprovechando la condici6n de discontinuidad de la primera 
1 

derivada si x • t, se tiene finalmente que: 

34) si x en (a,o} 

De manera análoga se demuestra que: 

35) si x en {c,b ). 

Las condiciones a la frontera (21) a (24), es fáofl ver 

que las satisface u(x), por satisfacerlas K(x,t) para -

cualquier t, vgr.: 

R1(u) • A~ R1 [K(x,t)] w1 (t) u(t) dt 

+ A~ R1 [K(x,t)] w2(t) u(t) dt • O 

porque R1 [ K(x, t)] • O para toda t, por ( 26-II). 

Hemos demostrado pues, la completa equi~lenoia entre 

el problema (19-24) y el (25), con la K(x,~) definida por 

(26), nos falta probar que K(x,t) como este d·eanida, 

existe. 

Consideremos primero a las ecuaciones: 

a) [P1 (x) r'(x)]' + q1 (x) r(x) • O si x en (e,o) 

37) 
si x en lo,b) 



19 

No enulénáose las p 1{x), p2{x} en sus respectivos 

subintervalos, existen dos funciones linealmente indepen­

dientes r 1 (x), r 2(x), con derivadas oóntinuas hasta el s~ 

gu.ndo orden que satisfacen (37-a) si x en (~c) y dos fun­

ciones continuas con derivadas hasta de segundo orden con­

tinuas y linealmente independientes, s 1(x), s 2 (x) que se­

tisraoen ( 37-b) si x en { o,t>)'. 

Supongamos ahora que t se encuentra ea {e.o), en tal 

caso, podemos poner K(x,t) bajo la forma: 

. ... 
(1) K(x,t) • a1r 1(x) + a2r 2(x), si x en (e,t ), 

38) si x en (t,o) , 

si x en ( oJ:>) • 

Donde en general, e1 , ••• , ª6 son funciones de t. 

Volviendo a (26), vemos que K(x,t) satisface las_co~ 

dioiones III, IV, V de (26), y pare que satisfaga (I) y 

(VI) , tenemos : 

39) 

Esto nos despeja en fu.no 16n de t, 
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que es Wros~iano de dos funciones linealmente indepenü.en­

tas y es por lo tanto, diferente de O para toda t. 

Para satisfacer la oondici6n II de ( 26), tenoo.1os que 

a1 , ..• , ª6 satisfaoen las siguientes relaciones: 

40) 
(111) p1(c) a3rí(c)+a 4r 2(c) • p2(c) a5sí(c)+a5s;(o) 

(1v) c(a 5s1 (b)+a6s 2 (b))+ o[a 5sí(b)+aé3 2(b)] • O 

Podamos modificar (1) restando y sumando R1 a3r 1(x) + 

a
4

r
2

(x) y s'3 tiene entonces: 

40) (1') A[a 3r 1 (a)+a 4r 2 {a)] +B[a 3rí(a)+al.r 2{a)] 

• Al(a3-ª1>r1(a)+{a4-a2)r2(a)} 

+ B[(a 3-al)ri(a)+(a 4-a 2)r 2(a)] 

Pero y están determinadas, de manera 

que las ecuaciones ( 40), ponieod.o ( 1 •) en lugar de ( 1), nos 

dan 4 ecuaciones para determinar las 4 1nc6gnitas a3,a
4

, 

a5 y ª6• y es fácil ver que el determinante del sistema no 

es o, porque en caso de serlo, vemos fácilmente que ).•O 

sería valor carac~er1stico de nuestro oroblema, lo que es­

ta en contradicción con nuestras hip6tes1s. 
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Vemos entonces que se pueden determinar a1 , •.. ,a6 P~ 

re que las ,K(x,t) bajo la forma de (38) satisfagan las coa_ 

diciones I a VI de (26} si t en (~c), y cosa análoga se 

hace si t está en (c,b) y vemos que K(x,t) definida por 

( 26) existe. 

Hemos reducido el probla:na (19-24) el {25) con ayuda 

de una funci6n K(x,t) cuya existencia acabamos de demos­

trar. Llamemos w(x) a la función de x definida en (~b), 

tal que w(x) • w1(x) si x en (ep) y w(x) • w2(x) si x 

en {c,b). 

La ec~aci6n integral que tenemos·que resolver es: 

41) u(x) •A~ K(x,t} w(t) u(t) dt. 

Donde K(x, t) es una función continua y simétrica de 

x y t en (a.i,) y w(t) es continua con excepción del punto 

t - º· 
Se presentan varios casos para (,41), según sean las o~ 

raoterísticas de w(x),' pero el que más nos interesa es 

aquél en que w(x) O pera x en (~b) y en el que K(x,t) 

es un "kernel" positivo y definido, lo que significa que: 

_( ~ K(x,t) h(x) h(t) dt dx > O 

para toda h(x) secoionalmente continua que no es idéntic~ 
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mente nula. 

En tal caso, poniendo v(:x) • .¡ w(x} u(x) , tenemos 

multiplioando (41) por .;vTT"if que: 

42) v{x) s AJ~ H(x,t) v(t) dt 

donde H(x,t) • K(x",t) • .¡ -té1 1::¡;J • ✓ w(t) y por lo tanto, s1_ 

métrico y continuo, e:xce_pto para x , t .. 

Para el tipo de ecueci6n (42), podemos utilizar los re 

sultados de la teoría de Hilbert-Sohmidt para las ecuacio­

nes integrales de Kernel simétrico~ 

Para el problema (42), tenemos que los valores caraot~ 

rísticos A son reales (Lovitt-p.129), que su número es oo 

(Lovitt,p.183) y numerable por ser los valores caracteris 

ticos raíces de una funci6n analítica en todo el plano com­

plejo (Lovitt-p,32-33), 

A ceda valor característico corresponde sólo una fun­

ci6n característica linealmente independiente y las funcio-­

nes características correspondientes a valores característi 

cos diferentes son ortogoneles y podemos normalizarlas de 

manera que: 

2Lovitt-Linear Integral Equations-Cap. V-VI,­
Hilbert-Methoaen der Mathematischen Physik -
v. 

o si i ,J 
I 

l si i = 

Courant 
Cap. III 

j 

j 

und 
y 



Raspee.to el teorema del desarrollo en serie tenemos que 

si F(x) es una función de x tal que F(x) • v-"wTiT G(x), 

donde G(x) satisface las condiciones a le frontera en 

x • a,c,b, es continua en (ap) y tiene primera y segunde 

derivadas seccionelmente continuas, entonces: 

co 
F{x) • 2: { ~ F(t) vj(t) dt} vj(x) 

j=l 

y esto implica que: 

Siendo le serie absoluta y Wliformemente convergente, 

y representando a le función. 

(La demostración se hace en forma parecida a le de 

Lovitt,p.158-182, Courent u.nd Hilbert,p.114-115 y 309-313). 

Respecto e la oondioi6n D, pag.10, podemos imponer e 

le G(x) algunas restricciones más (derivadas continuas -

hasta el segundo orden y seccionalmente continuas hasta el 

cuarto, etc.) y en tal caso, se satisfacen les condiciones 

D tambi,én. 

El problema que tratamos al principio, es un caso par, 

ticular de la teor!a desarrollada, y por tanto, todos los 

resultados obtenidos se aplican e ~l. 
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G~KR..'1.LIZACION Y APLICACIONES. 

Una generalizaoi6n inmediata y que no introduce nada 

nuevo en la teoría, es aquella en que en lugar de un solo 

punto o que nos da dos subintervalos, tenemos n puntos 

c1 ••• c
4 

que nos •dan n+l subintervalos, a cada uno de 

los cuales asociamos una ecuación del tipo (19} y en cede 

punto c1 tenemos condiciones a la frontera análogas a 

las (23-24). Una aplioeción de esto es a la vibración de 

un alambr.e compuesto de verlos segmentos de diferentes de_a 

sidades. 

Se ha generalizado el problema a ecuaciones diferencia 

les linee les -de orden superior y e condiciones a la fronte­

ra mucho más generales, como sucede en el ceso en que se t2_ 

me un segmento (a,b) , dividido en dos subintervalos (e,c) y 

(c,b), al primero de los cueles se asocia un operador diferes 

oiel lineal ordinario de orden n, y al segundo-un opera­

dor diferencial lineal ordinario de orden m y suponiendo 

m+n combinaciones lineales de u(x) y sus primeras n-1 

derivadas en ~•a o o-O y de sus primeras m-1 deri­

vadas en x ~ c+O o x ª b, igualadas a O y que sean li­

nealmente independientes. 

Se pueden generalizar los resultados obtenidos a mas 

de una dimensi6n, pero es fácil ver que todos los problemas 
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de mas de una dimensión, de condiciones a la frontera con 

características discontinuas, que sean separa bles, es de­

cir; en .las que la función caracterí~tica sea expresable 

por un producto de funciones características, cada una de 

las cuales depende de una sola variable, se pueden reducir 

a problemas de condiciones a la frontera en une sola dime~ 

si6n y tratarse por los métoaos aqui expuestos. Asi por -

ejemplo, se puada tratar el caso de la vibración de la me~ 
-

brana circular de dos densidades. La teoría desarrollada 

tiene aplicación a múltiples sistemas vibratorios y tam­

bién puede aplicarse a problemas de la f1sica atómica, 

como vgs. a la ecuación de S<?hrodinger en la que el potea 

cial varia de manera discontinua. 

Institutos de Físice y de 

Geofísica de la U.N.A.M. 
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