SOBRE 103 PROBLEMAS DE CONDICIONES A LA FRONTERA, EN UNA DI
MENSION DE CARACTERISIICAS DISCONTINUAS?

Dr. Marcos Moshinsxy.

En ol preseate trabajo se trata de presentar el desa-
rrollo de clertos métodos matemdticos, que pueden apliocar-
86 a un gran nimaro de problemas fisicos, especielmente den
tro del campo de la teorfia de las vibraciones libres de sis
temas cuyas ca{aoteristioas r{sicas varfan de una manpera
discontinua,

Fmpezsremos por ver un tipo de problema risico que nos
lleva al problema matemdtico gque tretesmos de resolver,

Entre los miltiplss problemas de vibraciones libres de
sistemas ouyas cataoterfsticas f{sicas varfan ds una marera
discont{nua, tenemos el de la vibracién de un alambre de
doa densidades ocomo uno de los casqﬁ-més genoillos, y lo

utilizaremos ocomo introduccidn al probleana matemdtico quo

tratamos de resolver,

1“'L‘razua,jo presentado ea el II COnéreso Nacional de Matend-

ticas. Mayo de 1945.
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Vibraocidn del alambre de dos densidades,

Considerenos un alambre de
longitud unitaria y secocién ocons

T T T T e tants, acmetida a una‘tensién T

- 4 -
i

1) [ 3

y 8supongamos que el alemdre on
lugar 4e eatar compuesto de¢ un
solo material, esta fomado,
soldando en el puanto o, dos elambres de igual sescidn y di
ferente densidad (Vgr., acero y latén), llamemos Ry, Ry las
densidades del alambre en (Qc) y (al), respeotivamente y s
el 4rea de la seocién del alambre.

Suponzemos que la vibracidén del alembre es provoocada
por el becho de que en el instante ¢t = 0, ol alambre, de-
formado a la posicién sefaleda oon puntos en el didujo, se
suelta, poniéndose a vibrer. La Qelocidad inicial de los .
puntos qgl alambre la suponemos nula,

Indicaremos por G(x), 1la funciébn de x antinua y
que se anula en los extrﬁnos O»y 1 que representa a la
ocurva sefialads por la li{nea de puntos,

Teaamos entoncas el siguiente problema matemdtico:

Encontrar una funcién u .x,t}, que representa el dég
plazamiento normal del alambre, definida para x ean (01)

y t en (0,c0) tal que:

2 2 .
d"u 1 3°u T
l) e 8w mm— oon v n/_— 8y x en (QP)
>x° _vi 212 ° 1 gy ° ’
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2) 5= 5= eon v, =/ —— si x ®Bn (ql)

dx vg ate 2 spp ° ’

3)  u(x,0) = 6(x)
dufx.t -
4) HELJ{L-O 0
5) Satisface las condiciones a la frontera:

1) u{0,t) =0
i1). u(1,t) = 0

y en 8l punto x = o tenemos la ocondiocidn:
i14)  u(c-0,t) = u(c+0,t)

que nos representa la continuided del desplazemieato en el
punto ¢ donde estdn s50ldados los dos alemdbres.

Ademéds, considerando el s‘egnento del, alambre eptre los
puntos‘ ° - % y o+ %‘- , vemos que la fuerza nmormal apll

cada a el segmahto. es evideatemante:

o ’ -4 ¢ c+B 1
e =
du ' [bu]
T - T
[ﬁ]xw*%‘- Hx-c‘-%!

Ahora, si Ax ~+» 0, la fuerza aplicada al sogmento de-



, be tender a 0, porque si es rinita provooerfa el rompi-

miento dsl mismd, y de aqu{ tenemos la dltima oondicién a ia

.rrontora;

o) o]
tv) [F%]x-c-o ) [S%]x-o*o

Por sstiafa.oer u(x,t) las condiciones (1}, (4) y (5-1)

ouando x ea {0p) podemos poner:

6) u(x,t) = A sen :'% xooswt sl x en (op)

y por satistacer (2), (4) y (5-11), cuando x en (gl), pode

ROS poner:
7) u{x,t) = A’sen -;% (1-x) cos wt =81 x en (81),

donde A y A° son arbitrarias.
Apliocando ahora las oondiciones (5-1ii) y (5-iv), tens

most .
W » [F+)
(a) A sen z=o¢c = A" pen o~ {(1-0)
. l 2
(8)
1 ) 1 ,. w
(b) <=2 A CO8S == 0 = - == A’008 = (l-0)
"1 Y1 ¥2 Y2

En ea%td par de ecuaciones A, A= 0 a menos que w

sea tal que haga el determinante del sistema 0, e3 dedr,



ol determinante do e3te sistema igualado a 0O nos va a de-

terminar las rgeouencias caracterfstices de vibracién.
Podemos obteper la funciénlque 203 va a dar lo3 valo-

res ocaracteristjocos dividiendo miembro a miembro las igual

dades (8) y. teaemos:

1° [0 1 0w
g) =~ ¢cot —=¢ = -~ cot = (l-c)
1 1 \F 72

Este ecuacidn nos determina w y es muy fécil de re-
solver gréficamente,

Vemos a suponer que las rafces de ésta ecuacidn son
reales y au n@mero 63 @ 'y numerable, y como si w es
rafz, =w 10 es también y no soqylinealmante independian-
tes los valores de u(x,t) cérrespondientes a wy -w, Va3
mo3 a considerar solo lo3 velores positivos de w gue 32-
tisfacen (9) a log que ordenamos por magaitud y designare-
mOS por w,, k=1,2, ...

Definimos ahora una funcidn rk(x) de la siguiente ma

nera:

-, si x en {Cp),

rlx) = -

10) .

r (x) = o (I-67 si x en (c1),



Para k = 1,2, ..., y formeros ehora la funcida:
11) A rk(x) cos w t = uk\x,t)

doade A, s coastante erbitraria.

Examinemos las propiedades de la funocidn derinida por
(11).

Por la manera ocomo fué definids r{x), tenemos que
uk(x,t) satisface (1) 'si x en (Qe), (2) si x en (ql),
las condiciones (5-1), (5-ii) y vemos que también- satisface
(5-111) porque:  w,(6-0,t) = Ay 003 Wt = w(c+0,t) 'y sa-
tisfice la condioidn (5-1iv) si wk es rafz de (9) porque:

A o# A (l—of
. I - “k K%k “k
u (c-0,t) N cot —;I cos w.t = - v, cot v cos ut

- ui(cfo.t)

De msnera que uk(x.t)' por la forma que rud definiada,
satisface todas las condiciones del problema .excepto la (3),
' para todo valor de k, y en tal caso, se tiene que, comb el
problema es linesl:

toel
12) Zl A, T lx) c3s vt = ulx,t)

tambidn es gsoluoidén d11 problema, cuando la serise conver:ze



absoluta y uniforizemente en unidn de sus derivadas hasta el
2do. ordes respecto a x y t.
Ahora, psra t = 0, u {(x,0) = G{x), de manera que, si

(12) es solucién, o3 necesario que:
®
13) gil A, (x) = G(x) ,

ea el supussto de -que existen valores Ay tales que la se-
rie (13) oonverja uniformemente y represente a la funcidn
G(x), Vemos a determinar esos valores,

Para ello demostraremos upa condiocidén de ortogonalided
para las funciones r,(x) .

Por la mensra en que fué definida, vemos que Ty 3atig

face:
2 2
(8) a rk wk
. + —=r_ =0, 81 x ea (0g)
a 2 2 "k
x vy
14) )
2 o
(b) d rk (-UK
d12 MR 0 si x en (ql)
V2

y tenemos gque rn(x) satisface las mismas relaciones, si en
lugar de W, ponemos W . De aquf, usendo los procodimien-

tos oldsicos, llegasmos a la conclusidn:



c
(wi - wi) Jé ‘ﬂf r (x) rn(x) dx = [rkr;-rnréj
1 )
15)
1
((ui - wi) J;l rk(x) rn(x) dx = [rkr;-rnré]

e

<
mfoh‘

No se verifica la ortogonelidad por separado, pero su-
mando y aprovechando que rk(x) satisface las condiciones

(5) tenemos:

(e -.uf){o :12- r(x) o (x) ax ¢ S5 e (x) r(x) dx}- 0
1 2

)

Y de aquf 81 k ¥ n y por lo tanto w0, ¥ w, se tiene

la condieién de ortogonalidsd:

16) Jo Ag r fx) rp(x) dx + 13 A? T(x) rplx) ax = 0
A R V2
s8f XX#n .

Vemos que esta condicidn de ortogonelidad pars la fua
cién rk(x), se distingue de la condicién corriente, por
el hecho 1e que en el subintervaio (Gc) tiene ua "peso" 35,
y en el subintervalo (ol) un "peso" 33 , ©8 decir, el 1
"peso™ de la funocidn ean (Ql) varia dzzmanera discont{nua al

pasar sl punto o,



Con la férmula (10) podemos encontrer M.

Aprovechando (13) construyamos la integral siguieate:

4? f? G(x) rk(x) dx + Jg f? G(x) rx(x) dx

®
= I Ay {J: lé rn(x)rk(x)dx + j;l .].3 rn(x)rk(x)dx}
a=l Vi vs

Aprovechando la condicidn (16), deducimos que A, tig
ne el valor:

5

G(x) r(x) dx + 4: 33 G{x) rk(x) ax
v
2

'18) Ak =
2
rk(x) dx + j;l -}é- rk(x)

72‘

Jé’

rﬂvh‘ r:kJ”

Tenemos entonces que (12) representa la soluocidn del
problema con rk(x) derinida por (10) ¥y A definida por
(18).

La solucién de este problema se hizo de una manera pu
rameante formal y pera obtener el resultado final, hicimos
una serie de suposiciones durante el dessrrollo, que son
las siguleptes:

(A) Que la ecuacién (9) que nos determina las frecusncias
caracterf{sticas, tiene una infinidad numerable de raf-
ces.

'

(B) Que las rafces de la ecuacidn (9) son reales.
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(C) Supusimos, (y este es el punto més importaante), qﬁe es
factible un desarrollo en serie de uas funcidn G(x)
continua, con primera y segunda derivadas seccioralmen-
te ocontinues y que se anulan para x = 0 y x = 1, por
medio de las funciones rk(x), siepdo la serie unifor
memente coavergente en {Q1) .

(D) Finalmente, hacemos la suposioién de que la serie (12)
con los coeficientes deterninados por (13), se puede de
rivar término a término hasta el 2do. orden respeoto a
xy t, Y la serie resultante sigue siendo uniformemen

te convergente.,

Problemas gg condiclones a ig frontera en una dimensién de

caracterfsticas discontinuas,

Para la demostracidén de les supogiciones A-D, vamos a
ver 3i problemas de conaliciones a la frontera del tipo de
las que acabsmos ds presentar, son reducibles a ecuaciones
integraeles, y en caso de serlo, veremos si es apiicable a
esas ecuaciones la teorfa de Hilbert-Schmidt que nos permi-
te afirmaer que les suposiciones A-C son velided, y que no
dé4 un criterio para saber en que condicidn lo es D,

Nos planteemos el siguiente problema:

Sea (ab) un intervalo cualquiera finito, ¥ ¢ un pun-

to en el intervelo que nos define los sublintervales (ag) vy
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{gb) . =2 (ac) supongamos defini-

= \ é das les funciones ql(x),wl(x)
continuas y pl(x) oontinua, con

primerea derivsda continua, suponemos pl(x) ¥ 0 en (ac) .
Ea (¢p) supongamos definidas las funciones q,(x), w,(x)
continuas y pq(x) continua, oon primera derivada continua
y Pz(x) ¥ 0 en (gb). Psra fijar 1as>ideas, supongamos
P1(x), pa{x)> 0 en los subintervalos en que estan defianf
das,

Tendremos adem&s que, por lo menos una de las sigulen

tes desigusldades se cumple en x = c:

pl(o) f pz(c) » ‘ql(c) f Qa(c) » wl(°) f wz(c)
pi(c) ¥ Pz(c)

7 Buscamos una u(x) definide en (gb), coatinua y con
sus derivades hastas el 2do, orden continuas en {(gc) y (odb)
y que satlisfaga las siguientes condiciones:

19) (pgu’)" ¢ qqu + Mwju s Ly(u) + dwu =0 si x en (a0}

20) (pgu)” + gpu + Aw,u ® Lofu) + dw,u = 0 st x'en  (op)

21) Aufa) + Bﬁ’(e) 2 Rl(u) =0



1<

22} cuf{o) + Du’(b) =& Rz(u) = 0
23) u(c=0) = u{oc+0)
24) py(c) u’(e=0) = pylc) u'(e+0)

Por . indicamos la derivecidn ocon respecto a x. La =~
notacidn Rl(u), Re(u), Ll(u), Lz(u), se use para ahorrar
espacio y A es une oconstants arbitraria, tal gque sélo pa-
ra valores especieles de A\ y Que gerén los valores carac-
teristicos del problema, existe u(x) ¥ 0 qﬁe satisfece -
las oogdiciones del problema.

Vamos & demostrar que encontrar 1os valores de X\ ca
racteristicos y las funciones u{x) correspondiientes del
problema (1G6-24), es complstamente equivalente a resolver

la ecuacidn integral:
25) u{x) = N\ [ﬂ: K{x,t) wl(t) u{t) 4t +
jg K(x,t) w2(t) u(t) dt]
Donde K(x,t}) es una funcién apropladamente definida
de xyt en (gb) y que es simétrica en x y t.

Demostremos como se puede definir una K(x,t) tal que

con ayuda de elle se pueda mostrar la equivalencia de los
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prodlemss (19-24) 5y (25). Trataremos aqui =26lo el coceo és

que‘ak = 0 no sea velor oaracteristico.
26) Derinicién de K(x,t)

I) E(x,t) es funcién ocontinua de x en (ab) para todo va-
lor dado, fijo de t,
II) Pare una t fijs, X(xz,t) considerads como funcidn de

I satisfacse:

Ry [K(x,t) ] =0, R, [K(x,t) ] =0

py(e) K(0-0,t) = pylc) K'(ct0,t) .
Para t en el subintervalo (gap)

III) La primera y ssegunds derivada de X(x,t} respscto & x,
son continuas para x ea (a,t), {(t,o) y (c,b).
IV) En el subintervalo {(a,t) ¥ en el (t,c) se satisface la
eouacidn Ly [K(x,t) ] =0,
V) En el subintervalo (¢,b) se satisface la ecuacién
L, [K(x,t) ] = 0 (Los operadores L;, L, aplicados a
K(x,t) ocomo funcidén de x).

VI) En el punto x = t se verifica la relacién:

x=t+d
lim 2 .
58~>0 |[dox Kix,t) - pthS
x=t-5

Para t en el subintervalo (cp).
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—— - .

vI1) L=a primerse © gesunds derivadas de ¥{x,t] resrecito ¢

L)

z soa continuas ea los subintervaslos (a,c), (o,t ¥y
(t,b).
VIII) En el subintervald (e,c) se satisface L, [K(x,t)] =0
IX) Ea los subintervalos (c,t) y (t,b) se satisfacea Las
ecuaciones LZ[K(x,t) ] = 0 (Los operadores Ly, L2
aplicedos a X(x,t) como funocidn de x).

X) Ea el punto x = t 3e verifica la relaciédn:

x=t+d
51_1:10 Sb; K(x,t) = - B
x=t=3
pDesde luego es fdcil ver que K(x,t) = K(t,x) esde-
-eir,-que E(x,t) es simétrica. Esto se ve poniendo simpls
meate K(x,%) = r(x) y Ki(x,7M) = s(x) dlonde a {EMcd
y siguiendo rezonpamientos similares‘a los de los casos clé-
sicos, se llega & la conclusibn de que K(E,n) = K(W,ng
La funcién X(x,t) como esta definida, es dnica ez ca
80 4o que XA = 0 no ssea valor caracterfstico de nuestrd pro
blema, porque ea caso de haber otré funocidén que satisricie-
ra esas ocondiciones que designaremos por J(x,t); K(x,t)=-
J(x,t) para cualquier valor fijo de t, nos a4 una funcién
x{x) que, evidentemente, es funcidn caracterf{stica para

el valor A = 0 y como Suponemos que X\ = 0 no es valor ca

racter{stico, eantonces x(x) « 0 v J{x,t)} = K(x,t}.

l?ourant und Hilbert-Methoden der Mathematischen Physik
P.304-5).
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Vamos = demostrar que con ayuda de K(x,%)} definids
por (26), el problems (19-24) se reduce al problema (25).

Empezaremos por mostrar gue toda solucidbn del sistema
(19-24) satisface (25).

Supongamos a t en (ggc), y en tal caso:

®
Li{u) = -)m'lu si x en {ag)
Le(u) = —Inweu si x ea (gd)
L, [K(x,t):[ = si x en (at),(te) separedamente
y L, [K(x.t)} =0 - 381 x en (gb).

De las expresiones anteriqres vemos que:
JY [wLy(&) - K Lyfu) Jax+ /8 [ur,(®) -x le)] ax
s SO L (R) - K Ly(u)] ax = M JT K(x,t) wy(x) ulx) ax
+ LJ‘: X(x,t) wz(x) u({x) dx
De la forma de los operadores Ll y L2 tenemos:
. t
[pl(x) _{u(x) K°(x,t)- K(x,t) u’(x)}] +[pl(x) {u(x)K'(x,t)
a
c b
- K(x,t) u’(x)} ]t + [pz(x){u(x) K°(x,t)=-K(x,t) u‘(x)}] =
c

M S K(x,t) wi(x) ulx) ax + NS5 K(x,t) wy(x) u(x) dx .



Aprovechendo lssg condiciones en x = g,b,¢ y la con-
dioidn de discontinuided de X°(x,t) ocuapdo x = t, se lle

ga récilments a la conclusidén de que:

29) u(t) = X\ jﬁ K{x,t) wl(x) u({x) dax +

N2 K(x,t) wolx) ulz) ax .

si t ea (g¢) v la demostracidén es andloga si t en {gb),
de donde (29) es vdlido pare t en (&p).

Intercambiando las varisbles x y t ¥y recordando que
K{x,t) es simétrica, llegamos a la conclusidn de toda solu
e¢ién de (1G-24) satisface la ecuacién integral (25).

Partemos ahora de la ecuacidn (25) suponiendo inicial-

mente que x estd en (ag) y esoribimos (25) bajo la forma:

30)  ulx) = /% K(x,t)w (thu(t)dt + A Jg K(x,t)w,(t)ult)ar

+ XS Kz, t)wylt)ult)at .

Ahore, para t en (gx),(xb) ¥y (cp) se tiene que X(x,H§
es funcibn continua de x y % vy su primera y segunda de
rivada respecto a x, existen y son funcliones continuas de
x.

Derivando la expresidn (30) respecto a x segin las -

reglas blen conocidas, se tiene:
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utlx) = N J7 K7 (x,thwy(thu(t)ater S KT (x,thw(thu()as
31) + MfD K7 (x, )yl thult)asedw (x)ulx) [K(x,2-0)-
K(x,x*o)}
Pero la continuidad de K(x,t) nos elimina el iiltimo

térazino,

Volviendo a deriver se tiene:
w”(x) = MK (x,t) w(t) ult) 4t
32) + N2 KT (x,e)w (t)ult)aeeyD K™ (x,t)wylt)ult)as

+ A [K'(x;z-o) - K’(x,x+0)] wl(x)u(x)

Kultiplicando (30) por q,+dw,, (31) por p;(x) 7 (32)
por pl(x)’ ¥ suraando, se tiene:
Lytu) = ¥ 1, [K(x,t)] wylt)u(t)at
33) 3 Ly [Klx, )] w, (t)ult)ate Ly [K(x,t)] wylthutia
+MK*(x,x-0) -K'(x,x+0)]p; (x)w, (x)u(x)

Como supusimos x en {sg), por la definicibn de

E{x,t) se tiene que:
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34) iy LK(z,t)] = pzre teds ¢ en (ep},

y éprovechando la condicidn de discontinuided de le primera

derivaeda si x = t, se tiene finslmente que:
34) Ll(u) - - kwl(“’ ’ si x en (ap]
De maners anflogs se demuestra que:

35) Ly(u) = =X wyu, si x en (gb).

Las condiciones a la frontera (21) a (24), es fédoil ver
que las satisface u(x), por satisfacerlas K(x,t) para -

cualquier t, vgr.:

] Ry(u) = M Sg Ry [K(x,t)] wy(t) u(t) at
36)
« NS0 Ry [Kix,8)] wolt) u(t) at = 0

porque R, [K(x,t)] = 0 para toda t, por (26-II).
Hemos demostrado pues, la complsta equiypiencia eantre
el problema (19~24) y el (25), con la K{x,t) definida por
(26), nos falta probar que K(x,t) como este detinida,
existe,
Consideremos primero a las eouaclones:
a) [pi{x) r’(x)]" + q;(x) r(x) =0 six en (ap)

37
) [pplx) 8°(x) ]° + gy(x) s(x) = 0 si x en (op)
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Ko asnuléniose las pl(x), pz(x) en sus respectivos
subintervalos, existen dos funciones linealmente indepen-
dientes rl(i), rz(x), con derivadas continuas hasta el sg
gundo orden que satisfscen (37-a) s1 x en (8g¢) y dos fun-
ciones ocontinuas con derivadas hasta de segundo orden con-
tinuss y linealmente independientes, sl(x), sa(x) que sa-
tisfacen (37-b) si x en (cp).

Supongamos shora que t Se encuentra ea (gp), en tal

caso, podemos poner K(x,t) bajo la forma:

. ~

(1) X(x,t) = a;7,(x) + a,r,(x), st x éq (at),
38) (11) K(x,t) = asrl(x) + a4r2(x), 81 x en (t9),

(i11) K(zx,t) = assl(x) + asss(x), si x en»[eb).

Donde en genersal, 8ys +v., 8g SON funciones de t.
Volviendo a (26), vemos que K(x,t) satisface las con
diciones III, IV, V de (26), y para que satisfsga (I) y

(VI), tenemos:

(1) (81‘53) I‘l(t) + (32'34) re(t) = 0

Esto nos despeja a1-33 y 32‘54 en funcidén de t,

porque el determinante del sistema es r,(t) rj{t)-rj(t) ryit)
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gue es Wrosnkisno de dos funciones lineslmente independien-
tes y as por lo teanto, diferente de 0 para toda ¢,
Para satisfacer la oondicién II de (26), tenemos que

81, o0y 8¢ satisfacen las siguientes relaclones:

(1) Afa v (a)+a,r,(a)] +B[a;r](a)+a,rs(a)]= 0

(ii) asrl(c)¢a4r2(0)=5551(0)+5632(o)
40) ] . . .
(111) pl(c) asrl(c)+a4r2(c) = pz(c) a531(0)+56s9(°)

(iv) cfassl(b)*aesa(bﬂ + D[assi(b)+aséé(b)] -0

Podemos modificaer {i) restando y sumeando Ry a3rl(x)+

a4r2(x) y sa tiense eantonces:

40) (1°) A[aBrl(a)+a4r2(aﬂ +B[é3ri(a)+a&ré(aﬂ
= A[(as-al)rl(a)+(a4-a2)r2(aﬂ
+_B{(a3-al)r{(a)*(a4-az)ré(aﬂ

Pero al--a3 y a2-a4 estédn determinadas, de manera
que las ecuaclones {40), poniendo (1°) ea lugar de (i), nos
dan 4 ecuaciones para determinar las 4 incégnitas 83,84,
as y ag, ¥ es récil ver que el determinante del sistema no
83 0, porque en caso de serlo, vemos fécilmente qus X\=0
serf{a valor caracteristico de nuestro problema, lo que es-

ta en contradiceidn con nuestras hipbtesis,
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Vemos entonces que se pueden determinar al,...,a6 Pa
ra que las ,K(x,t) bajo la forma de (38) satisfagan les con
diciones I & VI de (26) si t en (ag), y cosa anéloga se
hace si t estd en {(c¢p) y vemos que K(x,t) definida por
(26) existe,

Hemos reducido el problams (19-24) al (25) con ayuda
de une funcién K(x,t} cuye existencia acabamos de demos-
trar. Llamemos w(x) =& la funcidn de x definida en {(ab},
tal que w(x) = wl(x) 81 x en (ge) y w(x) = wz(x) si x
en (gb},

La ecuscidn integral que tenemos gue resolver es:
41) u(x) = M2 K(x,t) wit) u(t) at .

Donde K{x,t) es una funcibn coantinua y simétrica de
xyt en (ap) v w{t) es continua con excepcidn del punto
t = ¢,

Se presenten varios cesos para (41), segin sean las og
racteristicas de w(x), pero el que mds nos interesa es
aquél en que w(x) 0 pera x en {(gb) y en el que K(x,t)
es un "kernel" positivo y definido, lo que significa gque:

L2 P Ri(x,t) h(x) h{t) dt dx > 0

a “a

pera toda h{x) seccionalmente continua que no es idéntica
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mente nule,
Ea tal caso, poniendo v(x) = v w(x) u(x) , tenemos

multiplicando (41) por v w(x) que:

42) vix) = kJ‘g H(x,t) v(t) 4t

donde H(x,t] = K(x,t) » v wiz) *+ ¥ w{t} ¥y por lo tanto, s}
métrico y coantinuec, excepto paras T, t =

Para el tipo de ecuescidn (42}, rodemos utilizar los Te
sultados ds la teoria de Eilbert-Schmidt para las ecuacio-
nes integrales de Kernel simétrico’

Para el problema (42), tenemos que los valores ceraote
risticos k. son reales (Lovitt-p.1239), que su ndmero es oo
(Lovitt,p.183) y aumerable por ser los valores caracteris
ticos rafices de una funcidn snalitica én todo el plsno com-
plejo (Lovitt-p;32—33).

A ceda valor carascteristico corresponde 34lo una fun-
cidn caracteri{stica linealmente independiente y las funcio-
nes caracteristicas correspondientes e valores caracter{sti
cos diferentes son ortogonelas y podemos noimallzarlas de
manera que:

S vy x) vilx) dx = [ wix uylx) uylx dx = .

2Lovitt-Linear Integral kguations-Cap. V-VI.- Courant und

Hilbert-Methoaen der Mesthemstischen Physik - Cap. III ¥y
V.
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Respecto al teorema del desarrollo en serie tenemos que
si F(x) es uma funcién de x tal que F(x) = v wix) G{x),
donde G(x) satisface las condiciones & la frontera en
x = a,0,b, es continua en (gp) y tiene primera y segunda

derivadaes seccionalmente continuas, entonces:

a©
F(x) = 351 { Jo Flt) vy(t) et vy(x)

y esto implica que:

@
a(x) = Jfl{Jf wy(t) 6(8) uy(t) av +fg wo(t)o(t)ug(t)at]ufa

Siendo la serie absoluta y uniformemente convergente,
¥y representando a les funcién.

(La demostracién se.hace en forma parecida a la de
‘Lovitt,p.158-182, Courant und Hilbert,p.114-115 y 309-313).

Respecto a ie condicidén D, pag.l0, podemos imponer a
la G(x) elgunas restricciones més {(derivedas continuas -
hasta el segundo orden y seccionslmente continuss hasta el
cuarto, etc.) y en tal caso, se satisfacen las condicionss
D tembién.

El problems que tratamos &l principlo, es un caso par
ticular de la teoria desarrolleda, y por tanto, todos los

resultados obtenidos se aplicen a &1,



GENERALIZACION Y APLICACIONES.

Una generalizacidén inmediata y que no introduce nada
nuevo en 1a teoria, es squella en que ea lugar de un solo
punto ¢ que nos da dos subintervalos, tenemos n puntos
Cy e»o C, QuS n?s-dan n+l subintervalos, a cada uno ae
los cuales asociamos una ecuacidn del tipo {18} y en cada
puato Sy tenemos condiciones a la frontera anélogas a
las (23-24). Una aplicecidn de esto es a la vibraciébn de
un alambre compuesto de verios segmentos de diferentes depn
sidades,

Se ha generelizado el problems s ecuaclones diferencig
les lineales de orden superior y a condiciones a la fronte-
Ta mucho més gsperales, como sucede ea'el caso en gue s to
me un segmento (ap) , dividido en dos subintervalos (ae) ¥
(ob), al primero de los cuales se asocia un operador diferepn
oial lineal ordinerio de orden n, ¥y 2l segundo-un opera-
dor diferencial lipeal ordinario de orden m y suponiendo
m+n combinaciones linesles de wu(x) y sus primeras n-l
derivadags en x> a o o0-0 y de sus primeras m-l deri-
vadas en x = ¢c*0 o x = b, igualadas‘a 0 ¥ que sean 1li=~
nealmente independientes.

Se pueden generallzar los resultados obtenidos a mas

de una dimensidn, pero es rfécil ver que todos 103 problemas
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de mas de uns dimensidn, de condiciones & la frontera con
caracteris;icas discontinuas, que sean separables, es de-
cir, en las que ls funcidén caracteristica sesa exprgsable
por un producto de funciones caracteristices, ceda uns de
las cuales depende de una sola vsriable, se pueden reducir
a problemas de condiciones a.la frontera en une sola dimen
8i6n y tratarse por los métoaos aqui expuestos., 4asi{ por -
ejemplo, se puede tratar el ceso de la vibracidn de la mem
brana circular de dos densidades. La teorfa desarrollada
tiene aplicacidn a miltiples sistemas vibratorios vy tam-
bién puede aplicarse a problemas de la fisica atdmica,

como vgs. & la ecuscidn de Schrodinger en la que el poten

cial varis de maneras discontinus.

Institutos de Fisice y de
Geofisica de la U.N.A.M.
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