UNA RELACION ENTRE EL NUMERO CARDINAL DE TN CON
JUONTO Y SU CARACTER DE SER GRUPO
Por R. Vdzquez Garcfa y E, Valle Flores,

1, INTRODUCCION, Es bien conocidoll) que £raténdose de
giupos finitos, el axioma de la posibilidad de las divisio--
nes izquierda y derecha que aparece en la definicién de ellos,
puede ser reemplazado por el axioma de la unicided de las di
visiones o leyss dé cancelacién, De otro modo: los semigru-

pos de Dickson‘z)

que tengan un orden finito, resultan nece-
sariamenté grupos. En este trabajo se estudie la situacién
rec{proca, concluyéndose la finitud de todo conjﬁnto que re-
sulte ser grupo respecto a cualquiera de las operaciones de-
finidas en 81, que sean cerrédas, asoclativas y que satisrg-'

gan las dos leyes de cancelacién., De otro modo; se concluye
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L) ygase {1]), pég. 17 de la bibliograffa que rigura al fi-
nal del trabajo.
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que todo conjunto que resulte grupo siempre gque sea semigru-
po, debe neeoSariamente tener un ndémero finito de elememtos,
(Toorens siguiente) ,
| Con més precisién:

Dado un conjunto M ¥ 0, sea L, 1la familia de opera-
ciones binarias definidas en K(B) ¥ que satisfagan:

1) M ez cerrado‘4) respeoto a gcueslgujers d4e ellas,

ii1) son asociativas.

i1i) ocumplen con las leyes de cancelacién izguierda y de

" rechs, -
‘ Entonces si M s finito, es L, ¥ 0 y M resulta

grupo respecto a gualguier elemento de L, Y reciprocamen-

e vels el:

TEQRIMA: 31 I ¥ 0 ¥y M es grupo respscto & cads uno

de 103 elementos de I, entonces M es finito,

2., Respecto a ls proposicién directa, eas récil ver que
Ly ¥ 0. En efecto, sean @&,, 8y, +.« , &, ; 103 elementos
de M; un miembro de LM se determina del siguiente modo

ayca, 8.,

: (B)Esto o8 funciones cuyo dominio es el producto cartesiano
¥ x M, '

‘4)0 sea, el resultado de la operacién es siempre un elemen

to de M, ’ -



3
aonde 0Lp<n-1 ; 0<£q<n-1 ; 0<r<n-1 ; r=p + q (a).
Entonces los axiomas para un semigrupo de Dickson se comprug
ban con fac;ilidad. Adends la conocide demostraciébn de que
M resulta grupo respecto a tod miembro de I“. figura enm,

por ejemplo.

3, Respecto a la proposicidén reciproecs, demostraremos

~

en primer lugar el

LEMA, Sean R y R dos conjuntos no vecfos escquipoten-

tes, ses ILp ¥ 0 Yy supongemos edemés que R Dno s grupo
respecto a cierta operaeidn f € L. Entonoes existe una

operacién Te& Lﬁ respecto de la gual R po es grupo.
En efecto, sea a €> 2 uana correspondencie biunivooca

de R y R. Definimos entonces T del modo siguiente
f(z,p) = av ,

donde ab = f(a,b) es.el resultado obtenids al e jecutar la
operacién f con a y b, Asf resulten R yfi isomorfos
relativamente = sﬁs operaciones f y T. Entonces "1'€L§—
¥y R no puede ser grupo respecto a T y queda el Lema de~
mostrado,

Supongemos shora que M es infinito y que Iur‘of Sean
2, b, 6, ..., 108 elementos de M; definamos Mn(n-l,z,B,...)
como el conjunto de elementos que resultan agregando el mis-

mo fndice n a los de M, ZEntonoces Mn se compone de 108



"

chjetos a b

n }
coordinables,

p* Sp» +++ ¥ por consiguiente M y M, son

Sablendo sdeméds que r€l, y escribiendo

f(a,b} = ab, vamos a formar a continuacidn un semigrupo de

Dickson con los elementos de

T (« o]
- Z M .
n=l B

Definimos en primer lugar pare dos elementos cualesqui

ra de M, a_ =0p

-]
o n COomo a=b y m = n. Como operacién T

entre los elementos de M tomemos la sigulente

f(am,ibn) =8, b. = O n»

donde ab = o (en M), esto es:

g b = (ab)m‘m.

Veremos enseguida que la operacién T estéd en Iﬂ .
Alo. Evidentemente es I cerrado respecto a T,

20, Se tisne

am( bn°p) = am( b°’n+p- (a(bo)] m+n+p' [(ab)q) m+n+p

= (ab)mﬂ) ep = (e.mbn) op ..

%0, De ambn - amop se sigue que

(ab)p,, = (ao)y,, -



Con lo cusl €3 m+n = m+p y ab = ac, Luegon=p vy
b=o¢ ¥ enpogces bn b °p' Se satisface entonces la ley
de cancelacidn izquierda y andlogamente se prueba la otra
ley de canocelacidn.

En resumen TGLE . Ahora en ¥ no puede haber ele-
mento unitario ya gue si fusre 8 8 ™ 8, se tendria m+k=m
y entonces k = 0, Luego e, no puede pertenecer & ningu-
na Mn.

Por otro lado si m, n designen respectivamente lecs
ndmeros cardinsles de M y M se tieno(S)

n<L<m= X n énn:nz.

(6)

Pero, como e3 sabido, por la infipitud de M es
22 = 1 . Luego m=n y H y M son equipotentes,
Entonces utilizando el lema conoluimos que hay una opse
racién que figura en LM y con respecto a la cual M no

es grupo. Asf{, el teorema se ha demostrado.
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