PRINCIPIOS DE CONSERVACION EN LA TEORIA DE LA GRAVITACION DE
BIRKHOFF ¥,

Carlos Graef Ferndndez

En este traba jo se demuestra que en el movimiento de
una particula aiploradora en el campo gravitacional
Birkhoffiano debido & unas masa fija en un sisteme inercial,
hey dos invariantes; uno de ellos s seme jante a la energia
de la Teorfia de la Gravitascién de Newton; el otro se pare-
ce al momento de la cantidad de movimiento. A la masa fija
le llamamos: Sol; a la particula exploradora: plénete. Co-
loquemos al Sol permanentemente en el origen del sistems de
coordenadas cartesianas.

El planeta describe una trayectoria colocada totalmen-

te en un plano spoyado en Sol(l)

. Conviene elegir sl plano
de la trayectoria como plano coordensdo XO0Y. El1 espacio
risico consiste en este caso de ese plano, Birkhort(2) uti
1iza en su Teorfa de la Gravitacidn el espacio-tiempe de
Minkowski que tiene por ocuedrado de la diferenciel de arco

a:

* Presentado en la V Asambles de Matemiticas. Mérida, Sep-
tiembre de 1948.
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Las.ecuaciones del movimiento del plangsta en el espa-~

clo-tiempo de Minkowskiw) son:
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En estas ecuaciones designamos con un aceato la derivsg
da con respecto a- s; r es el radio vector del planeta.
= /x +y Me s la mesa -del Sol. Ses Mp la masa
en reposo del planeta. De las ecuaciones (2) obtenemos, par

medio de una multiplicacién por M las que expresan a

. P’
las fuerzas de uinkowski.
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84 se multiplican ambos miembros de la primera de las

(3)

dos ecuaciones (3) por x' , ambos miembros de la segunda
por y' , y sl se suman miembro a miembro las dos ecuaclo-

nes resultantes, se obtlens:
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(4) Mp (x"xn + y'y") = - -:7_2 [1* 1.2 - y'2] r' .

‘Dividanse smbos miembros de (4) entre [l#x'gr + y'?].ﬁ‘,
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Por integracién se obtiene:
MM
(6) $u, 101+ 2024yl 2Ry,

E es una constante de_integracién. Despbélese a E de
(6):
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(7 E-——G;EE+%Mpln[1*x'2+y'2].

Los sigulentes desarrollos tienen po:_-'objetb‘ expresaf
a [1+ 1'2 + 2] en téminos de la velocidad v del pla

neta,
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Substituyendo esta dltima expresién en (7) se obtiene:
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(8) E= - —% * 5 ¥ 1n{——2] .

l-v

E es una constante en el movimiento Birkhoffiano del
planeta en torno del Scl. El término - —EF—R es exacta~-
mente igual a la energie potencial clésica del planeﬁa en
el campo gravitaclonal del Sol. El término %-Mp 1ln {If%§1
depende exclusivamente de las masa en reposo del planeta y ds
su velocidad.- ‘

Este término desempefia el papsl de la energia éinética.

Llememos V a la energia potencialNewtoniana del pla-

neta:

(9) v---—Q—E

M
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(10) ) ’I‘B = 5 ln [———2-] .
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Llasmemos T a la energis cinétics clésica.
(11) T3 M vV L

En la Teoria de Birkhoff se conserva:
(12) E=7V + TB .

Como Vv es siempre menor que 1, se puede deserrollar

TB en una serle convergente de potenciaes de v:

-6 8
(13) TB=%»MP[_72+1:L+33-+%+...1 .

~ La diferencia entre la energias cinética Birkhoffisna v
la clésica es 1la serie convergente:

-
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(14) TB'T"EMP [T+T+T

Para las velocldades de los planetas conocidos y demés
particulas exploradéras del sistema solar, TB - T es prég'
ticamente nula,

En las ecuaciones (2) cambiemos la variable indepeandien
te s por el tiempo ¢t.

Se obtienen las ecuaciones (15):
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El punto designa la derivada con respecto al tiempo,

Multipliquense ambos miembros de la primera de las scua
ciones (15) por -y , eambos miembros de la segunda por x,
y simese mliembro a miembro..

2 M |
(16) x¥-¥y=—2 (w?-H+P-A ) .
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El segundo miembro (16) puede descomponerse en facto-

res:
: 2 M
(17) xi‘-'x'y~—-3-° xy - zy] [xx + y7] .
. T [
Dividanse ambos miembros de (17) eantre [xy - iy]
e :-' 2 M xi + Yi
(18) =R 2 [ 3 Lo
Xy - Xy . _

Por medio de una integracién obtenemos, a partir de la

eéuacién (18):

2 M
(19) la (xjy - Xy) = - =2+ 1lnk ;
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1n k es una constante de integracién.
De 1a ecuacién (19) se obtiene como consecuencia inme-

diata 1la (20):

o
(20) xy -y =ke T

Consideremos otra vez la ecuascidén (8) en su siguiente

forma:
. 2 M
2E - >) 1
(8) EZ a o + 1n ___2. .
’ Mp r l-v

Una consecuencia inmediata de la (8) es:

M, 2E
—2 M
(21) e T =ep(1-—v2).

Multipliquemos ambos miembros de (20) por Mp. y elimi-
nemos de la ecuacidn resultante y de (21) a la masa del sol.
2E
(22) M, (xy - %y) = kM, oP (1-v2) .

Llamemos H a la constante:
2E
' M
(23) H=kM, e P ,

y despejémosla de (22):
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(24) H = l——g—g (zy - x3) .
-v

.H es un invariente en el movimiento del planeta en
torno del Sol en la Teorfa de Birkhoff. Este invariante me

recelel nombre de momento de la cantidad de movimiento.
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