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En este trabajo se demuestre que en el movimiento de 

una partioule exploradora en el oampo grevitaoional 

Birkhottieno debido e una masa tija en un sistema inercial, 

hay dos invariantes; uno de ellos es semejante a le energía 

de la Teoría de la Grav1teoi6n de Newton; el otro se pere

ce al momento de la cantidad de movimiento. A la masa fija 

le llamamos{ Sol; a la partícula exploradora: planeta. Co

loquemos al Sol permanentemente en el origen del sistema de 

coordenadas cartesianas. 

El planeta describe una trayectoria colocada totalmen

te en un plano apoyado en soi(l). Conviene elegir al plano 

de le trayectoria oom.o·pleno coordenado XOY. El. espacio 

risioo consiste en este caso de ese plano. Birkhorr< 2> ut!. 

liza en su Teoría de la Gravitación el espacio-tit'll!lpo de 

Minkowski que tiene por ouedrad.o de la diferencial de arco 

a: 

*Presentado en la V Asamblea de Matemáticas. Mérida, Sep

tiembre de 1948. 
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(l) 

Las. eoua oiones del movi.mien to del pl.e.11&ta en el espa

cio-tiempo de Minkowski(3) son: 

x" • t 

( 2) 

Y"• 

En estas ecuaciones designamos- oon un acento la deriv!. 

da oon respecto a s; r es el ~adio vector del planeta. 

r • / x:2 + y2 . M8 es la masa ·del Sol. Sea ~ la mase 

en reposo del planeta. De les ecuaciones ( 2) obtenemos, par 

medio de una multiplioeci6n por Mp• las que expresan a 

las tuerzas de Mt.llkowski. 

Si se multiplican ambos miembros de la primera de las 

dos ecuaciones ( 3) por x• , ambos mianbros de le segun.da 

por Y' , y si se suman miembro a miembro les dos ecuacio

nes resul..tentes. se obtiene: 
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ue MP r 2 2] M (x'x"+y'y")•- 2 - Ll+x' +y•· r'. 
p ' r 

Divídanse embos miembros de (4) entre ll+x• 2 + y• 2]. " 

Por integraoi6n se obtiene: 

( 6J 

E es una CO!l9tante de.integrao16n. Desp~jess a E de 

( 6) : 

- ~.1 l 2 2 1 ( 7) E • r 2 Mp lJ1 l + x• + Y' • 

Los siguientes desarrollos tienen por objeto expresar 

a (1 + x • 2 + y·• 

2 ] en t&rminos de la veloo1 dad v del pl!. 

neta. 

• 

• l 
l - v2• 



( b} 

2 2. ds 2 + dx 2 + cty2 (dt) 2 
l + x' + Y' ds2 - .. ds 

Substituyendo esta última expresi6n en (7) se obtiene: 

E • 1 + - M 2 p 
ln r l 2 1 

Ll - V J 

E es una oo.o.stante en el movimiento Birkhoffiano del 

1 t t 1 l El t Lrmino Me Mp t p ene a en orno de So . "' - r es exac a-

men te igual a la energía potencial clásica del planeta en 

el campo gravitacional del Sol. El término ½MP ln t1-~ 21 
depende exolU31 vamente de la masa en reposo del planeta y de 

su velocidad. 

Este término dese:npeña el papel de la energía cinética, 

Llamemos V a la energía potencialNewtoniana del pla

neta: 

( 9) 

Designemos con TB a la expresi6n: 

( 10) TB • T ln --=1--M ( 1 
1 v 2 
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Llamemos T a la energía cinética clásica. 

( 11) 

En la Teoría de Birkhorr se conserva: 

(12) 

Como v es siempre menor que l, se puede desarrollar 

T8 en una serie convergente de potencias de v: 

(13) T .. l M ív2 + v4 + v 6 + v8 + J 
B ~ pl 2 > 4 ... 

La diferencia entre la energía cinética Birkhoffiena y 

la clásica es la serie convergente: 

( 14) 

Para las velocidades de los planetas conocidos y demás 

partículas exploradoras del sistema solar, TB - T es prá.:2. 

ticamente nula. 

En las eouaoiones (2) cambiemos la variable independi~n 

te s por el tiempo t. 

Se obtienen las ecuaciones ( 15): 
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.. M:8 x M9 _x .2 Ma y 
,-2 + 

2 M8 y 
X • - -:r+ -;, X - -:r 3 it • r r r 

( 15) 
2 M8 X • • 

;¡-
Me y Me y .2 M8 X 

i2 + - -:;- + -;, y - ---:y- } xy . 
r r r 

El p\lllto designa la derivada con respecto al tiempo. 

Multiplíquense ambos miembros de l8 primera de las ecu!!_ 

ciones ( 15) por -y , ambos miembros de la segunda por x, 

y súmese miembro a .miembro. 

2M 1 
( 16) x y - x y • --;f l xy ( j-2 - i 2 ) + ( x2 - y2 ) :i:y J _ • 

El segumo miembro (16) puede descomponerse en tacto-

res: 

(17) • 

Dividanse ambos miE1D.bros de (17) entre lxy - iy) 

.. . . 
(18) XY - XY -

xy - iy • 

Por medio de Wla integraoi6n obtenemos, a partir de la 

eeuaoi6n (18): 

( 19) ln (xy - :i:y) • 
2 M• 

--+lnk r 
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ln k es una constante de integración. 

De la eouaoi6n (19} se obtiene como consecuencia inme

diata la ( 20): 

( 20) 

_ZM• 
xy - iy • k e r • 

Consideremos otra vez la ecuación (8) en su siguiente 

forma: 

( 8) 

( 21) 

2E 
Mp -- ln l 

1 - v2 • 

Una consecuencia inmediata de la (8) es: 

.. 
2E 
Mp 

e 2 ( l - v } • 

Multipliquemos ambos miembros de (20) por Mp• y elimi

nemos de la ecuación resultante y de (21) a la masa del sol. 

( 22) 

( 23) 

2E 

Mp (xy - xy) • k Mp ev:; (l-v 2 ) • 

Llamemos H a la constante: 

2E 

H • k M e~ p 

y despejémosla de (22): 



(24) {::ty - :i:y) 

H es un invariante en el movimiento del planeta en 

torno del Sol en le Teoría de Birkhotr. Este invariante m!_ 

reoe el nombre de momento de le cantidad de movimiento. 

Instituto de Fisioa. 
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