
SOBRE LA EXTENSI(>.N DE LA TEORIA DEL .AREA:Ll!:BESGUIANA, ~ARAS[ 

PERFICI ES INllERSAs EN R4 , * · 

Por E. Valle norea. 

l·. Illt'l'ROIUCCION. n objeto del. presente trabajo consis

•te en hacer ver que los resultados JÚ.9 importantes que. figu-

ran en !l]( l), ralaoionados .con la teor!a del &rea de Lebés--, 

gue para superficies de F.réch6t, del tipo de la 2-c~lula, su

mergidas en a3, pueden generalizarse hasta superficies del -

mismo ti~o, pero inmersas en Rn ( 2). Con la finalidad de fa

cilitar ·su lectura y al mismo tiempo darle oi erto carécter de 

unidad, se incluyen en el trabajo, en vez de aipQnerlos cono-

. cidos, algunas definiciones, resultados, etc., dando las ref,!. 

reacias biblicsráficas pertinentes. 

• En la secci6n 2 se dará la definición de superficie il -

,ji, 
Presentaao en un trabajo y.una conterencia, ante la V Asam-

blea Regional de la Sociedad Matemática Mexicana, que tuvo l!!. 
gar en la Ciudad de MArida, del 6 al ll de saptianbre de 1945". 
(l)v'8se la Bibliografía, al final del trabajo. 
( 2) As! designamos al espaoi~ euclidiano n-dimensional. • 
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.1r,ch6t fil tipo il l!, 2-célula (o célula bidimensional), ~ 

merdde .!.!! !aa espacio métrico arbi tario, En la secoi6n 3 se

describen teles superficies, cuando están inmersas en Rn, 

por W1a oolecci6n de n-tua.ciones continuas xi(u,v) de dos v~ 

riables reales, Se asocia alli a cada representaci6n de una

superficie el vector jacobiano correspondiente~~ represen 
i 3 -

taci611, a saber el vector de componentes c>(x ,x )/c>(u,v), OI, 

denadas lexicográ:ricamente para ~ ¿. 3, El tama!lo de este 

vector en el espacio vect~rial n(n-l)/2-dimensionel Juega Ull 

importante papel en la teoría del área de las superficies en 
' 

cuestión. En las secciones 4 y 5 se tratan ciertas superf,1 

cies especiales, que constiti1yen las naturales generalizacio~ 

nes de los poliedros y las llamadas S11pertioies de clase K1 

y de clase K2 por Rad6 en [1). Se demuestra en particular -

que el área· elemental de un poliedro ( definida con ayuda de -

la :r6rmula de Her6n) coincide con la integral clásica para el 

área, de las representaciones casi-lineales de ese poliedro, 

Se hace asimismo ver que sigue valiendo el teorema de Youngs 

en (2]. La sección 6 contiene la generalizaci6n para R11, 4e 

ciertos resultados de Mc.Shane y Rad6 sobre integrales dobles 

en forma paramétrioa. ,1 resto del trabajo contine la parte

básica de .la teoría del área de Lebesgue pera las superficies 

an cuestión. 

' # • ·-

2. SUPERF.t CIES . DE FRJOOBEI'. 

Sea • Q, una 2-o6lule, o imagen homeomorte del subespacio 



de R2 • definido por O ~ u ~ l, o ~ v ~ l '1 co.o.sider•o• 

la totalidad de lee tuncio.o.es(3) contin'l,\8a t Q. + R, do.o.de 

R es un espacio m6trico arbitrario. 

Se define entonces la distancia, en el sentido de 1"r6ch6t1 

entre dos funciones tales como(4) 

(f,g) • inf.dx. d(f(q), gH(q)~ 
H qEQ. 

donde d(x,y) simboliza la distancia entre los puntos x,y de 

R "1 H Q.-+ Q.' es un homeomorfismo arbitrario entre los domi

nios de f y g. 

Dos funciones t' "1 g se llaman equivalentes si (f,g)• O 

y de manera fácil se ve que ésta efectivamente es una rela

ción de equivalenuia. Ella induce entonces una partición en 

clases ajenas, en el conjunto de todas las funciones conti

nuas f. 

Q!.!!!. .2!!!:!. F .!!!. !!!m!, entonces !Y!!. superficie rréch6-

ll!!a!. fil tipo il_ ~ 2-célula, sumergida !!! R~5) cualquiera 

de los miembros f de una clase F, se llama~ represen

tación sl!, ~ superficie F. 

(:3>se sigue la notación de Lefshetz (3], Capitulo I, sec
ción 2, para las funciones. 
(4)Puede en la igualdad escribirse máx. porque el dominio de 
d,-producto métrico de los compacta f(Q) y g(Q'), es compac
to entonces la :función es ecotada y "alcanza sus extremos". 
(5)11 en vez de partir de Q, lo hubi6ramos heohode cualquier 
espacio m6trico compacto P, obtendríamos superficies del tipo 
P, sumergidas en R. 



4 

El conJunto de todas esas superficies fréchétianas se -

convierte en un espacio métrico general, 1efiniendo la dis

tancia ( F, G) entre dos superficies F y G como 1la distan

cia ( G) ( f ,g)- donde · f es cualquier representación de F y g 

cualquier representación de G. La métrica de este espacio 

de las superficies satisface los a_xÚ,mas: 10 ( F,F) .. O, 20 el 

axioma de sime~r!a y 30 la desigualdad del triángulot7) La 

convergencia en este espacio se define como es usual 

3. SUPERFICIES EN Rn. 

En el caso especial en que R sea el espacio euclidia

no n-dimensional Rª, las funciones anteriores f quedan 

descritas por(B) 

•. -
( l) f ·x· i • i( ) X u,v ¡ (u,v) e Q, ; i • l, 2, ... , n 

donde cada pu~to d~ Rº se representa por x==(x1, ... ,xn) y 

las xi(u,v) son funciones continuas de las variables rea-

• les u,v. 

Ahora como cada superficie fréchétiana del tipo de Q., 

sumergida en Rn, queda completamente determinada por su re-

(b)Fácilmente se ve que (F.,G). no depende de f y g. 
(7lobviamente no se cumple en general:(F,G)•0 implica F-O. 
(B)De eouí en adelante las letras i,j como índices cort"erán 
del a n. 
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presentación f~ podemos referirnos a ella como 

( 2) s (u,v) e Q. 

y pbr consici6n llfllnamos a tal clase superficie a sec~s, de 

abo~ en adelante. 

'Vamos a asociar a la función (1) una funci6n vectorial 

de punto (u,v), en los. puntos de Q don~• exista, de compo

nentes 

(3) i ¿ j ' 

ordenadas lexicográficamente. • Esta función tiene, .para cada 

punto doqde esté defini~a, valores en el espacio vectorial 

euclidiano n(n-1)/2-dimensional. A este vector lo s1mbol1-

zamo$ con l(u,v), o cuando no.haya ~onfusi6n, con X y lo 

llamamos 

vector Jaoobiano correspondiente!.!!. función (1). 

El tamaño de :X: se simbolizará IXI y el producto es

calar de dos vectores X, Y tales, I•Y. 

La función 

pertenece a la ll~da ~!!!_funciones admisibles de las 
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1 3,J n+n( a.•l) /2 nriables. independientes . x , r. , en el sentido 

de Rad6(9) 

• Si detia.1-os para la transtormac16n (l) sus magnitudes 

iunduentalea de_ler, 6rden, camo se hace ea. Geometría Dit•

rencial, por(lO) 

resulta ( lJ.l 

(5) 

4. LOS.POLIEDROS m Rn. 

G(u,T) • ?J~ ?Jx11 TT'"TT'" 

DEFINICION l. ~ funci6n ( l) !!. llamará ~-lineal !!, 

!!. aatistacen l!§. Y.!!, siguientes condiciones 

Cf. l , 1,2, a saber fwlcion~s •<·:t,X que satisfacen las (9) ~ ] ) 
coa.dio ones 

1) ,<f,X) js continua para todos los valores de las·va-
riablea x ·, :z:1 . 

11) ,<x,tX) • t,(x,X) para t ~ o. 
111), :tiene primeras y segundas parciales continuas .para 

X 'Í O, , ·. 
La condio16n 11) expresa que, es positivamente homog6-

nea y de grado l, respecto a x. . ... 
Tanto la defin1ci6n anterior como la de vector jacobia-· 

no de una funcicSn, constitu1en la natural generalizaoicSn de-
hechos dados por RadcS en (lJ. . . • 
(lO)Con·objeto·de simplificar la escritura, la repeticicSn de 
los !ndic~s ~.vindicará oontmm16n, con µ,v•l, ... ,n cuando 
solo figure uno de ellos y con 114'v cuendo figuren sim.Ultá
neamente, en cada fcSrmUla. • 
(ll)All! las parciales se calculan' naturalmente en el punto
(u,T) y las magnitu.des f'Undamentales quedarán de:t'inidas en 
los puntos de Q. donde estas parciales existan, 



i) !&, frontera .!!!, Q • !!. pol{e¡ono. • 

11) 

111) 

t es buinivoca (y entonces topol6gica) - . 

Q puede· descomponerse m !!!l. número tini to g,! 

1 

triá.ggulos . rectilíneos, .!!!, cada ™ il los cuales fil tuncio • 

nea xi(u,v) !24,_lineales. 

En este caso se tiene para f': 

( 6) 

donde<12> 6>._ es triángulo y las a,b,o son constantes. 

Entonces el vector jacobiano de,la funci6n t existe 

c. d ( casi dondequiera) en Q y,. en Vil'.tUd de ( 5) se cumple 

la igualdad 

. o 
para todo punto (~,v)e.o.;::,. 

DEb"'INICION 2. Ya!, superficie P ,ll llamará poliedro, 

ll, ~ ™ representantes hay '!! !!!!a2!, ~ .f que !!a 2!!k
lin~a11 13) 

<12>s1 -A es un conjunto de un espacio R,Aº designa su in-
• terior relativamente a R. 

(l3)Esta es la extensi6n natural de la definición d.e Huskey' 
(4), 2.3. 
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Para un poliedro. P, ooll representaoi6n oasi-lineal f 

dada por ( 6), cada imagen f(~) • es un tri&ngulo plano 

en Rn, de lados rectilíneos y nunca degenerado (en una reo

ta o en u.o. punto). Al k!!. elemental de un tal .tri,ngulo, 

que tenga poi' vért1·oes x1 , x2 , x 3 en Rn 1a definimos o~-
mo ( 14). 

donde xy designa el vector ell R11, de extremos x,y. 

OEFINICION 3. ~ ,rea elemelltal ~ poliedro P, .22a 

·representación ~7'l1nee1 ( 6) u.: 

(9) 

La definición se Justifica porque si g es cualquier 

otra representao16n de P (aun cúando no neoesariamente casi• 

lineal), se oumple t(Q) • g(Q') y A(P) se det1n16 en t,~ 

minos de la imagen~• la ~o16n r!15) 

TEORD&A 1 0 - f!I!. !! k!!. elemental il !!!!. poliedro_ P !! 
1!(16) 

(J.4.>cr. Secoi6n 2 para el signitioado de d(x,y). 
(l5)Esto constituye una ·d•ostrac16n elemental, obviamente 
simple de un teoraa de HUskey (Ct.í4], 4.4): !! !ll!_ elemen 
!!! de un poliedro es independiente A!, l:!!, representaciones 
r9ramttrfcas partlcü'tares g!_ lste. • _ -· 
lb)Las.lntegrales se toman en el. sentido de Leb~sgue. 
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(lÓ) A(P) • J'J'. 1 .X:(u. T) 1 du dT. 
Q!' • . . 

donde X(u,v) !.! .!! vector jacobia.no i!!. cualquier representa 

ci6n .2!!!.-lineal i!!, P. 

En efecto, tomando en cuenta el ler. renglón de (6), r~ 

sulta que la demostrac16n se reduce al caso de que Q sea un 

triángulo. Y para este caso el teorema se prueba directamea 

te, usando (7) y (8) y moviendo q~iz& para simplificar~ ese 

triángulo ha.ata que un lado quede en el eje u y un vértice 

quede en el origen del plano u-v. 

5. OTRAS SUPERFICIE.'3 ESP~IALES EN Rn. ... ' \ 

DEFINICION 4• ~ tunci6n f !!. llamará(l7) ~ il. cla-

ll. _K1 !1 satisface: 

1) ~ parciales 2-!. 1:!§_ funciones x1(u,v) existen c.d. 

!a Q. 

11) Los jacobianos x1j(u,v) ™'sum.ables .!e. Q. 

Entonces las funciones x1J(u,v) 2 son de la clase L1/2 

y también lo es(lB) la_tunci6n ¡ x 1J(u,v) 2 . Esto quiere 
i,¿J 

decir que la integral 

( 11) .J'J' 1 X( u, v)'I du dv , 
Q.º 

(l7)Aquí también el nombre y el concepto se deben a Rad6 en(]J 
(lB)Véase ( 5), 24.6. 
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existe 1 ••·tinita. 

TEORJ!XA 2 _(Youngs) ~ auperticie s, ll!.a.!·!!. !!!a2!.' 

w. repreae~taoi6n t que· u. ü, l!. wn ic1 . 

DJIMOS'l'RACION!l9) Si S eat, dada'por( 20) 

y w( t) , o ~t~ l •• la tunci6n de cantor ( 21 ) , entonce.a de• 

tiniaoa la tunoi6n t:Q'-+Rn aediante: 

dond• • (u,T)€ q, cuadrado unitario del plano • u,T. 

• Ahora bien t •• tambUn una' repreaentaói6n de s y 

• 'bxi/'bu • o; 'bxi/'bT • 0 para puntos (u,~) cuyas coordenadas 

eadn.en el complemento del di.acontinuo deCantor< 22>; t 

aatiatace las exige~oies de la Oefinici6n 4. 
OBSiRVACION. Para la representac16n r del teorema 2, 

ia integral (ll) nle O. Esto muestra que el &rea de una 

• < i§> JEsencialmen~e figura e~ { 2]. ' 
( 2º) Es claro que si Q' es· cualquier tipo especial de 2-c! 
lula (por ejcplo el cuadrado unitario) siempre existe una 
representaoi6n g de la superficie s, con dominio ~•. 
( 21 >La deti. liioi6n ·1 ~rinoipales p~opiedades de la función de 
Cantor tiguran en L6J. · 
(22)Los detalles puede.o. ~erse en [2). • 
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. superficie !!2. puede definirse (como muy a menudq se hace) me

diante la integral j'j' Q,/m-i2 du dv, donde E, l!', O aon las 

magnitudes tundamentales del ler. 6rden de esa superfioi~~ 

DEFINICION 5. Una superficie S s~ llemad g_ Rad6 ( 23) 

!!. ~ !!!JL miembros t1gura !l menos Y!2 t que satisfaga: , 

. 1) r !.!. il clase K1 

11) Existe Y.D.!. sucesión i!. funciones oa1i-lineales 

(u,v)EQ , 

que converge haoia r x. l!.!, que 

liJIJ. J'J' 1 L (u,v) 1 dU dv • /J' 1 X(u,v) 1 du dv • 
k o -k no 

Q)C "" 

Alli naturalmente Xk(u,v) es el vector jecob1ano co

rrespondiente a la tunci6n t.1c, en el punto (u,v) EQ.k donde 

.exista. A la tunoi6n t que satisfaga 1) y 11) la llamamos 

de 21!!!. g,! Rad6. 

6. GENERALIZACION OE RESULTADOS DE MC.SHANE(24) Y RADO 

SOBRE INTEGRALES DOBLES. 

<2}>1ntroduoidas por Redó en [l), 1.19 y 1.26. Allí son lla
madas por él superficies lle la clase K2~ 
<24>v,anse (7],(1] Y [8]. 
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TEOREMA 3~25) §!!!. Q. !!, cuadrado unitario ~ plano u-v 

y_ supongamos gue .!!! funciones tk : Q.-+Rn, ~ por 

( 12) t • x1 • x1 (u v) • k • • k ' •. • (u,v) E Q. , 

satisfacen m. -0ondioiones siguientes: 

1) 

11) 

t 0 .!!. g_ la.~ K1 

tk .!§. ~ lineal para k • l, 2, 

111) tk:-+ t 0 uniformemente sobre Q.. 

Entonces fil!!_ arbitrariamente !ll co~stantes a 11 , s 2 j 

z. siendo Aij • a11 a2 j ... ªlj a21 , existe !:Y!!_ suoes16n .!!!, 

bon.1untos medibles ~ C Q.1 ta.les gue< lO) 

lim J'f.. Av ~v (u,v) du dv • Jj,.Q A xl'-v (u,v) du dv . 
k~oo . Ek µ µ.v o 

Donde Xk( u, v) es el vector jacobiano de la función fk. 

DEM0STRACION. Pongamos(lO) 

( 25} Constituye para .1:1,n I la extensióri del teorema establecido 
para R3 por Mc.Shane (Cf. (7), pág 829) bajo las hipótesis 
adicionales: 

iv) .Las funciones :x:~{u,v) son absolutamente continuas en 
la frontera F~ de Q.. 

v) Se tiene 

j'j'Q, x~,3 (u,v) du dv =- 1/2 J'FQ. (x 2(u,~)dx3~:x:3(u,v)dx 2) , 

i las otras dos igualdades análogas. Rad6 lo generaliz6 en 
L8]1 secciones l y 2, suprimiendo estas hipótesis adicionales. 
Cí'.Ll], 1.28. 
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donde ie segunde columna de igualdades se establece para 

k • l, 2, •.. 

Apliquemos ahora el Teorema( 26) de la secci6n 4 (pág 74) 

de (7) , a las f'unciones x, y, xk:, yk. Como por cálculo di

recto resulte que 

queda el teorema demostrado. 

COROLARIO. §l. 

entonces !2!_ con.1untos ~ existen g_2, ~ que A~vr1v(u,~O 

sobre ¾• 
La demostraci6n del corolario·e partir del Teorema 3, se 

<26>E1 Teorema es (Cf.[7], p4g 74): 
Sea Q. el cuadrado O~u~l, O~v~l y supongamos que 

las funciones x(u,v), y(1.1,v), xk(u,v), yk(u,v) se.tisf'eoen 
las condiciones: 

I. Les parciales Xu, xv, Yu, Yv existe~ p.d. en Q. 
II. El jaoobiano J • XuYv-XvYu•s sumable en Q. 
m. Las funciones xk, Yk son casi lineales en Q. 
IV. xk(u,v)-.+x(u,v)¡ Yklu,v)➔y(u,v) uniformemente sobre 

una sucesión de ºO!t 

J du dv. 



14 

hace exactame.nte del 11Jismo modo que. e.n ( 1) , l. 30 ( pág 344) • 

TEORJ!MA 4. ~ l:!!, funciones f'k : ',c-+Rn ll!.!!, que 

satisfaga.n !il condiciones siguientes: 
' ' 

i) fo ll il. l!, 2l!il Kl 

11) fk ll casi-lineal para k • 1,2, •.. 

111) 1~ (f 0 ,fk) • o. 
Entonces!!. verifica<~7) 

El teorema 4, tundamentel en este trabajOI, es la gener!. 

lizao16n natural del lema 2.6 de Rad6 en [1] y puede demos

trarse oalClliido ;,:, formalmente la demostraoi6n del propio Ra

'.d6, a partir del siguiente lema, establecido igualmente< 2B) 

pera R3 por Rad6. 

LlillA. Supongamos que !!.!. tunoiones g!! teor.ema 4 satis

facen l:!!, mismas hip6tesis !!!, ,!!tt teorema i ademb: 

i v) Si q es cualquier cuadrado cerrado C (, entonces 

existe N( q)· tal que q C ~ para toda Je ~ N. 

v) Sobre cualquier cuadrado cer.rado C ( es 

xk(u, v)-+ :z:0 ( u,v) uniformemente. 

DI!ZlOSTRAOION. Sigulendo el esquema de Rad6, definimos· 

para todo cuadrado cerrado q C (, 
<21JXic(u,v) es naturalmente el vector jacobiano de la tunci6n 
fk. 

l28>or.[1), 2.1. 



( 12) 

(13) 

(14) 

15 

t(q) • lim.int. J'J' II (u,v)I du d-v. 
k qO 7C 

Las condiciones (12) y (13) se garantizan o.d. en ( 

en virtud de 1) y del Teorema de Lebesguel30) En virtud de 

(13) podemos tomar un "cuadrado variable" 4c, C (, con cen

tro ('U0 ,v 0 ) y tal que<3l) si L(4c,)-+O, sea 

Entonces se oumple(3 2) 

<29>se sigue aqui la notac16n de [l), 1.31 para la deriva
oi6n de las :f'unciones de cuadrados, en el sentido de esa.mis 
me reterencia. Igualmente Be hace uso de los lemas que allI 
figuran. La derivada se caloulá en el punto (u0 ,v 0 ) 

(30) 6 • 8 ct.[9), teorema .3, pag .. ll • 
(3l)L(A) dast.gna la medida lebesguiana bidimensional del con 
funto med.iable A. -

)2)1X0 (u0 ,v 0 )11j desig~a para X t O, la derivada blX0 1/bX~j• 
valuada en el punto (u 0 ,v 0 ). Para puntos donde X• o, el -
anterior simbolo se derine como o. • 
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(15) 

.fj'1g ~v(u,v) (X0 (u0 ,v 0 )1~v du dv 

L(qo) -+IXo(uo,vo·)J, 

cuando L(4o)-+~• 

Ahora por (15) y (14), 4o puede tomarse suficientemente 

peque!o para que 

(16) 

y k puede·tomarse suficientemente grande pera que Xk(u,v) 

est, definido en q0 • Pongamos en el Teorema 3: 

Existe, por el corolario de ese teorema, una sucesi6n 

~ de subconjuntos de 4a, medibles y tales que 

y que, en vista de ( 16) _ 

(18) 
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iic<u,v) • O para (u,v)E q0 -Eic y tendremos para (u,v) c.d. 

en q0 y k suficientemente grande~ 

donde 6 ~ O es arbitraria. En efecto, para puntos en los 

que xk - o, se tiene Xij • o y entonces ~y(u,v) IXo(uo'vJµv 

• O, cumpliéndose (1.9) en este caso ya que el tamaño de todo 

vector X es~ o. 
-En el caso restante Xk ,' o, es (u,v)EEic y allí 

Xk(u,v) • Xk(u,v) con lo cual X~j(u,v)•x!j(u,v) y consi

guientemente, en virtud de (18), - 6 ~v (u,v) IX0 (u 0 ,v 0 lµ.v"' O . 

. Ahora por cálculo directo se comprueba 

Así en este caso restante queda también prdbada (19) ya 

que el ler. sumando del 20. miembro es ::::i,. o. 

De ( 19) sacamos, integrando sobre 'lo y haciendo k-+oo, 



18 

en virtud de (l?). Consiguientemente, gracias a (15) 

lim ij,( q0 ) /L( q0 ) ~ 
L(qo~O . 

(l-&) lím L(~ ) JJ'4o ~v(u,v) IX0 (u 0 ,v 0 )1 ltv du dv 
L(4o)-+O o . 

~ 1 Xo ( uo • v o ll • 
Hemos demostrado entonces< 29) 

pare fX0 (u 0 ,v 0 )1 ~ o. También vale (20) para X0 (u 0 ,v 0 )•0 

ya que la derivada inferior de ij, es siempre~O. 

Apliquemos ahora a las funciones f¾(u,v)f y ij,(q) elJerm(33) 

(33)Es el siguiente (Cf.[1), 1.34, pág 345): 
~ .2!!, & plano u-v simplemente conexas I. acotadas ~ 

redones de Jordan ~• k • O,l, ••• I. ~ cpk(u,v) sumable !a 
(. Supongamos gue para cualquier cuadrado cerrado q C ( 

ll q C ~ para k suficientemente srande. ~ -dltimo ~
pongamos que para la rUnción 

ij.(q) • limkinf fJ'4 q,k(u,v) d\i,dv, 

ll cumple!!!_ (u,v) c.d. !a. Q~ ll, desigualdad, 

:p_ ,jl(u,v) ~ q,0 (u,,r). 

Entonces ll concluye gue 

lim.in:f. Jj O q:,k(u,v) dudv~fj' 0 q:,0 (u,v)du d.v. 
k ~ Q.o 

En nuestro caso ponemos, al aplicar el lema f!>k( u, v) • IXk( u, v)I, 
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1.34 de Rad6 en [1] y queda entonces completa la demostra

ción. 

TEOREMA 5P~) Supongamos que fil funciones f:Q➔Rn , 

g:Q1➔ Rn satisfacen fil condiciones 

(21) 

1) r y g !2J!. ~ ~ CJ1!!!_ ~ ~ (et. Det1nic16n 5) ~ 

11) (t,g) • O. (Ct. 2). 

Entonces tt cumple 

J'J'no IX(u,v),I du dv • J'J' 0 IY(u,v) 1du dv • 
"" ql 

Donde \Y'i es el vector jecobiano correspondiente a g. 

La demostración se hace siguiendo el molde de la de Re

d6 y solo la esbozamos pera completar. Por 1) existe unes~ 

cesión de representaciones casi-lineales ·rk:'¾c~Rn tales 

que lim ( fk,f) • O y que 
k 

lim J'.f O I x ... (u,v)I du dv • J'I ·¡x(u,v)I du dv • 
k ~ A -~ 

Pero como lim (fk,g) = o, tenemos, aplicando el :Teorema 4, 
k 

IJ' 0 IX(u,v)I du dv'?!:.// 9 IY(u,v)ldu dv. 
~ Q¡ 

Le restante desigualdad se demuestra en forma análoga. 

C34>constituye la calca, para Rn de (1), 2.8. Todo lo que s!, 
gue del trabajo es ya pura aplicación form&l de lo contenido· 
en (1). Se repite el detalle solo en vías de claridad. 



'-

20 

Si tenemos una superficie S de Rad6, la integral 

.fj' 0 IX(u,v)ldu dv del tamaño del vector jacobiano de cual-
Q; ' 

quiera de sus representaciones t: Q~Rn que sea de la cla-

se de Rad6, es siempre!!~ en vista del Taorema 5. Esta 

integral es entonces una funcional de la superficie s. La 

llamamos !! integral clásica il S, y la representamos por 

(22) I(S) • j'j IX(u,v)ldu dv. 
·~ 

Para los poliedros P (que obviamente son superficies 

de Rad6) hemos demostrado (Teorema l) que su integral clási

co coincide con su área elemental: 

( 23) I(P) • A(P) • 

TEORl!MA 6~35) La funcional I(S) es interiormente semi-- -, 

~ontin'!la ,!!!! ~ ~ il !!!, superficies de Rad6. , 

Esto es, si Sk es cualquier sucesión de superficies de 

Rad6, cori lim. Sk • s0 , entonces se cumple 
k 

( 24) 11m.1nt. I(Sk) ::::i., I(S 0 ) • 
k 

Porque para cada k existe una sucesión de poliedros 

Pkm tales que lim pkm - sk y que lim I(~km)•lim A(Pkm) -
m m m 

. (35J·o~ntenido, para a3 en_(l), 3.5. 
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• l(Sk). Podemos entonces secar una subsucesi6n de polie-

dos pk tal ¡¡ue lim .Pk = S y que lím a(Pk) • l(Sk). Al4! 
k _k pk ~ oamos el Teorema 4 y obtenemos lim.inf. A( } - l(S). De 

k 
a qui sale ( 24) • 

COROLARIO~ 3G) fil. ~rea elemental ~ .!2§. poliedros !!. !!!!!, 

funcional semicontinua !.a 1:!_ ~~ellos. 

7 ■ EL AREA L.EBESGUIANA DE LAS SUPERFICI.ll.S EN Rn. 
• \ 

TEOREMA 7. ~ ~ ~ !2!, poliedros .!!, ~ !!l. !! !!. 

.paoio ~ fil superfi.cies ~ Fréchét. 

En efecto, para la superficie arbitraria S tomamos una 

representaci6n f: Q~Rn, en la que el dominio sea el cua

drado unitario< 20> de R2 . Ahora pare el número natural ar

bitrario k des~omponemos Q en 2k2 triángulos rectángulos 
k 2 • 
~ (lll • l, .. • . , 2k ) congruentes, de catetos paralelos a los 

ejes eoordenados y con hipotenusa de pendiente l. Para los 

vértices ªkm' bkm' ºkm' los puntos f(akm), f(bkm), f(okm) 

determinan en Rn un triángulo plano bidimensional A!. Si 

éste resulta degenerado, lo substituimos por otro triángulo 

no degenérado y cuyos nuevos vértices disten de los antiguos 

(3b)Fréchét demuestra en flO), de una manera tan elemental 0.2, 
mo elegante, 31as dos prop edades siguientes de A(P), para P.2. 
liedros de R. 

i) A(P) es totalmente dis~~ntinua: Para cada poliedro 
P existe una sucesi6n de poliedros Pk con lim Pk • P y 
tal que es falso 1~ E(Pk) • E(P). k 

11) A(P) es inferiormente semicontinua. 
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en menos que 1/k. Ahor~ esiste una funci6n únioa t!: 

~➔Rn, lineal y biunívoca que da A! como imagen de~- (37, 

31 ahora tk: : Q. ➔Rn es la fUnci6n oasi lineal . que concuer

da en cada ~ con t!, ella define un poliedro Pk. Ahora 

es lim fk(u,v) • f(u,v) ¡ unftbrmemente sobre Q; entonces 
k. 

lim (t,tk) • O y lim Pk • S. 
k k 

Tiene entonces sentido, segdn el Teorema 7, la 

DEFINICION 6. §!!. S yy_ superficie arbitraria ¡, P~ 

ouelguier ,ucesi6n ü poliedros tales gue ;)._im P~ • s. ~-
' k 

tonoes .!!. área, !S.!! sentido il Lebesgue ~ ~ • .!.! define 

~ 

( 25) L(S) • inf. lim.int A(P:) . 
a k 

En conclus16n damos los siguientes teoremas que descri-

ben las propiedades básicas del área lebesguiana de las su

perficies de Fréchét, del tipo de la 2-célula, e inmersas en 

• :aD-. Todos ellos son les naturales extensiones de teoremas 

conocidos para R3 y se expresan con los mismos enunciados 

<37>En efecto, si A!, de vértices x0 ,x 1 ,x 2 tiene por re
presentac16n paramétrina en Rn. 

x • x0+a(x1-x0 ) +6(x2-x0 ), L L O-a+ 6-1 1 

(los puntos de Rn se manejan como el'llllentos del espacio vec
torial de dimens16n n con coeficientes reales), entonces a 

•· 'I 6 se pueden determinar ~ivocsmente como funciones linea 
les en u,v definidas en ~, mediante las seis ecuaciones 
que resultan de hacer a-Q, ~-o, (u,v)=akm; o-1, 5•0, (u,v)• 
bkm y a-O, 5•1, (u,v) • º1cm• . . 
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formales que estos e incluso las demostraciones de aquellos 

oonsti tu yen la calce d.'3 las de estos. 

TEOREMA 8. L(S) !,! independiente dé ~ representacio 

™ paramehrioas de s. 
Pues en la Definición 6 para nada aparece alguna repre

sentaoi6n de s. 
TEOR:EMA 9. L(S} .!! inferiormente semicontinua ~ li -
~ g!_ ~ superfichs de Fréchét. 

Sea l!m 1sk • s. Podemos suponer que L(Sk) L oo. y qua 
k 

lim.inf L(Sk) Loo. Ahora de (25} concluimos que para cada 
k 

k existe una sucesión de poliedros P! tal. que lim P! • 
in 

sk y que lím A(P!) • L(Sk); luego dado 1/k podemos to
ra 

mar un poliedro Pk tal que simultáneamente se cumplan (Cf. 

2). 

y 

tomando k~oo obtenemos lím Pk • S y lím.inf L(Sk) • 
k k 

lim.inf A.(.Pl.C) :::::.. L(S), queilanilo c1emuatr1:h1u el teorema. 
k 

TEOREMA 10. f!n ~ poliedr2, P, !1!; áre~ lebesguiana 

coincide .2..2!!. su área elemental: L(P) '"' A(P). 

En ef~cto, para la sucesión Pk de poliedros que con

verja hacia P y que cumpla lim A(Pk) • L(P) tenemos, en 
k 

virtud del corolario al Teorema 6 
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La desigualdad :f'altante L(P) ~ A(P) sale de ( 25) al 

tomar una sucesi6n de poliedros, con todos sus elementos igu!_ 

les a P. 

TEOR»ü 11P 8} f!!:!. cualquier represéntaci6n t:Q➔Rn 
perteneciente !. !!, ~ K1 , il la supe~f'JQie ar}>i 1;:raria S 

Y.W. 

( 26) L(S) ~ J'J' 1 :X:(u,v)I du dv , 
Qº 

z. !.!, signo il igualdad ~ !l l. ~ !! f !!!_ il., il, ~ 

g,! Redó. 

En e:f'eoto sea cualquier suoesi6n de poliedros P: tal 

que Um Pk:8 • S. Escojamos para cada k una representa-
k -

ción oasi lineal tk : ~➔ Rn. - Aplicando los teoremas l y 

4 se tiene 

lim..int A(P!)•lim.inf'. J'J' 0 IXic(u,v)ldu dv~J'J' IX(u,v)ldud-g 
k k ~ . ~ 

Toman~o int. respecto e !. sale (26). 

En cuanto e la necesidad de la condici6n de la igualdad, 

existen ¡u>liedros Pk con representaciones casi lineales 

respectivas fk: de modo que lím Pk • S y lim A(PJJ .. L( S). 
k k 

Entonces lim J'i' 0 l:X:k(u,v)I du dv • L(S):aj'J' 0 IX(u,v)I du dv 
k ~ Q 

(38)C:f'.[1), 3.18, 3.19 Y 3.20. 
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En cuanto a la suficiencia si los poliedros Pk satis

facen lim pk. s y lím A(Pk)•lim.JjoP,xk(u,T)ldu dv. 
k k k ,: 

J'J' 0 IX(u,v)l du dv, e:ntonces L(S);:. j'J' 0 1X(u,v)I du dv y 
ij Q 

con (26) se completa. 

Corolarios inmediatos del Teorema 11 son el Teorema 10 

(pues toda representaci6n casi-lineal de un poliedro es ob

viamente de la clAse de Rad6) y el 

TEORl!MA 12. !&. condici6n necesaria z. suficiente ,eara 

que !!a!! superficie S fil!!_ ,g!_ .!!!, _Qlase ~ Rad6, !,!! que ~

ll. tl ~ ™- representaoi6n f:Q,➔ Rº ~ cumpla 

i) f ~ g,! !!, ~ K1 

11) L(S) • J'j' IX(u,v)I du dv • 
Q.º 

Esto_~ gue admita~ representaci6n p\!,Y! integral ~l~ 

~ ouincida ™ el área ~ .Leo_~gue de ~ superficie. 
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