SOBRE LA EXTENSION DE LA TEORIA DEL AREA LEBESGUIANA, PARA SU
B PERFICIES INMERSAS EN R%,™

Por E., Valle Flores.

1. INTRODUCCION. El objeto del presente trabajo consis-
te en hacer ver que los resultados més 1mportantes que‘figu--
ran en [l](l), relacionados con la teoria del érees de Lebes--
gue para superficies de Fréchét, del tipo de la 2-célula, su-
mergidas en. R3, pueden genefalizarse hesta superficies del -
mismo tipo, pero 1nmersés en R? (2,. Con la finalidad de fa-
cilitar su lectura y al mismo tiempo darle ocierto cardcter de
unidad, se incluyen en el trabajo, en vez de suponerlos cono-
,cidos, algunas definiciones, resultados, etc.,‘dando las refe
reacias bibliogréficas pertinentes.

En la seccién 2 se daré la definicién de guperficie de -

* Presentado ea un trabajo y uns conferencia, ante la V Asam-
blea Regional de la Sociedad Matemédtica Mexicana, que tuvo lu
~gar en la Ciudad de Mérida, del 6 al 11 de septiembre de 194E£

(1)véase 1a Bibliograffe, sl final del trabajo.
(2)As£ designamos al espacio euclidiano n-dimensional.



Fréchét del tipo de la 2-célula (o célula bidimensional), su
-mergida en un espacio métrico arbiterio. En la seccidén 3 se-
desoriben teles superficies, ocuando estén inmersas en Rn, -
por una ooléooién de n-funciones continuas xi('u,v) de dos va
l;i'abloa reales., Se asocla allf a cada representacién de una-

superficie el vector jacobiano correspondiente a esa represen

M, a saber el vector de componentes b(‘xi,x")/b(u.v)‘. or
deq?dasilexicogréticamente pera 1 &£ J. El tamafio de este --
ve&tor en el espacio vectorial n(an-l)/2-dimensional juega un
importante papel en la teoris del drea de las supe_rricies en

cuestiéh. En las secciones 4y 5 se tratan ciertas superfl
ciés especliales, que constituyen las naturales géneralizacioa ‘
nes der los poliedros y las némadas superficies de clase Kl

y de clase K, por Radd en [1]). Se demuestra en particular -
que el drea elemental de un polisdro (definida con ayuda de -
la férmula de Herén) coincide con la integral &ésica para el
‘drea, de las representaciones casi-lineales de eée poliedro.

Se hace asimismo ver que sigue valiendo el teorema de Youngs

en [2) . La secoién 6 contiene la generalizacién para ’Rn, de
slertos resultados de Mc.Shane y ﬁadé sobre integrales dobles
en forma paramétrica. El resto del trabajo contine la parte-
bdsica de la teorfa del érea de Leﬁesgue para las superficies

en cuestidn.

2. SUPERFICIES DE FRECHET.

Sea Q wuna 2-0é8lula, o imagen homeomorfa del subespacio
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de Ra'

definido por 0 £u <1, 0<£v £1 y consideremos
la totalidad de las run’cionesu) continuas f : Q-»R, donde
R es un espacio métrico arpitrario.

Se define entonces la distancia, en el sentido de Fréchét,

entre dos funciones tales oomo‘4)

(f,g) = inf.méx. d(f(q), gH(q))
‘ H q€q

donde d(x,y) simboliza la distancia entre los puntos x,y de
RyH: Q-§'Q' es un homeomorrismo arbitrario entre los domi-
nlos de f y g.

Dos funciones f y g se llaman equivalentes si (f,g)= 0
y de manera récil se ve que ésta efectivameante es una rela-
c¢idén de equivalencia., Ella induce entonces una particién en
clases sjenas, en el conjunto de todas las funciones conti-
nuas f,

Cads clsse F se llama entonces una superficie fréché-
tiana del tipo de la 2-célula, sumergida en 355) Cualquiera

de los miembros f de wuna clase F, se llama una represen-

tacién de ess superficie F,

(B2 sigue la notacién de Lefshetz [3], Capitulo I, Seo-
cién 2, para las funciones.

‘4)Puede en la igualdad escribirse méx. porque el dominio de
d,  producto métrico de los compacta f£(Q) y g(QR'), es compac-
to, entonces la funcién es ascotsda y "alcanza sus extremos",

(5)31 en vez de partir de Q, lo hubiéramos hecho de cualquier

espacio métrico compacto P, obtendr{amos superficies del tipo
P, sumergidas en R,



El conjunto de todas esas superficiés fréchétianas se -
conviefte en un espacio métriéo general, definiendo la dis-
tancia (F,G) entre dos supefficies F y G como ia distan-
cia(G) (f,gyudonde f es cualquier representacién de F y g
cualquier representacién de G. La métrica de este espacio
de les superficies satisface los axibmas: 10 (F,F) = 0, 20 el
aiioma de simetria y 39 la desiguaidad del triéngulo£7) La

convergencia en este espacio se define como es usual

F,—>F si y solo si (FK,F)—bo.

3. SUPHRFICIES EN R".

En el caso especial en que R sea el espacio euciidia-
no ﬁ-dimenéional.Rn, las funciones anteriores f quedan
descriﬁas por(s)

(1) f :'xi = xi(u,v) : (u,v)eé 23 1=1,2, ..., n;

~ donde cada puntd de R™ se representa por =x=(x%,...,x%) ¥y
las xi(u,v) son funciones continqas de las varisbles rea-
"les u,v,

Ahore como cada supefficie fréchétiana del tipo de 2,

sumergida en R“, queda completamente determinada por su re-

(b)Fécilmente se ve que (F,G) no depende de f y g.
7)0bviamente no se cumple en general:(F,G)=0 d4implica F=G.

d;)?eaagui en edelante las letras 1,j como fndices correrdn



presentacién f, podemos referirnos a ella como
(2) st =xtu,w ;3 (wwmea,
y por consicién llamemos a tal clase superficie a secas, de
ahora en edelante,

'Vamos a asociar a la funcidn (1) una funcién vectorial
de punto (u,v), en los puntos de Q dohde exista, de compo-

nentes
(3) v = oxt,xd) a0, 124,

ordenadas 1exicogréricamente. "Este funocidén tiene, para cadé
puato donde esté definida, valores en el espacio vectoriall
euclidiano n(n-l)/z-dimensional. A este vector lo simboli-
zamos con X(u,v), o cuando no haya confusién, con X y lo

' 1lamamos
vector jacobiano correspondiente a la funcién (1).

El tamafio de X se simbolizard [X| y el producto es-
calar de dos vectores X, Y tales, X-Y,

La funcién

(4) o(X) = |X| = [ﬁ’z‘v (x‘”)?‘] 12

pertenece a la llamada clese de funciones admisibles de las
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n+n(a-1)/2 variables independientes 'xi, s » en el sentido
de Raas!9) |

Si definimos para la transformacién (1) sus magnitudes
fundsmentales de ler., érden, cdmo se hace eﬁ Geometr{a Dife-
rencial, por(lo’ '
E(u,v) = b{; %_x‘; i Fu,v) = %!uﬁ %‘;‘: ; Glu,v) = %5;%17’1

resulta‘Ll%

(5) Ix(u, v = E(u,v) &(u,v) -F(u,m)? .

4. LOS POLIEDROS EN R”.

se satisfscen las tres Siggientes condiciones

(9’cr. 1], 1.2, a saber funciones ¢(x,X) que satisfacen las
condioiones v
1) ¢(x,X),es continue para todos los valores de las va=-
riables x*, xiJ ‘ ‘
11) ¢(x,tX) = te(x,X) para t 20, '
i11) ¢ tiene primeras y segundas parciales continuas para

La condiocidn 1i) expresa que ¢ es positivamente homogé-
nea y de grado 1, respecto a X, .

Taanto la definicién anterior como la de vector jacobia=-'
no de una funcidén, constituyen la natural generalizacién de-
hechos dados por Red$ en [l{.

(lo)COn objeto de simplificar la esoritura, la repeticiédn de
los {ndices n,v indicard contmoeién, con n,v=1,...,n ocuando
80lo figure uno de ellos y con pn<£v cuendo figuren simulté-
neamente, en cada férmula.

(ll)Alli las parciales se calculan naturalmente en el punto-
u,v) y las magnitudes fundamentales quederdn definidas en
08 puntos de Q donde estas parciales existan,



i) Le frontera de Q -es poligono.
ii) £ es buinivoca (y entonces topoldgica)
1i1) Q puede descomponerse en un ndmero finito de
triéngulos rectilineos, en cada uno de los cuales las runcio
pes x l(u,v) son lineales. ‘

En este caso se tiene para f:

, Q= Iy Oy Oysbsy = 0 81 Af A
(6)

b x:l = a{ u + biv"oi , gi' (u,v)GAx .
(12) 14 %
Ak es triangulo y las a,b,c son cons antes.

donde

‘ Entonces el vector Jadobiano de ‘la funcién £ existe
c.d (casi dondequiera) en Q y, en virtud de (5) se cumple
la 1gualdad
(e, ® -2z eh® ()2 22 e of ) o]
para todo punto (u.V)GEAK.

DEFINICION 2., Uns sugerficié P se llamard poliedro,

81 entre sus representantes hay al menos uno f gue sea casi-

linéalsls)

(12j81 A es un conjunto de un espacio R, A° designa su in-
- terior relativamente a R,

,Eli)ngt§ es la extensidén natural de la definicién de Huskey'
4),



Para un poliedro P, con répresentaoién casi-lineal f
dada por (6), cada imagen £(4y) - es un triéngulo plano

8, de lados rectilineos y nunca degenerado (en una reo-

en R
ta o en un punto). Al érea elementsl de un tal,triénsulo,

gue tenga por vértices ;l.xe,x3 en R® 1la definimos 69-
mo(14). '

(8)  Alr(zy)) = 1/2 (a(x;,x,)2 d(xl.xB)2-<x1x2.xix3)?31(2,

donde xy designa el vector en Rn, de extremos x,y.

e ——

DEFINICION 3. EL frea elemental del poliedro P, gcon

reprssentacién casi-lineal (6) es

(9 A(P) = 20, A(£(8)))

La definicién se justifica porque si g es cualquier
otra representacién dé. P (aun cuando no necesariemente casi-~
lineal), se cumple f(Q) = g(Q') ¥y A(P) se definié en tér
minos de le imagen de la funcién r!15’

TEOREMA 1. Para el frea elemental de un poliedro P va
(16) B '

le

fll’cr. Secoidn 2 para el significado de d(x,y).

(15)Eato constituye una demostracién elemental, obviamente
simple de un teorema de Huskey (Cf. S ), 4.4): el érea elemen

tal de un poliedro es independiente de las regresentaoiones
param8tricas particulares de &ste.
Las,integrglqs se toman en el sentido de Lebessue.



(10) : A(P) = J‘J'Qolx(u,v)ldu dv.

donde X(u,v) es el vector jacoblano de oualquier represents
oida cesi-lineal de P. | '

En efecto, tomando en cuenta el ler. rengléﬁ de (6), re
sulta que la demostracidédn se reduce al caso de que Q sea uu
tridngulo. Y para este caso el teorema se prueba directamen
te, usando (7) y (8) y moviendo éﬁizé para simplificar, ese
tridngulo hasta que un lado quede en el ejev u yun vértice

quede en el origen del plano u-v,

| 5. OTRAS SUPERFICIES ESPEEIALES EN R,

DEFINICION 4. Une funcién f se Llamaréd‘l7) de 1a cla-
se ,Kl' ;; satigfece:

| 1) Las garciales de las funciones xi(u,v) existeu c.d.
ea Q. _
‘ i1) Los jacobianos Xij(u,v) son sumables en Q.

Entonces las funciones Xij(u,v)2 son de la clase 1}/2
y témbién 1o es(lB) la,funciég iij Xij(u,v)z. Esto quiere

decir que la integral

(11) JI' 1 X(u,v)] du dv ,
QO

(17)Aquivtambién el nombre y el concepto se deéen a Radé en [if
(18)Véase [5), 24.6.



10

existe y es finita.
TEOREMA 2 (Youngs) 'Poda ugerricie S, tiene al menos

une reprosentaoién t gue es de la clase K,.
omiosTRACION'29) 81 S esté dade’ por'20)

g : xt = yi. (ur,v') ; Q : 0%u'€1, 0%vi¥4y ,

(21)

y w(t), O—tél es la funcién de CAntor , entonces de-

finimos la funcién f:Q.'-)Rn mediante:
£:xtextu,v) = yrwun), wiv)) ,  (w,veq ,

donde (u,v)€Q, ouadrado uniterio del plano u,v. -
Ahora bien f es tamb:lén una’ representacién de S ¥y
/bu =0, bxi/bv = 0 para puntos (u, v) cuyas coordenadas
estén,en el complemento del ﬂdisoonth'mo de Cantor(az); r
satisface las exigencies de la Derinicién 4.
OBSERVACION. Para la representacién f del teorema 2,
la integral (11) vaIe 0. Eéto muestra que' el érea de una

-

(lg)Eseno:lalmente figura en [2].

20):.3 claro que si Q' es cualquier tipo es ecial de 2-cé
lula (por ejemplo el cuadrado uniterio) siempre exIste una
representacién g de la superficie S, con dominio Q'.

(21)La definicidn- rincipales propiedades de la funcidn de
Cantor figuran en { % : ,

'Los detalles pueden verse en [2].
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tsupérficie gg;puede definirse (como muy a ménudq se'hace) me-
diante la integral jjh{zo-rz du dv, donde E, F,G son las
magnitudes fundementales deiAler. érden de esa superfiole;

DEFINICION 5. Una superficie S sé 1l emeréd de Radé (23)
81 entre sus mismbros figura al menos uwno f gue etisfaga..

Ui) f es de clase Kl

. 11) BExiste una sucesidn de funciones casi-lineales

rk.: xt = xi'(u,v) » f(u,v)€Q,

g__ gopverge Qacia t xvggl_ggg

lim.ﬂT (X, (u, v)| du av = Jy‘ (x(u,v)l du dv .
k

All{ naturalmente xk(u,v) es el vector jscobiano co-
rrespondiente a 15 funciéa fy, en el punto (u’v)EEQk donde
.exista. A la runotdn £ que setisfaga i) y ii) la. llemamos
de clase de RadS.

6. GENERALIZACION DE RESULTADOS DE MC.SHANE‘24)’Y RADO
SOBRE INTEGRALES DOBLES,

(23)Introducidas por Radé en (1], 1.19 y 1.26. All{ son lla-
A madas por 81 superficies de la olase K,.

(24)vganse [71,(1] ¥ [8).
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TEOREMA 3&25) Sea Q el cusdrado unitario del plano u-v

Y supongamos gue las fuaciones rk H Q-e»Rn, dadas por

i

(12) £ o= x(u,v) ;  aweaq,

satisfacen las condiciones siggieétes:
| i) £, es de las glase K;
ii) f, es casi lineal para k=1,2, ...

111) £~ uniformemente sobre Q.

Entonces dedes srbitrariameste las constantes a 1'>°2J

Yy siendo Aij =8, 8 21 - elj 217 ‘existe una sucesién de
conjuntos medibles E,CQ tales g__(lo)

1f{m A v du av = ji, A xPY ] .
e J‘J“Ek v Ko (W¥) auav = 76 A XY (u,v) au av

Donde xk(u,v) es el vector jacobiano de la funciédn fk‘

DEMOSTRACION, Pongamos'10)

Tu,v) = &y xBw,v) 5 T(w,v) = ey (e,

(25)Constituye para rA , la exten51on del teorema establecido
para R3 por Mc.Shane (Cf. [7), pdg 829) bajo las hipétesis
adicionales: i

iv) Las funciones X, {u,v) son absolutamente continuas en
la frontera Fg de Q.

v) Se tiene

jfb X§’3 (u;v) du dv =;l/2,f}Q (xz(u,Q)de-x?(u,v)dxa) ,

f las otras dos igusldaedes andlogas. Radd lo generalizé en
secciones 1l y 2, suprimiendo estas hipétesis adicionales,
cr.{1]), 1.28.
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¥(u,v) = ay x5(u,v); Fk(u.j) = a5, tlu,v) ‘;v.

- Tlu,v) = (X, 5)/3(u,v) ;5 Tylu,v) = 2(x,5) Rlu,v)
donde ia segunde columna de ifgusldades se establecs para
k, . l. 2, e ,

Apliquemos ahora el Teorema(as) de le seccidn 4 (pég 74)
de (7] , e las funciones x, ¥, X,, ¥,. Como por célculc di-

recto resulta que

T_.Ap.vx‘;v' Tk-%vxtv’

queda el teorema demostrado.

~ COROLARIO., 3i

.J‘J’Q Apv X‘”}(ﬁ,v) du dv> 0,

. . : _ v,
entonces los conjuntos Ek existen de modo gue Ap.vxp {u, %0
sobre E,. ' :

La demostracién del corolario's partir del Teorema 3, se

{2%) 8] Teorema es (ce.(7]), 12324): ‘

Sea Q el cuadrasdo O0<u£l, 0<v< ¥ supongamos que
las funciomes x{u,v), y(u,v), xk(u,v), yk(u,v) satisfacen
las condiciones: ‘ ' :

: I. Las parciales x,, Xy, ¥y, Yy ©xisten c.d. en Q.

II. El1 jacoblano J = x¥yy=XyyyB83 sumable en .Q.

IOI. Las funclones xi, ¥y son casi lineales en Q.

IV. xplu,v)}>x(u,v); yk]fu,v)—)'y(u,v) uniformemente sobre

Q. _
Entonces si Jy=x, .y, =X, ¥ existe una sucesién de con
juntos medibles Kkkdekﬂ §3p kv ku’ _

J'&k 3 dau dv-—).[‘fQ 7 du av.
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hace exactamente del mismo modo que. en [1], 1.30 (pég 344).

TEOREMA 4. Sesan las fuqciones fk : Qk->Rn talgs que
satisfagan las condiciones siguientes:

i) f, es de la clase K,

ii) 'fk es casi-lineal para k = 1,2, cee

ii1) li.m (fo,fk)

Entonces se verifica(27)

liml.(inf. JT

g

El Teorema 4, fundeamental en este trabajo, es la genera

[ X (u,v)]du av é‘”&,gf lxo(‘u','v)] du v,

lizacién netural del lema 2.6 de Radé en [1) y puede.demos-

‘trarso» calcando i formalmente la demostracién del propio Ra=-
aé, a pai'tir del siguiente lema, establecido isualmente(as)
para RS por Radé.

LEMA, Supongamos gue las funciones del teorema 4 gatis-

)

facen las mismas hipbtesis de este teorema y ademés:

iv) ‘Si q es cualquier cuadrado cerrado C Qg, entonées
existe N(q) tal que qco,; para toda kNN,
v) Sobre cualguier cuadrado cerrado C Qg‘ es
xk(u,v)—>xo(u-,v) uniformemente. ‘
 DEMOSTRACION. Siguiendo el esquema de Rad$, definimos °

para todo cuadrado cérrado q ng,

m’xk(u,v) es naturslmente el vector jacobiano de la funcidén

(28)ge.[1], 2.1.
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V(q) = 1iml.‘1nf. J‘J‘qo 1% (u,v)] au av,

Sea (uo,vo) un pusto de Q, tal que

(12) ‘ X (u,,v,) 'existe.
' ] . (29)
i i
(13) D [J'fqg X J(u,v) du dv](“o'vol - x°-1 (ug,v,).
() | X(uy, v )l > 0.

Las condiciones (12) y (13) se garantizan c.d. en Q,g
en virtud de i) y del Teorema de Lebesgue“o) En virtud de
(13) podemos tomar uan "cuadrado variable" 9, C Qg, eon cen-

tro (\uo,vo) y tal que(sl) si L(qo)—> 0, sea

J‘:lll

% Xéj (u,v)du dv/L(qo)—)XiJ(uo,vo) .

Entonces se cumple( 32)

(29)g4 sigue aqui la notacidén de [1), 1.3l para la deriva=-
cién de las funciones de cuudrados, en el sentido de esa . mis
ma referencia, Iguslmente se hace uso de los lemas gue all
figuran., Ls derivada se calcula en el punto (uo,vo)

‘3°’cr.[9], teorema 6.3, pég. 118.

(Bl)L(A) designs la medida lebesguiana bidimensional del cog
z1un'c,o mediable A.

5‘?)IX‘:,(uo,\ro)I 13 designa para X ¥ 0, la derivada b|x°|/bxg‘1,

valuada en el punto (u_,v_). Pars puntos donde X = 0, el -
anterior sfmbolo se defin® como 0.
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JF x%v(u,v) be(“o'vo)l du dv

nv
(15) qo L( qo) —->|X°(uo,vo‘)] »

cuando L(qol-ébo.
Ahora por (15) y (14), q, puede tomarse suficientemente

pequelio para que

(16) , ffqo X};v (u.v)IXO(\AO.vo)lIW du dv A 0

y k puede tomarse suficientemente grande pera que Xk(u,v)

esté definido en q,- Pongamos en el Teorema 3:
ai+* X (u_,v )l'l(bxi/bu) s 8., = (axj/aQ) .
117 "%o'%or Yo _ / (ug,vgy) * 72 (ug,v,)

Existe, por el corolario de ese teorema, una sucesién

E, de subconjuntos de Qs medibles y tales que

(17) Un [y X (u, VX (ug, ), du av =

- Jyho xgv(“’v)lxo(uo’vo)|pv_du dv
y que, en vista de (16)
(18) g7 (0, K (ug,vo)l,, >0, (v,v) €B .

Pongamos ehora ik(u,v) = Xk(u,v) para (u,v)GEr,K y
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fk(u,v) = 0 para (u,v)eqo-Ek y tendremos para (u,v) o.d.

en q, Yy k suficientemente grande,

S v

(19) ka(u,v)l = (1-3) ﬂ; (u,v) |Io(u°,v°)|p’v .
donde & N 0 es arbitraria. En efecto, para puntos en los

- = ‘
que X = 0, se tiene )[k'1 = 0 y entonces i‘év(u,v) |x°(u°,v°l'w
= 0, cumpliéndose (19) en este caso ya que el tamafio de todo
vector X es >0,

En el caso restante ik 0, es (u,v)EE  y ellf
fk(u,v) = X (u,v) con lo cuel fij(u,v)-xi‘j(u,'v) y consi-
guientemente, en virtud de (18), -ai};v {u,v) |X°(u°,v°]pv4 0.

- Ahora por célculo directo se comprueba

X, -X 2
N | K, v %o | v .
1T )= 3 15 /150 %7 1xl + TV Ix (uge vl -
As{ en este caso restante queda también probada (19) ya
que el ler. sumando del 2o0. miembro es > o,
De (19) sacamos, integrando sobre q, ¥ haciendo k-»ax,
V(q.) = Um.inf. j _ | X (u,v)]du av21im.inf. /) [T (u,9]audv
o) = Mmint. Y, 1l RN L
A (7. v
2 (1-3) li.ml.(inf. J‘J‘qg Xi (u,v)lxo(uo,vo)lp‘v du dv

2 (1-3) lim.inf.' J'J’Ek X‘iv(u,v) 'xo(“o’vo)l'pv du dv
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2> (1-35) ..['J‘qg X‘év(u,v) 'xo(uo'vo)lpv du dv ,

en virtud de (17). Consiguientemente, gracias a (15)

1im  ¥(q,)/L(q,) 2
L(g )}->0 1o/

(1-5) 1im —-(l'—,-J"‘f x};v(u,v)lxo(uo,vo)lﬁv du dv

> 1X(ug,v,)l -

Hemos demostrado entoncea‘ 29)
(20) D $lug,vo) 2 X (uy,v)l , (ug,v,) o.d. en Q7 ,
pare |x°(u°,vo)' > 0. También vale (20) para Xo(uo,vo)-o

ya que la derivada inferior de V¥V es siempre 20,

Apliquemos ahora a las funciones lxk(u,v)| y ¥(q) el Jeéna(33

(35)gs a1 siguiente (Cf.[1), 1.34, pég 345):
Sean en el plano u-v gsimplemente conexas y acotadas las
regiones de Jorden Q, k = 0,1,... y sea q;klu,vi sumable en

Q:. Supongemos gue para cualguier cuadrado cerrado qCQg
83 qC Qg para k suficientemente grande. Por dltimo su-

pongemos gque pera la funcidn
Ha) = 1im1.(inf j"pq q’k(_u’v) du.dv,

se cumple en (u,v) c.d. en Qg la desigusldad,
| D ¥(u,v) 2 o (u,v).
Entonces se concluye gue
lim.iaf. jS 4 ¢ (u,v) dudv2 £ 9. (u,v)du dv.>
k Qg k ’ Qg o ’

En nuestro ceso ponemos, al eplicar el lema or(u,v)= |Xx(u,v).
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1.34 de Rad6 en [l] ¥y quede entonces completa la demostra-
cién,
reoREMA 5'34)  Supongamos que les funciones f:Q->R® ,

g:Q1—>Rn satisfacen las condiciones
1) £ y e son de la glase de Red$ (Cf. Definicién 5).
11) (f,g) = 0. (Cf. 2).
Entonces se cumple

(21) fJ‘Qo 1X(u,v)]du dvl‘- JI . 1Y(u,v)|du av .

o
Y

Doﬁde !Y: es el vector jscobiano oorrespohdiente a g

‘ La demostracién se hace siguiendo el molde de la de Ra-
dé y solo la esbozamos para completar. Por i) existe una su
cesibda de representaciones casi-lineales 'fk:Qk—>Rn teles

que 1lim (rk,r) = 0 y que
k
lim Jf o X (u,v)|du dv = JI o’|x(u,v)| du dv .
k & Q
Pero oomo 1im (fk.s) = 0, tenemos, aplicando el Teorema 4,
: k

fo°|x(u,v)| du av>/  |¥(u,v)|du av .

ot

La restante desigualdad se demuestra en forma andloga.

(34)Constituye le calca, para RY de (1), 2.8. Todo lo que si
gue del trabajo es ya pura aplicacién formel de lo contenido -
en [1]. Se repite el detalle solo en vias de claridad.
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‘ Si tenemos una superficie S de Rad§, la integral
Jjbélx(u,v)ldu dv del tamafio del vector Jacobiano de cual-
quiera de sus representaciones f : Q—e>R§ que sea de la cla-
se de Radd, es gsiempre la misma en vista del Teorema 5. ZEsta
integral es entonces una funcional de la superficie S. La

llamamos la integral clésica de S, y la representamos por
(22) I(S) = Jygplx(u,v)ldu dv .
Para los poliedros P (que obvismente son superficies

de Radd) hemos demostrado (Teérema 1) que su integral clési-

co coincide con su 4rea elemental:

(23) | I(P) = A(P) .

TEOR®MA 6'37) La funcional I(S) es inferiormente semi-
continua en la oclase de las superficies de Radé. - '

Esto es, si Sk es cualquier sucesién de superficies de

Redé, con lim. Sy = S,, entonces se cumple
k .
(24) lim.inf. I(S,) 2 I(S) .
, K

Porque para cada k existe una sucesidén de poliedros

P

m bales aque lém Pyw ® S¢ ¥ que 'léé I(Pkm)=l£§ A(P,) =

._(35)contenid§, para R’ en (1], 3.5.



21

= I(Sk).‘ Podemos entonces sacar una subsucésién de polie-
dos P* tal que 1fm PX =g v que 1fm A(P¥) = I(S,). Apd
camos el Teorema 4 § obtenemos 11m.1n§. A(Pk)ib I{sS). De
aqui sale (24). €

coroLarTo 36) El frea elemental de log poliedros es una

7. EL AREA LEBESGUIANA DE LAS SUPERFIC%ES EN RR.
LN
TEOREMA 7. Le clase de 1los poliedros es densa en el es

pacio de les superficies de Fréchét,
En efecto, para la superficie arbitraria S tomamos una
represéntacibén  f : Q-€>Rn, en la que el dominio sea el cua-

drado unitario(ao) de R2. Ahora para el nimero natural ar- .

2 tridngulos redtéﬁgulos

bitrario. k descomponeﬁos Q en 2k
Ai (mn =1, ..., 2k2) congfuentes, de catetos paralelos a los
ejes coordenados y con hipotenusa de pendiente 1. Para los
vértices 8ym> bkm’v°km' los puntos f(ay.), fib ), fle, )
determinan en RZ un triédngulo plano bidimensional l\i. Si
éste resulta degenerado, lo substituimos por otro tridngulo

no degenerado y cuyos nuevos vértices disten de los antiguos

‘36)Fréchét demuestra en [10], de una manera ten elemental co
mo elegante,_las dos propledades sigulentes de A(P), para po
liedros de R/,

i) A(P) es totalmente discontinua: Para cada poliedro
P existe una sucesién de poliedros Pk con 1lim Pk =P vy
tal gue es falso l{.’m E(P.) = E(P). k

ii) A(P) es inferiormente semicontinua,
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k

en menos que 1/k. Ahora existe una funcién tnica e

k
m

81 ahora f, : Q—>R" es la funcidn casi l‘:lneal_que concuer=-

Aﬁ-—)Rn, lineal y biunivoca que da A _ como imagen de Ai.(”’
de en cada Aﬁ con t:, ella define un poliedro Pk' Ahora
es 1lim rk(u,v) = r(u,v); uniformemente sobre Q; entonces
lim (g o) =0 ¥ 11m P, = S,

Tiene entonces sentido, segﬁn el Teorema T, 1a

DEFINICION 6. Sea S una superficlie srbitraris y P} |
cualguier guceéién de poliedros tales gue ;ém Py = 8. Ea-
tonces el drea, en el sentido de Lebesgue de S, se define

- gcomo

(25) " L(S) = inf. Iiml.(inf A(Pi) .
. a

En conclusién ;iamos los siguientes teoremss que descri-
ben las propiedades\bésicas del 4rea lebesguiana de las su~
perficies de Fréchét, del tipo de la 2-célula, e inmersas en
kRn. Todos ellos son las naturales extensiones de teoremas

conocidos para R3 ¥ se expresan con los mismos enunciados

m)En efecto, si A me 9 vértices X,»X;,X, tiene por re-
presentacién paramétrina en R _
X=X -m(xl-x ) +5(12-xo), 0€0+85 % 1,

{los puntos de R® se mane jen como elementos del espacio vec-
toriel de dimensién n con coeficientes reales), entonces o
“y 8 s8e pusden determinar ug:[vocamente como funciones linea
les en u,v definides en A,g , mediante las seis ecuaciones
que resultan de hacer o=0, {u v)=akm, o=1, 5=0, (u,v)=
by ¥ 00, 8=1, (u,v) = Chm® . »
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formeles que estos e incluso las demostraciones de aguellos
constituyen le calca do lss de estos.
TEOREMA 8. L(S) es independiente de las representacio

nes garamétricas de 8,
Pues en la Definicién 6 para nada aparece alguna repre-

sentacién de S,

TEOREMA 9. L(S) es inferiormente semicontinua en la -
clage de las éugerficies de Fréchét. |

Sea limla = 3, 'Podemos supoaer que‘ L(SK)‘z 00 .y qus
1Im inf L(ok).d 00. Ahora de (25) conclufmos que para cada
k existe una sucesiéﬁ de polledros P: tal:qne lim P =
K); luego dado 1l/k podeﬁos to-
mar un poliedro Pk tel que simultédnesmente se cumplan (Cf,

S, ¥ aque lim A(PK) - L(s

2)0

1 ; 1
(Pe,S) £ £ v |Lis)-AlRY)| 2
tomando k-—>00 obtenemos limP =3 y lim inf L(Sk) =
lim.iaf A(PK).— L(s), queadndo demustrauo sl teorema. V
K

TEOREMA 10, Para un poliedro P, su frea lebesguians

goincide con su drea elemental: L(P) = A(P).
En efécto, para la sucesibn P, de poliedros que con-
verja hacie P y que cumpla 1lim A(PK) = L(P) tenemos, en
. k

virtud del corolario al Teorema 6

AlP) £ 1in, iaf A(R) = 1fm A(P,) = L{P)
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La desigualdad faltante L‘(P) < A(P) sale de {25) al.
‘tomar una sucesién de poliedros, con todos sus elementos igua
les a P,

reormdA 11¢38)  para cualguier representacién fr:Q—>R"

perteneciente a la clase K,, de la superficie arbitrarie S

vale

(26) L(s) > ffeo [X(u,v)| du av ,
Y el gigno de igualded vale si y solo ﬂ I es de la clase
de Radd. |

En efecto seg cualquier suoesién de poliedros Pﬁ tal
que 1lfim P; = S, Escojamos para cada k una representa-
" .
cidn casi lineal rk H Qk—> R%. - Aplicando los teoremas 1y

4 se tiene

1fm,inf A(PY)=1im.inf. S
K k

@ I X (u,v) |du dvéffqol X{u,v)| du aw

' Tomando inf. respecto a a sale (26).

En cuanto a la pecesidad de la condicién de la igualdaed,
existen pnoliedros Pk con representaciones cas; lineales
respectivas fk

Entonces lhi:m fd‘qg lxk(u,v)l du av = L(S)=fJ‘Q°|X(u,v)I du dv

de modo que 1im P, =3 ¥y 1{m A(Py) = L(3).
k k

(38)6e.[1], 3.18, 3.19 ¥ 3.20.
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y linm fk = f. T satisface entonces las exigenclas de la
k :
Definicidén 5.
£n cuento a la suficiencia si 1os poliedros Pk satis-

facen 1lim P, =S5 y lim A(P, )-lim JJ‘ |xk(u v)ldu dv =

Jj‘ Ix(ukv)ldu dv, entonces L(q),.,ﬂf olX(u,v)|du dv y
con (26) se completa, _
Corolarios inmediastos del Teorema il son el Teorema 10
(pues toda representacidén casi-lineal de un poliedro es ob-
viamente de la clase de Radé) y el
TEOREMA 12. La condicién pecesaris y suficiente para

que uné superficie S sea de la clase de Radd, 8s gue sdmi-

ta al menos una representacién f.Q—€>R gue gumpla
i) f es de la glase K;
i1) L(9) -‘ﬁT |X(u v)| du av .

Esto es gue admita una representacidn cuya integ;al cla

sica cuincida con el frea de Lenesgge de ssa superficie.
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