SOBRE LA SUBSTITUCION DE LAS VARIABLES FUNCIONALES EN EL
CALCULO FUNCIONAL DE PRIMER ORDEN.
Gonzalo _Z.ubi eta R,

En este artfculo se 'desarvrolla"n‘ métodos que permiten
der una formuleocién correcta de_las“reglas ds substituoién
‘parg variables proposicionales y funcionales 'del cdloulo
funeionel de primer _ordeh.. Algunos de los resultados fus-
ron ya expuestos en la VI Asemblee Regional de Mateméticas

‘que se celebrd en Veracruz, a principios de mayo pasedo.

1. FORMULAS,

Aunque los razonamientos que signen no dependea del
sistema partiqu;ar_ ds "potaoién que se einple,e, séré gonve-
niente tomar alguno a modo de 11uatra_§16n. Les térmulas de A
este gsistema sve construirédn a partir de los siguientes’ ele
mentos: variablesb 'pr0p05101onales, 'p's 'q'y..., variables
.funcionales, °'f', *g', *¢°*', "¥',.,., ; variables individus
les, 'w', 'x', 'y',.'2', ... . Las férmules elementslss se
éonstruirép' como de costumbre y adoptaremos la no-con junddn
'y. cuantificacién universal (de variables individuales) como

mediocs de eomposi-cién.'
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‘Las férmukas gerdn:designades -con letras latinas mayis
seulas vy :les varidbles :individudles -con letras. grisgas mindg
reulas. La:no-conjuncifnide:les fébrmulas ‘A:y'B -~ase ‘desigaa
-ré ccon:él :sfmbolo ‘'A/B'. La cuantificacibn de ls férmula
‘A irogpecto :a la variable individusdl ‘o ‘se denctard son
T{otyhe,

‘Decimos que _dog Térmulas:gon de composicibn semsjente
:8i ‘emibas son -elemertales, o anbas :son - no-gonjunciones o
ambas rgon cuantificacicnses,

‘Nota. ‘Taembién usaeremos la no-conjuncidén como una ope-
“racibn biparie ‘definida -entrs valores de “verdad, por medio

‘de Jla tabls ‘siguiente:;
F/V= F V/F = .F/T = F/F =7V,

‘Una propiedad ge llama hersditaria si le tienen 1as ng
conjunciones y cuaatificaciones de TéHrmulas que la tiensa.

Supondremcs gue la construccidn de férmulas astd basg
‘48 en low primeipics sigulentes:

l.l. 81 4 v B son firmulas y o @3 uaas veriabls ip
dividual, entonces scn férmules A/E v {o)A.

1.2. {Pripecipio de induesidn)}., Una propiedsd heredi-
taria que perteopeas a las Fdrmulas slementales, psriensce a
todas lss férmulas,

Lo B \éRepreseata@ién ddical. Uza misme férmula no pue

de ser de 405 ownposicicnes no semajantes. Ademéds, si (o4
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= (?)B gantonoces o= ¥ A=B; ysi A/B=A"/B,
sntonces A= A° y B= B,

(rfl qus una férmule po pusde ser d2 doa ocmpesiociones
no-gamejantes guiere decir que no puede g9r, por ejsmplo, uo
sonjuncién y cuantifiocacidn & ls vez.)

Las componentes de una f8rmula se definen por iaduo-
cién, Una férmula elemental tiens por componente dnica le
misma férmula. Les ocomponeates de A/B sgon: A/B y las
componentes de A y las de B, Las componentes de (&)A
son: (X)A y las componentes de A,

Las dos propiedades sigui entes se cumplen para A ele
mental y son hereditarias.

(1) Si M es componente de A, entonces las componen
tes de M son oomponentes de A,

(2) Si las ocomponentes elementales de A tienen una
propiedad hereditaria P, entonces A tiene le propiedad 2

Cambinando (1) y (2), tenemos:

Teorema I, Cualquier propiedad herediteris que perte-
nece a las componentes alementales de una férmula, &s ocomin

a todas las componentes de la férmuls,

2. SUC ESTIONES.

Vamos & considerar dnicamente sucegiones finitss y una

sucesidn nula (que no tiene elementos), A las presencias
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de elementos en una sucesidén les llamaremos lugares. la
longitud de una sucesifn es el nimero de lugsres ep lia su
cesibén. La sucesién nula tiene longitud cero,

La concatenacidn de las sucesiones u y v es lsa sucg
8ién u~v que se obtiene colocande primers u y a con-
tinuvacidn v.

S1 u es la sucesidén nula y v s una suoesién cual
quiera, tendremos u”Tv = ¥y"u = v,

Para las longitudes ss tlene la propiedad
(2.1) long(u~v) = long u + long v

Si u es una sucesidén y o un elemeato, u- & es la
sucesidén que se obtiens de u suprimiendo los lugeres éue
& ooupa en u. Si o gno figura en u, u-x = u. Si to
dos los lugares 4de u sSon ooupados por of , u=o2 &8s 1la
suceslén nulsa.

Si u es una sucesibén de le loamgitud de s5- x , desig
naremos con ‘u, ' 1la sucesidn que se obtiene de u interoa
lando x en los lugares que ot ooups en 8. — Es deeir,
u, contiens x en los lugares uUs en 8 ocupa &« , ¥
sl ds u,  se guprimsn sstos lugeres se obilene - u,

Une sucesién ds szimbelos le designaremos poniéndola en
tre paréntesis, Por ejemplo, (xxyz)—(xzzwyw)=(zxyzxzwyw) :

(xzwyw) - 'w® = {zzy}.
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Ds partioular interds es la sucesibn s{A) de ums fér
mula A, la que consta de lss presencias libres de varia-

bles individuales 'en la fdrmula, en el ordsn gon que apare

‘cen en A, Estas sucesionss tienen las propiedades siguien

tes:
(2.2) s(A/B) = s(a)~s(B)
(2.3) s((x)4) = s(A) -,

Usaremos &1 simbolo ‘'a(M)' pera referirncs & una su-
e¢esibn arbitraria de la longitud de s(M)., La sucesién
a(M/N) 1la descomponemos en dog partes a(M), a(N), de las
longitudes de s(M), s(N) respectivemente, y tales que
a{M) " a(N) = a(M/N). De la suessibén a((o)M) se obtiense
la sucesida ax(M) intercalaendo el elemento x en los lu-
garss que o ooupes en s(M).

Un sistema de valores de uns clase T para la sucesién
s(M}) es una sucesién a(M) que se obtiene de s(M) subs-
tituyendo cada variable, en todes los lugarses que ocupa en
8(M), por uan elemento de T.

Dos sistemas de valores a(M) y b{N), para s(M) ¥
8(N), respectivaments, se lleman compatibles, si las varia-
bles comunes a ambes sucsesionss son substituidas de la misma

Bnepera,



3, ANALOGIA.

La armadura de uns férmula es la expresidén que se ob-
tiene de dicha férmuls substituyendo por la letra 'P° cg_.
da una de las presen@ias libres de varisbles individuales
en la férmula.

Decimos que A y B son andlogms, A==B , si sus ar-
maduras son veriantes alfabétices le uns de la otra .

Podemos oceracterizar ls analogia como una relseidn ds
squivalencis {reflexive, simétrica y fransitiva) eatre fér
mulas; sujete a las condicicnes sigul entes:

3.1. 81 A==B entonces A y B son de composicidn sg
mejante y 1leng s(A) = lomg 8(B).

3.2, A/B==A°/B° si, y sblo si, A=sA° y B==B’,

3e30 (es)A'::-(P)B 8i, y s6lo si, A=B y ™ oocupa
en s(A) los mismos lugares que § ocupa en s(B).

Por inducecién se demussira que basta definir una relg
0ién de snalogia entre férmulas elensntales para- que ésta
se extienda s todas las férmulas. Lo més patural es sonsi
derar como agsdlogas, férmules elementales que t.iénen la mg
nma .armadura, como °‘fzy?, "fyy', ocuya armadura comin es

fPPY,

%
Para le definioién de variente elfasbética ver Quine, Math.
Logie §21.



4. INTERPRETACION.

3

En lo sucesivo consideraremos un conjunto no vacio
de elementos ocual esquisra,

Una funcidn proposicional de grado n (n=>0) en T
@3 una correspondencia f que a cada sucesién u, de lon
gitud n, de elementos de T 1le asocia un valor de verdad
fu. |

Una interpretacién [ de la férmula A en el copjun
to T asocia m cada ocomponente M de A wuna funeién pro
posicional en T, I‘M , de grado = long s(M) y con las
propiedades siguientes:

4.1, 81 M=N eantonces rM = rNQ

4.2. Para toda sucesién a(M/N) de elementos de T,

N atwm) = Ty a0/ T atm.
4.3. Dada uns sucesién a{(a)M) de elementos ds T,
r(o()M a({xX)M) = Vv 31, y sélo si, FM ax(M) = V, para to
da x de T.

De 4.2, 4.3 e inducolén resulta que, en una interpre-~
racién, les funciones asociadas a las componentes elementsa-
les determinan las funciones asociadas a las componentes reg
tantes. Por otra parte, si a cada componente elemental M
de una fdérmula se le asoocia una funcién propcasicional T

M
de grado = long s{M), de menera que a componentes elements
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les ansloges les corresponda le misms funcibn, y ai se ex-
tiende ests correspondencia a las componentes restantes de
la férmula por médio de las condiciones 4.2 y 4.3, entonces
se obtiene una interpretacién de la férmula, La demostra-
¢ién se¢ basa en la anterior definicién de interpretacidn. y
en la uniolded de representaciédn de una férmula,

(Un sistema de valores de T para s(M) es, por defg._'
niecién, una sucesién a(M) de eclementos de T, ~obtenida
de g{M) por sub;tituoién),

Decimos que la férmule A es vélida en el conjunto T
8l, para toda interpretacidn T @ae A en T y todo siste
ma a(A) de valores de T para s{A), se tiene FA a{A)=V,

5. OPERACIONES REGULARES,

Si ‘'fxy' se reemplaza por '¢ xyxz' entonces:

*fyx' se substituye por '¢yxyz'

TPxwt! ® " " '¢mz'
tPyys W o L] qq,yyyzv
Yozt W " ” |¢xzxzo

e a4 & 8 e ® o

La operacidén que nos permite pasar de la sucesién de 1la
primera férmule a ls de la segunda, esto es, la que transfor

ma (xy} en (xyxz), etc., es un ejenplo de operaciéa regu-



lar,

Un segundo ejemplo lo tesemos al substituir 'gxzyz' por
"Yxyy*. En este caso 'gxwz' debe substituirse por ‘yzww:,
‘gxyw' por ‘Yxyy'!, etec.

Las operaciones regulares pueden caracterizerse como
sigue: »

Una operacidén reguler R de longitud n transforme
sucesiones u de longitud n en sucesiones Ru de longi-
tud constante. As{, de las operaolohes anteriores, la pri-
mera o9 de lopngitud 2 y la segunda de longitud 3.

Una operacidn regular R easoéia a cada lugar de la su
cesidn original u, ocero omés lugeres de la sucesidén trang
formada Ru. Esta correspondencia estd determinada por R
¥y 80 depende de la sucesidn particular u que se considere.
Ademés, un lugar de Ru no puede gor correspondiente de dos
iugares distintos de u.

Para tode operacién regular R y toda susesibén u de
ls longitud de R, el elemento que ocupe algdn lugar de u
ooupa los lugares correspondientes en _Ru. Puede obéervara
se esto en 108 dos ejemplos anteriores. Lo operacién del
primer ejamplo asocia &l primer lugar de la sucesidén origi-
nal, el primero y tercer lugar de la sucesidn transformeds,
y al gsegundo lugar de la originel le asocie el segundo de 1=
transfcnnage. Le cperscibn del segundo ejemple asocia al

tercer luger de la sucesidn origimal cero lugares (ningfn
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lugaer) de la transformada.
A los lugares de Ru que no son correspondientes de al

gin lugar de u, les llemaremos lugeres sobrantes respecto

a R.

La operscién R asigna a cada lugar sobrante un elemepn
to llamado parfmetro de tal menera qe en la sucesidn trans-
formada cada lugar sobrante es oocupado por el pardmetro res-
pectivo independientemente de cudl sea 1la sucesidén original.

En 1a operscién del primer ejemplo anterior, hay un lu-
gar sobrsnte, que 6s 8l cuarto lugar de la sucesidn tramsfor
mada, y el parémetro es °z'. En el segundo ejemplo no hay
lugares sobrantes, 7

La concatenacidén de les operaciones regalares R y S
es una operacién R~™S que tiene por longitud la sume de
las longitudes de R y de S. R™8 se define 'de tal mecdo
que, para toda sucesién u—v, donde u tiene la longitud

de R y v tlene la de 3,
(5.1) (R™8) (u~v) = (Ru)~(Sv).

Se demuestra que RS "es rsgular, haciendo correspon-
der a sada lugar de la primera parte de u~v los lugares
de la primera parte d¢ Ru~™3v esociados por R, y a cada
luger de la segunda parte de u~—v, 1los lugares de la segun

da parte de Ru~™Sv ascciados por S. A ceda lugar sobran-
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te de la primera parte de Ru~Sv, R~S 1le asignaré el pa
rémetro asignado por R, y a oada luger sobreante de la se-
gunda parte, RS asociard el parémetro assignado por S.

Consecuencia de lo esnterior es que los parédmetros de
R™S son los pardmetros de R y los parémetfos de S,

Para cualquier cperacidn regular R Yy cualquier suce
sién s de la longitud de R, definimos (R,s,) como
la operacidn que se obtiens de R suprimiendo en la suce-
8ién original los lugeres que o ovcupa'en 8- y supri-
miendo en la sucesidn transformada los lugares correspon-
dientes.

En otros términos, (R,s, o) es una operacién de la
longitud de é-ot tal que si v es de la longitud de s
¥y u se obtiene de v suprimlendo los lugares que & ocu=- -

pa en 8, entonces

. (5.2) (ﬁ.s.a)u se obtiene d¢ Rv suprimiendo los
lugeres ocorrespondientes, segin R, & los qize o oocupa en

Se demuestra que (R,s, ) es regular, haciendo co-
rresponder a ceda lugsr de u, situsdo en v, los luga-
res de (R,2,o()u, sgitwdos en Rv, asocclados por R; y
asociando a cada lugar sobrante en (R,s, o™ )u, situado en
Rv, el parémetro asignadb por R.

Como copsecuencia, tenemo3 que los pardmetros de
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(R,s, ) son los pardmetros de R.

Teorems II. Si u es una sucesidén de la longitud
de (R,s,o) y si u% 'se obtlene de uw intercalando el
elemento x en los lugares que Bcupe en 8, enton-
ces Rux se obtiene dg {R,s,*)u intercalando x en
los lugares correspondientes,

Demos tracién.- Por hipétesis, x oocupa en uy 165
lugares que © ocupa en S Yy sl se suprimen en u_ es-
tes lugares se obtiens u. Por ser R regular, X oocupa
en Rux los lugares correspondientes a 1os que o ocupa
en s, y, por definicién de (ﬁ,s,cx), al suprimir estos
lugares en Ru_, se obtiene (R,s,cx)u;

Decimos que la operacién R’ se obtiene de la opera=-
cién regular R al asignarle un sistema de valores a los
parémetros de R, si R" es de la longitud de R y si,
para toda sucesidén u de la longitud R, R'u se cbtiene
de Ru substituyendo los parémetros, en los lugares sobran
tes, por sus valores respectivos en el sistema, |

9e prueba que R° es regular, asocciéndole = cada lu-
gar de u los mismos lugares de R°u que le asocie R, ¥
asocidndole 8 cada lugar sobrante de R°u el velor, en el
sistema, del perédmetro asignade per R,

Si (R™S)° se obtiene de R~S asignéndole un siste
ma ds valores a los pardmetros de R™S y si R’ se obtiesne

de R ¥y S° d8 S5 asigzndndole a los perédmetrog los mismos



valores, eatonces
(5.3) {R—38)* = R*—~8°

En efecto, si u~v es une sucesidn tal qQue long u =

long R y long v = long S, entonces, por (5.1}):
(R™3) (u—v) (Ru) —(Sv)

81 substituimos los parémetros, ea 1los lugares sobrantes,

por sus valores, teaemos
(R=8)" (u~v) = (R°u)™(S7v).

Otra propiedad importante es la siguiente:

sf (R,s,x)}’° se obtiene de (R,s, ™) asignéndols un
- gistema de valores a los parémetros de (R,s, ) y si R’
se obtiene de R asignéndole los mismos valores & los pard

metros, eatonces
(5'4) (Rps, 0()' = (R'bs’ d)'
Demcstracibn.- Sea u una sucesidn de lz longitud de

(Rys, ) y ¥ wuna sucesidn de la longitud de R de la

cual se obtiene w 2l suprimir los lugares que o Goupa
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en s. Por (5.2), (R,3,>)u se ootie.ne de Rv suprimien
do los lugares correspondientes a 10s que © ocupa san 3,
Substituyendo los parémetros, ea los lugares sobrantes, por
sus valores, tenemos que (R,s, )’ u se obtiene de R’V
suprimiendo los lugeres correspondientes e los que © ocupa
en s, Luego (R,s,x)” u= (R°,s, &) u.

La opsracién idéntica de longitud n, es decir, aque-
lla que transforma en si misme cada sucesién de longlitud n,
es una operacibn regular sin elémantos sobrantes, ‘Esta ope
racibn agsociz a cada lugar de la sucesidn criginsl el mismo

lugar en la tranafcrmada.

6. CASOS PARTICUILARES DE UNA FORMULA.

Para que la férmulas B pueda considerarse como un ¢é-
80 perticular ée la férmula A, cada compcneate M de A
debe temer su represeptante M° en B, de tal mansra que
las M° sean entre si como las componsntes que representan,
es decir: le representants de A debe ser By s8i M° es
la represeantente ds M y N° 1la de N, entomces la reprs
septante do M/N debe ser M°/N° y la representante ds
{ot}M debs ser (O4)M°,

Adenés, cade lugar de 3{M) debe tener sus represen-
tantes {cero o més) en 5(M°) de mepmsrs gque la variebie

que coupe dieho lugsr en 8{M} ocuperd los lugares corres
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pondientes en  s(M°}. Esta correspondencis define, para cg
da componente M de A, una operacién regular [M] que
transforme s(M) en s(M°). De esta manera, al darles va-
lores a las verliables proposicionales y funcioneles en B,
la matriz gque se obtiens de cada componente M’ de B, y cu
yos términos forman la sucesién s(M°), define una rela-
c¢ién sntre los términos que son correspondientes de términos
de 's(M), relecibén que depende de los parémetros formados
por los téfminos restantes, Estas relaciones deben ssr en-
tre si como las que, en términos de s(M), expresan las ma-~
trices obtenidas de las componentes M al darles valorss a
las variables proposicionéles y funcionsles de A.

Por 10 mismo, si M=N en A, entonces las matrices
obtenidas de M’ y N° al darles valores a las variables pro
posicionales y fuacionales de B. deben expresar la mismas
relacién en los términos de s(M°) y s(N°), respectivamen
te, que son correspondientes de los de s(M) y s8(N). Para
ello debe tenerse: i) M°=N" ; 1ii) los lugares correspon-
dientes en s(M°) y s(N"J =2 un mismo lugar de s(M) y s(N)
deben coincidir; iii) finalmente, los lugares de s(M°) ¥
3(N’) que no sean correspondiesntes de algin lugar de s(M)
y 8(N) , deben ser ocupados de la misma menera. T-3 gondi-~
clones contenidas en ii} y 1ii) equivwalen.a suponer qus
[u} = [n].

Por otra parte, si M/N ‘ea componeate de A, la matriz
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que se obtiene de M°/N° al dar valores a las variables
proposicionales y funcionsles de B, debe expresar una re-
lacién, en los términoé correspondientes a los de  s(M/N),
que see equivelente a la no=-conjuncidén de la relaciédn que,
en los términos de 8(M’) correspondientes a los de s(M),
expresa ls matriz obtenida de M° y la relacién que, en los
términos de s(N’) correspondientes a s(N), express la
matriz obtenida de N°. Por consiguiente, M/N] = M]—~N).

Finalmente, la matriz_obtenida de ()M’ debs expre-
- sar una relacién en los términos de sz((x)M°) correspon-
dientes é los términos de s((o)M), que sea equivalente a
la cuantificacién, en los términcs de sa(M°) correspondien
tes & los lugeres que o ocupa en s3(M), de la relacidén
que, en loé términos de s(M°) ocorrespondientes a los de
a(M), expresa ia matriz obtenida de M. Es decir, [(o)M}=
(M],s(M), &),

Las consideraciones anteriores conducen a 1la siguiente

derinicién.

Definicién. La férmula B es un ocaso particular de -

la férmula A si a cada componente M de A 1le correspon
de upne componente M° de B ¥y upna operacién regular [M]
que transforma 3(M) en s(¥°), con las propiedades sigulentes:

6.1. A°= B, (M/N)° = M*/N°, ((cX)M)* = (x)M°,

6.2, Si M=~N entonces M°~N° y ([M] = IN].

6.3. [(M/N] = (M)~ [B].
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6.40 [e)M] = ([M],s(M), ).

De este dePiniclén se cbtienen los dos teoremas si-
guisntes: _

Teorama III, Si (X)M es componente de A, entonces
o no es parémetro de (Ml

Demostracién,- En vista de que o Do figura en
s((o)M’) = s{{c)M)* = [(x}M]s((x)M}, resulta que o no es
parémetro de [(x)M]. Y como [(x)M] = ([M].vS(M),O‘). o
no es parémetro de [M], - V

Teorema IV. Si A es vdlida en un conjunto (no vacio)
T y sl B es un ocaso particular de A, entonces B ec Vvé
lida ea T.

Demostracién.- Sea | una interpretecién de B en T
y sea b(B) un sistema de valores de T para s(B). Para
cada componente M de A definimos la operacién regular [ia]
que se obtiene de [M] substituyendo los perémetros, en los
lugares sobrantes, por sus vaiores en el sistema ©b(B). A
cada componente M de A 1le asooiamos la runeién proposi-

cionel ¢M definida de la manera sigulente:
by el) = T, Mla(u).

cp satisface las condiciones 4.1, 4.2 y 4.3 ¥y, por consi
guiente, s una interpretacidén de A. Ademds, si afA) es

un sistema de valores de T para s(A) compatible con b(B},
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resulta que [A]a(A) = p(B). Por lo tento, tenemos

-

T, o8 = T, [Ala(a) = ®a(a).

como (b es una interpretacién de A y a(A) es un siste
ma de valores psra sS{A), se tiene cha(A) = ¥, de donde

rB p(B) = ¥, ocomo se queria demostrar.

7. SUBSTITUCION DE COMPONENTES ELEMENTALES,

See -‘ {M} wun oonjunto de férmulas el ementales andlogas
¥y R una operacidn regulsr de la longitud de s(M).' Si a
cada une de estas férmulas M 1le asociemos una férmule M’
de menera que estes M° resulten andlogas entre si y que
R s(M) = s(M°), entonces el conjunto formado por las M’
se llame un gisteme asociado s {M] medisnte la operacién
R.

Como ejemplos de sistemss asociades, tenemos los qus
se dieron al principic del pérrafo 5 para ilustrar el con-

ceptc de operseibn regular. Un tercer ejemplo es el si-

guiente:
Férmulas M: FPérmulas asociadas M°:
£zy2 (fxy/(w)gwyx)
fyyz (fyy/(w)gwyy)}

fzwz {fxw/{z)gzwz}.
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Teorema V. Si B 8e obtlieae de A resmplazando l‘as
componentes de A andloges a um eomponénte e‘!,emmtal_daa
da H por las férmulas respectivas de un sigtemsa asocl ado
al de estas componentes mediaate cierta operacién regular
R, ¥y si ninguna oomponente de A es de la forma (,Y)C.
donde Yy es pardmetro de R, entonces B es un caso par
ticular de A. ‘

Demostracidn.- A cada ocomponente M de A 1le asoocis
mos la férmula M° que se obtiene de ella al hacer la subs
titucién: si M=H y M* su asociada, emtonces M’= M* ;
para M elemental %H, M =M ; (M/N)° = M*/N° ; ((ox)K)’=
(x)4° . La operaciém [M) 1la definimos, para componentes
elementales, igual a R o0 a la operaocién 1déntioa,'segoin
que M sea anfloga a H o0 no, Para las componentes restan
tes la operacién se define por induccidn: ([M/N] = M]~IN)y
{(x)m) = ([M],s(M),%x). A fin de que, bajo las presentes
circunstancias, la férimula B sea un 0aso partielar-de A4,

es necesario que se cumplan las tres oondiciones siguientes:
(1) [M]s(p) = s(M°)
(2) Si M~N entonces [M] = [N].

(3) Si M=~X entonces M°=N",
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Estas propledades son inmediatas en el caso de compo-
nentes elementales y 810 necesitamos probu‘- que son here-
ditarias. "

Primeramente, supongamos que (1) se oumple para M y
también para N, Dedo que [M/N] = IM]~IN] ¥y por la hipd
teeis de induocoiédn, tenemos que [M/N]ls(M/N) = s(M°)~ a(N")
- s(_M’/N') = g(M/N)° . Supongemos ahora que (1) se oumple
para M y demostraremos que se cumple para (x)¥., Prime-
.ro eonviene observar que loa parémetros de [M] son paré-
metpos de R, 1lo ocual se demuestra fédcilmeante por induo-
oién. En vista de este hecho y de que [(x)M)=([M],s(M), ),
y de la hipétesis de inducoidn, tenemos que [(o)M]s((o)M =
5(M°)- o= s((o)M°) = s((x)M)°, oomo se querfa demostrar.

El qus (2) ses hereditaria, resulta de las condiciones
3.2 ¥y 3.3 de enalogia y d¢ la derfiniocién de [M] que hemos
adoptado cuandc M no es elemental.

' Para demostrar qe (3) es héreditaria. supongamos pri-
" mero que Ml/llz %Nl/na.. Por la condioién 3.2 de analogla
y por la hipétesis de inducoidn obtenemos que M]’_/Hézni/né,
de donde (lﬁl/Mz)' = (Nl/Nz)" Supongamos shera que {x)M=
(p)N, 1o cual implica que M=K 1y, por (2), que M) = (N].
Como o no es pardmetro de [M], los lugares qus © oocupa
en 8(M°) son los correspondientes, segin ([M], de los
qus o ocupa en s(M), Anflogemente, los lugares que §

coupa ea s(N°) son los correspondientes, segin [N], de
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los que § ocupa en 8(N). Ahors pien, como estos 1ugéres
son 1os mismos en 8(M) y s(N) por ser ()M =~ ()N, ¥y
como ademés [M] = (N], »resuita -que 108 lugeres que & ocu
pa en s(M”) son los mismos que @ oocupa en S(N°) . Eg
to, unido & que M’~N’, 1lo cual vale pdr la hipbtesis de
indecidén, nos dice qe ()M’ =~ (p)N’, de donde ((x)M)”

=~ ((p)N)°, ocomo se querfa demostrar.

Instituto de Matemdticas Junio de 1950,
U.N .A.M.
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