
AUTOJ.DJUNTICIDAD DE CIERTO TIPO Dl!: PROBI.EMI\S VECTORIALF3 DE 

CONDICIONES A LA FRONTERA. 

Julián Adem y Marcos Moshinaky 

I. INTROWCCION. 

Hay nwu~rosoa problemas ae conducción de calor, ae teo

r!s de vibraciones y de otros cempos da la Física, cuya sol.!! 

ci6n es taotible si se · tormulan como problemas vectoriales .de 

condiciones a la trontera~ l) Bl probleme. mate1dtico al que 

nos ll~va esta formulec16n es el siguiente: Determinar los V!, 

lores carac~er!sticoa ~ y los correspondientes funciones 

vectori9les oarsoteristio~s y(x), que sstisfscen una ~cus

oi6n del tipo: 

2 
~(:•) • P(x) :J + Q(:x:) * + R(x)y • )..'N(x)y ( l l 

(l)Julilln Adem y JI.arcos Mosh1nsky. "On llatrix l:>oundary 
,;alue problema". Presentado pi:!ra su puh11caci6n en el ----
"Quarterly of Applied Ma~hematics". 
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y le condici6n a la frontera 

Ay(O) + By(¡) + c(.U) + D (.U) 
dx x-O dx x-l - o ( 2) 

en que y(x) es une matriz columna (vector) de n componen

tes, funciones de x, detinides en el interTalo [o, 1) ¡ P( x), 

~(x), R(x), W(x) son metricea nxn ouyas componentes son 

funciones reales de x definidas en el intervalo [o,1), y se 

supone que el de~erminante de P(x) no ae anule en dicho in

tervalo¡ A es un parlmetro escalar, y tinelmente A, B, e, 
D eon metrioes 2nxn cuyas oomponent~s son constantes reales 

y tales q\ie la matriz 2nx4,.n G • (A B e D) ses de rengo 2n~2) 

Esta dltima condici6n 1.m.plica que (2) representa · 2n ecuaoi~ 

nas linealmente independientes en lss ~omponentes de "Y" y 

sus derivadas, valuaaas en los puntos O, l extremos dffl in

tervalo. 

Desde al punto de vista mstem&tico el problema vectorial 

de condiciones e la trontera (1), (2) está completamente det! 

nido. En el presente articulo nos proponemos definir el pro

blema de condiciones a la frontera adjunto el que acabemos de 

tormular. Para ello nos guiaremos por les detiniciones usua

les de problemas adj 1.u1tos de condiciones a la frontera que se 

establecen en el caso escal&r~3) Una vez detinido el problema 

adjunto se disoutir&n las restricciones que hay que imponer 

( 2)Birkhoft-V.ao Lene. Modern Alg~brs. Cap. X. p.291. 
(3)E.L.Inoe. Ordinary 01tferential Equations. Cap.IX. p.215. 
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a la eouaci6n diterencial (l) y a la condición a la frontera 

(2) para que el problema adjunto sea equivalente a (1), (2). 

Con estas restricciones el problema vectorial de condiciones 

a la frontera (1), (2) se convertir, en un proolema autoad

Junto. 

La condici6n de eutoadjunticidsd es de car,cter tundame.e, 

tal para cualquier tipo de problema de condiciones a la fron- · 

tera, por estar íntimamente relacionada con caraoter!stioas 

de reciprocidad que se presentan en todo problema f!sioo. E~ 

taa oarftcter!stioas de reciprocidad se manifiestan con parti

cular claridad cuando el problema . de condioiones a la fronte

ra se reduce a una ecuación integral con ayuda de una fWlci6n 

de Oreen apropiadamente definida. 

En loa problemas escalares 1e condiciones a la frontera 

(que son un caso particular de (1), (2) cuando n•l) se de

muestra(4) que la tunoi6n de Green K(x,~),que es tuno16n de 

las Tariables x, ~ en ( O ,l] , es simc\trica oon respecto 1\ 

ellas sí y solos! el problema ea autoadjunto. La tunoi6n de 

Ore•u1 tiene quit s_er neoeseriamente aim6trioa en todo problema 

f!sioo por representar esenoialmente(4) la acci6n que ocurre 

en x cuando se aplica una tuerza unitaria l'ID t • que debe -

ser igual a la aoci6n en ~ cuando se aplica una tuerza uni

taria en x. 

Vemos entonoos que la caracter!stioa de autoadjuntic .idad 

(4>courant y Hilbert. Kethoden der Mathematiso _hen Pbyaik. 
Cap. V. p. 305. 
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del probl•am.at•,tioo ee requerida por el problema tisioo 

que ee trata de reeolYer. n determinar las oondioiones gen,1 

ralea que deben aetiataoer la eouaoidn diterenoial (1) ~ la 

oundioidn a la frontera (2) para que el problca eea autoadJ~ 

to, noa peraitir, ocaprober en lea aplioaoionea, si el pro

bl1111a tieioo que ae tr,ta de reeolYar h• eido oorrectamente 

.planteado. 

En la aeoo16n II ae diaoute la ecuaoldn diterenoial adJua, 

ta, en la mlaa oondloionea e la frontera adjuntas 1 las res

triooionea que debmoa imponerle• para que el problema sea 

autoe4Junto. 1'inelmente en IV ae ilustra 1ft apl1oao16n con un 

eJ•plo. 

11. ECUACION ADJ'ONTA. 

Conaidercoa la ecuac16n 

2 
11(1) • P(x) 4 + Q(x) H + R(x)y • O 

4x 
(3) 

en la que P(x), Q(x), R(x) son astrioea nxn, "1" matriz co

lumna de n elemento•. 

Introduzoamoa ahora laa detinioione• siguientes: 

a) La ecuaoidn lineal (3) •• exaota ai el primer miembro 

puede expreaar•• oomo la deriYada de una axpres16n lineal. 

b) S(x), matriz rxn, es taotor integrante de (3) si la . 
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eouaoi6n 

S(x) [P(x) ::f • O.l•l ~• R(x)y l • o 

es una ecuaoi6n lineal exacta. 

Por un m~todo en&logo sl oaso escalar(5) se establecen 

los siguientes teoremas: 

Teorema I. La oondio16n neoessria y aut'ioiente para que 

2 . 
T(x) ::x~ + U(x) ~ + V(x)y • .o 

ses exeots ea que 

• 

siendo T, U, V matrices rm. y "Y" matriz columna de n 

elementos. 

Teorema II. La oondioi6n necesaria y suficiente para que 

3(x), matriz rxn, sea teotor integrante de (3), es que sati~ 

tega la ecuación 

N ( 9) • ::~ P + ~ ( 2 ~ - - Q) + S ( :) - ~ + R) • O ( 4) 

Detinio16n. A la ecuaoi6n (4) se le llama ecuac16n adjua_ 

ta de r renglones de la (3). 

(5)L.R.Forá. Differential Equations. p.79-80. 
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Sea y(x) una matriz nxl y S(x) una matriz rxn, ª!:. 

bitrariaa, y si M(y), N•(s) ~stan definidas por 

2 
M(y) • p U+ Q s.[dd + Ry, 

~ X 

donde P, Q, R, p•, Q•, R• matrioes nxn t'Unoiones de x, 

9ntonoes se tiene el 

Teorema IIIa La oond1c16n neoes&ris y suficiente para 

que 34(y) - N9 (S)y se pueda expresar como la derivada de uno 

forma bilineal en y, S y eus primeras derivadas es que 

N,..(S) • N(S). 

Oemostraci6n: 

~(y) - N•(s)y • .sM(y) - N(S)y • (N(S) - N•(s)) y -

• :X [SP ~ - : Py - S f y+ SQ.y] + [N(S) - N•(s) ] y 

31 ~(y) - N•(s)y puede expresarse como-la derivada de 

una forma bilineal en y, S y sus primeras derlvadas,entonces 

lN(S) - N•(s) ]1 tamb16n debia podar representarse en esa fo!:, 

ma o bien ser id6ntioamente nulo¡ lo primero es claramente~ 

posible, por lo tanto N(S) • N•(e). 

Inversamente si N•(s) • N(3) entonces gf(y)-N 9 (S)y 

es la derivada de una forma bilineal. 

Oefinio16n: 

Si la ~ouaci6n trenspuesta de la (3) es id6ntioa a su 
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ecuao16n adjunta del renglón, entonces la ecuoci6n (3) es eut~ 

adjunta. 

Se tiene entonces que la ecuac16n (3) es autoedjunta s1 

y solo :>1(6) 

P'• .P, Q' • 2 ~ -dx O, , R' • d2P - ~ + R 
dx2 dx 

( 5) 

Teorema IV. Le condici6n necesaria y s1,1r1c1ente pera q_ue 

la ecu6ci6n ( 3) sea eutoadjunta es que 

p • Pg, i• 
dPS 

Q.A • R • R3 + 
l dQA 

( 6) dx + ~ dx 

siendo Ps y R5 m.etrices s1m~tr1ces y QA m.etriz antisi.m6; 

trice. 

Danostrac16n: 

Le oon11oi6n es necesaria porque Q y R pueden esor1b1z. 

se en la rorma Q • % + Q.A' R • 8s + RA en que % y R5 
son matrices si.m6tr1cas y 

siendo % • ½ (Q + Q'), 

entonces de ( 5) 

p • p• • Ps 

por lo tanto 

~A y RA matrioes ant1si.m6tr1oas, 

QA • ½ (Q - ~•), etc., y se tiene 

tt'P· l dQA 
o_ • ~ RA • ,r ~ 
"ti dx ' e: \,U, 

dP 
Q•~+QA dx 

f6í • indice matriz transpuesta. 
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InversamBnte, si se cU!llple la condición del teorema IV 

es inmediato que se verifican.las ~gualda~•• (5). 

F~ virtud del teorema IV se tiene que la toma general de 

la ecuaci6n autoadjunta es 

] 
dQ 

L(y) • ix [ Ps ~ + Rs 1 + QA ~ + ½ 'a: 1 • O ( 7) 

en que P3 , Rs son matrices sim6tricas nxn 1 ~A matriz ea 
tisim6trioa nxn. 

Si W es una matriz rucn sim6trioa y ~ es un parÚI.! 

tro escalar, entonces 

L( 1) • ~ W 1 ( 8) 

tambi~n es autoadjunte. 

Adem&s, por el t~rema III, se tiene que si "Y" 1 "1•" 

son matrices columna de n elementos, la ~nci6n escalar<7) 

y•• L(y) - L'(y41y 

es la dsrivada de una to:rma bilineal. 

( 7} L • (y•) .matriz transpuesta de L( 1"') , es decir: 

L'( y•) • fx [d¡;' Ps] + y•• RS - da:• Q.A - ½ 1•• ~~ 
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III. PROBL.l:MA ADJUNTO ~ CONDICIONES h_ g rnONTERA. 

Si tomamos una eouac16n autoAdJunte, oomo conviene para 

los fines dd les aplicaciones, entonces al problema (l) • (2) 

ae transforma ~n el siguiente: 

d Í, d ] d l dQA . 
L(y) • ~LPs ai + ªs 1 + Q.A ~ • 2 di:" 1 • >. wy 

Ay(O) + By(l) + C [~] + D [!t] • 
dx x-O _dx x-l 

o (9b) 

Para que las solu~iones de (9a) sean continuas y con pr! 

mera derivada continua, se requerirá quA el determinante de 

la matriz Ps sea -, O en 0'6:x~l, que R5 y QA seon de 

clase e ( 1 ) • y además qu111 ffs y W sean de cl.e38 e ,en el mismo inte,r 

volo~ 8) 

Detinici6n: Dedo el problana vectorial di, condicione-a 

a la frontera (9), su problema d" condicion111s a la frontera 

adjunto es a~uel constituido por le ecuación (9a) y una oon

dio16n a la frontera tsl que si "r-" es solución del proble-

ma adjunto del (9) y "Y" es soluo16n del problema (9), ento~ 

oes le ro l"llla bilineal ( 9) 

f [,·· L(y)-L"(y•),l•· • 

se anule. 
( 8) E.L.Ince. loo.oit, · p. 73. 
(9)Letres oon subindic111s representan elementos de matrices, 
ad Pij es el elemento i,J de lo matriz P. Ademés foctices r~ 

dyl L ~ • ~ 
petidos indicen swna, as1 ~ij dx • 1Ji f•l Y1PiJ dx • 
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Para detffrminar cuAl debe ser le condición a la fronte-

re del problema adjunto d~l (9), introduzcamos la notación 

11(0) zl 11 { O) z• l 
11 (1) z2 11(1) z• 

2 

z• (~ - z3 7!• 
(~º 

z• {ll) 
dxx-O 3 

• 
(~ (~ dx x-l Z4n dx x•l ;-

4n 

1 •l, 2, •.• • n. 

Con esta notaoi6n ·la condición a la frontera { 9b) queda 

en la forma 

Gz • O { 12) 

en que G • (A Be O) matriz de 2nx.µi. 

La t'or~a bilineal (lO) puede expresorse ccmo 

z• •Hz ( 13) 

en que 

-Q(O) o -P(O) o 
o Q.(l) o P(l) 

H - matriz 4nx4n 
P(O) o o o 

o -P( l) o o 

Ea l~ condic16n (l?.) la matriz G es <1e rango 2n, lo 
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que implioa que por lo menos una submatriz de 2nx2n, que de

signaremos por 6, tiene su .determinente ~ O, Axistiendo, 

por lo tanto su inverso 6-l. 

Sea E la matriz de permutación 4nX4n(lO}, tal que tl'e.!!! 

forme las 2n columnas de A contenidas en G en las 2n 

primeras oolumnas de lft matriz transformada GE, es deoir, 

GE • '{A K) 

donde K matriz 2nx2n esta oompuesta por las 2n oolumnas 

ri,stantes de G. 

IntroduzoSJDQs ahora una permuteoi6n de coordenadas en el 

espaOio vectorial de las z, definido por la transformación: 

(14) 

donde E'• E-l por ser matriz ortogonal. 

La' ecuación lineal Gz • O se convierte en: 

GEE'z • G E u • {A K) u • O 

Mul.tiplic3ndo por 6-l a la izquierda tenemos finalmen

te la eouaci6n lineal: 

(I A1x) u • ( I P') u • o (15) 

(lO)Birkhotf-Mac Lanft. Modero Algebra. p.227. 
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donde F • ~-l K 8S una matriz 2nx2n. y I es la m~triz 

~itaria 2nx2n. 

La forma bilineal z*'Hz se convierte en: 

donde J • E'HE ea una matriz 4nx40. 

( 16) 

En resumen. se tiene que mediante la notación (ll) y la 

transformación (14) la oond1o16n a la frontera (9b) puede ex

presarse en la forma (15) y la torma bilineal (10) en la tor

ma (16). 

Teorema v. La oondioi6n nec~eeria y euticiente para que 

la forma bilineal u•'Ju Be anule cuando el vector u sati~ 

tace la ecuec16n (I l") u• o. es que el vector u• satiat!, 

gala ecua~16n (-1"' I) J' u•• O • 

Damostrec16n: 

Definamos 

es decir, v • Tu ,siendo T • [~ 

existe y de hecho tiene la forme 

u • T-l v. 

(R. p • 1.2. •••• 2n) 

¡J. Ccmo el inverso de T 

T-i • [oI -r'J , se tiene que 

Consideremos la tormo bilineal 
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u•'Ju • u! J.,\\ up • u! J.~ T-1 V • 11, r 

• u! J .. ~ [ T;l 'tj + T,-i+2n "'1+20] 

( O(• ~ • Y • l, 2 • • • • • 4n; R • p • l, 2 • • • • • 2n) 

pero v, • ,-i1 + '1'1 P ~. 20 • O• por la bip6tesis del teorema• 
• -1 

y v1• 20 • u.(+ 20 ; por lo tanto u••.ru • uoc. lo1.s T~-'• 2n u1• 20 • 

Si la forma bilineal se anula se tiene 

pero las uR +2n son lineal!nente independientes y pat" lo ten to 

• -l se tiene que u. J.," Tll .t+2n • O • es deoir: 

(-.r• 1) .r• u•• O (17) 

Inversamente, si la oondici6n (17) se satisfaoe es inme

diato que la torlll8 billneal u•• Ju se anula. 

Expressda en t&rminos de z• ~e tiene que (17) toma la 

torma 

(-.r• I) J' E' z11 • o• z• • o (18) 

que ee la cond1c16n a la frontera del problema adjunto del -

( 9). 



IV. PRCIBL:MA AUTOADJUNTO. 

D~finio16n: El proolema de condiciones e la frontera (9) 

es autoedJWltO si el problema adjunto L(y) • A w-,, o•z • O 

es equivalente al problema (9); es decir,si o• es"equivalen

te da reoglÓn"a G. 

Pera investigar si un problema vectorial de condioiones 

a la ~ronterft es autoadjunto se procede oomo sigue: 

lo) Se determina si le ecuación diferencial puede expre

s&rse en la forl!l8 (9a). 

2o) Se determina le matriz o• del problema adjunto de 

ecuardo con el an~lisis dA l~ sección anterior y se investi~~ 

si es equivalente de renglón a G. 

Ejemplo: 

Determinar si el s1guient9 problema es autoadjunto(ll): 

(19) 

Ql í]) "' 92 ( l) • d:}l} • 9
4

( l) 

9 l (O) • w2 (O) - ~5'0) • 94(0) • o 

4 [d91] o I. -- -
1•1 dx x•l 

( 20) 

(ll)Este prohleme es el de le conducción de calor en una cruz. 
Se discute en el artículo "On Matriic l'o11.nd11ry velue p'1",;l:-1. 3m~" 
citado anteriormente. 
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·10) La eoueo16n (20) ea desde luego autoadJunta, pues 

Ps• I , ~- Rg• O ; W •· ~ I ; 7 es por lo tanto del tipo (9al. 

2o) La metriz de la oond1o16n a la trontera ea<12 ) 

1 o o o 

o. 
l•l O O o o o o 
O l-l O o o o o o o O 1.¡ o o o o o 
o o o o l l l l 

La matriz d~ permutaoj6n apropiada es: 

1 o o o 

l O O O o o o o 
o l O O o o o o o o O O l O o o o o 
o o o o o o o l 

• x• • E-l E • 

o o 1 o 

o o o o l O O O 
o o o o O l o o o o o o o o O O l o 
o o O l o o o o 

ye que GB tome la forme: 

( 12 ) } y O representen respeo ti vamente e la Jll.etriz unitaria 
y al& matriz cero de ,µ4. 
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1 o o · o 
GE • ( I F) • 

O O 0-l 

o 1 o O O 0-l 

O O 0-l 

l l l O 

Se tiene entonces: 

o O - -1 o 

l O O O 

O l O O 
o o o O O l O 

ººº~ J • E' HE • 

l o o o 

-l O O O 

o 0-1 O O o o 
O 0-l O 

O O o· l 

.v final.mEio te 
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-1· o o o 

o•. (-F•I) J•E• • 
1 O 0-l o o o o 
O l 0-l o o o o o 

o O O l-il. o o o ó 
o o o o --l-l-1-1 

Como o• es obviamente equivalente de renglón a G el 

problems (19), (20) e~ -.rutoadjunto. 

Este treb~jo rue petroci~~do ~e parte por la CO!llision 

Impulsora y Coordinadors de le Investigeoión Ctentifi~a. 

Dicianbre 1950. Instituto de Geofísica 
U.N.A.M. 
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