
SOBRE LAS SuPERFICIES ORI:ENTABLJ!S EXTENSIBLES EN NUDOS, 

Por Guillermo Torres Diez. 

l. Introduooi6n. Consideremos el o onjunto de las curvas 

de Jordan aUDlergidas en R3. Diremos que dos de dichas our-

ves lcl '/ lt2 son equivalentes kl-k:2 si existe un homeomo1: 

rismo e¡, de R3 soore si mismo que conserva la orientación 

y tal que transforme e kl en k:2 , es decir e;,( kl) • lc2. 

Llameremos ~ a cada clase de equivalencia que contenga un 

poligono simple cerrado. Si K es un rr~do y le es un ele­

mento de la clase K, direiaos que k es una representación 

(o representante) de K. 

Consideremos una repreae.ateo16n le de K que sea un polí­

gono simple cerrado. Una proyecci6n le' de k desde un pua 

to p ~ le sobre un plano ~ se dice que es regular el cada 

rayo proyectante interseota cuando m~s a dos segmentos de le. 

Los puntos múltiples de una proyecoi6n regular son puntos do­

bles y hay solamente un número finito v de ellos. Normsll-
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!!!!!2!. la proyección denotando cual de los dos segmentos que­

d~tem. inan un punto doble est4 m,s oerca de p (haremos es­

to como se indica en la fi(.Ura ll, Una proyeoc16n normaliza-

Flg. 1 

da consta de un ndm.ero 

t1n1to v de areoa p~ 

llgonal•• ajenos. A -

dicba proyección la ll~ 

meremos una p¡oyección 

~-
En su articulo (3)1 

H. seitert describe un 

m4todo para construir 

una supertioie orieatabl• cuya frontera •a un representante 

dado k de un nudo K. Diremos que tal auperf1oie 2 está~­

tendida en K. 

El método se puede describir brevemente como sigue. Su­

Fi 2 

pongamos que k est4 

orientado y consideremos 

una proyección normalizada 

k' de k (figure 2), Un~ 

mos por un segmento s o~ 

da pareja de puntos de k 

que se proyecten sobre un 

1Nwnero• entre par6ntesis se refieren a la b1bl1ograt1a que -
aparece al final del articulo. 

? 
~s e supone que todas las supertial.es que se mencionan son po-

liedros. 



3 

punto doble. (Suponemos que hay al menos un punto doble, de 

lo contrario la proyecci6n es un polisono simpla cerrado y 

la superficie es une oélula). Partiendo de un punto de k 

recorremos k m el sentido positivo hasta encontrar un se~ 

mento ª• recorramos a heste encontrar k, sigamos a lo 

largo d& k en el sentido positiTo. etc., hasta volver al -

punto de partid.a. La trayeotori e recorrida es un polígono 

simple cerrado k1 (cuya proyección es simple) sobre el oual 

se extiende una célula o1• Si . k1 no contiene E! k. repe­

timos el pro ceso ps rt1e ndo de un punto de k que no esté en 

k1 , obteniendo un polígono k2 sobre el que extendemos una 

célula a2 • . Repetimos el proceso hasta haber recorrido todo 

lt. Es táoil ver que le un16n de las a1 es una superficie 

orimtable F cuya frontera es k, (En el caso ilustrado 

por ·la tigura 2. F consta de cuatro células a1 , a2 , a
3 

y 

O' 4). 

Inmediatamente ae ocurre la siguiente pregunte. ¿ Es po­

sible obtener, por el método descrito, todas las supertioiee 

or1entables que se pueden extender en un nudo? . O dicho en 

forma precisa. Dedo un nudo K y una superficie : or1 entable 

F extendida en K. ¿ Existe una representación k de K y una 

proyeoc16n k' de k tal que la superficie F' obtenida apll 

oando el m~todo desorito e k' es tal que existe un homeomo~ 

fismo • de R3 sobre si mismo tal que f(F') • F? 

El objeto del presente ertioulo es probar que exiete un 

nudo K y una superficie or1enteble exten:lida en ·K que no 
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ae puede obtener de una proyeco16n de K,· 

2. Demost raremos el siguiente teorema. 

Teorema, Sea K
0 

la olas" que oontiene al circulo, 

Sea F une superficie orientebl• de g~nero l que se obtiene 

aplicando el método d orito e una proyeooi ón de K
0

• EntoA 

ce~ existe un homeomorflamo ~ de R~ sobre el mismo, que 

trans forme F • n un su ocon jun to de un toro no anud8dO T t 

es declr q,( JI') e T • 

DemostracJón. Sea k el represeatante de K0 y k' 

la proyeoo16n de k, de la cual se obtiene F. Las proyec­

ciones dft lee c,lules que componen F son células ouyas fro~ 

teros con tienen un cierto nll.mero de puntos dobles de k' (que 

llamaremos vértices de le proyección de la oélula). Si la 

inter secc i ón de las fronteras de les proyecciones de dos cé­

lulas no es ·n1cia t ent onoes dicha 1ntersecoi6n está o:lmpues­

ta de puntos dobles de k', y ceda punto doble pertenece a 

las proyecciones de dos cálu les . 

El gá nero h de F está dado por d-f+l 
h • --r- l , en 

donde ct 68 el número de puntos dob les de k' y t es el 

número de o~lulas de F. En nue stro caso h • 1, d • 
L in 1 b l 

2 
. .,, F 

y f • L n1 , en donde 
1>1 

cuyos proyecciones tienen 

n1 ea el nwn.ero de cálulas 

i vértices, Por lo tanto, 

-cenemos : 2 • 1: { 1-2) n1 , de donde n1 • O si i f 5~ Loe 
1>1 

cto!.l casos pop bles i,on lo s $1gui~ntes: 
1ver ( 'il. 
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n2 arbitrario 

º3. o 

n4 • l 
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y b) 

Consideremos el oeso a). La proyeoo16n de F e 3t~ 

compuesta de un cuadrilátero ~ y dos oadenaa o1 y o2 de 

bil,teros cada une de lea ,ouales une dos vértiÓea del ouadr i 

U.tero. 

A.hora bifrl, W18 oadena de bilátero no puede unir dos ·éL 

tio•a ooneeoutivos d•l ouadril!tero (ver, fig. 3), porque 16 

l"ig. 3 

cadena debe t e 

ner un nllm.ero 

impar de bilá­

teroe puest o 

que F es m1e_n 

t able y e n ese 

oa90 la f:1."onte-

re de F t•n-

dría más de una oomponent:. e. ( En la f'i gura 3 se he. indi oado 

oon una linee grueaa une de las componentes de la frontera de 

F) • 

Por lo tanto la proyección de F debe ser de la forma 

ilustrada por la tlg. 4. 

Sea "'ll la ••1d1tere.oo 1a del ndmero de torceduras del 

tipo 1) (tipra 5) meno• el nllmero de torceduras del ti po 2) 
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;_ • • • - • • C.2,. • • • • • • • l " • I 

Fig. 4 

Q • X 
1. '2. 

Fig. 5 
v11 • O, ent onoes F es de le forma 1,ndicada 

(tigura 5), en 

la cadena o1 
1 sea _T22 el 

nwnero detinido 

an4logamente en 

la cade.aa o2 • 

Entonces, es 

fácil nr que 

el polinomio 

de AJ.exa.ad er de 

y puesto que 

Ko es la cla-

se del circulo, 

se debe tener, 

VllV22•0 
l 

Supongamos, por 

ejemplo, que 

en la · f'1 gura 6 

¾>ara un~ detinioi6n d•l polinomio , de Alexamer se puede ver 
{l) ó ( 3) , El polinomio de un nudo estil determinado excep­
to por un factor de la torm.a + xn (n entero arbitrario). El 
polinomio de K

0 
es l. -
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y ea claro que F se puede sumergir en un toro no anudado 

T. Si v22 • O la s1tuao16o ea an,loga. 

71.g. 6 Fig. 7 

Conai derem.os ahora el oaso b) • :r e•d oompueeta de dos 

tr16ng~los Tl y T2 y tres cadenas de biláteros c1 , c2 Y c3 
Q.~ ~en los v6rt1oea de T1 con los de T2 • (Une cadena no 

pued• unir dos v6rt1o•• ":•l mismo triá.ugul.o, por la mism.a r,!. 

zó.11; · que AO puede ~ir . do~ t,értioes conseouti vos de Q en el 
' . '' ,, . 

caso anteHor) ~; · ~toA~'tlls P' es de la torma que ilustra 1ll 

figura 8. 

Sean m, n y r los D\mleros de pWl.tos dobles en o1 , o2 
y c3 re11peotivanente. Puesto que :r es orientable, se de­

be tener a • n • r (mOd 2). Si m, n 7 r son pares, ento4 

oea la trontera d.e F tiene da de una caapone.nte. Por lo 
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Fig, 8 

tanto se debe tener m. • n • 

• r • l (mod 2). Supongamos 

;> que WlO de los náme roa m, n 

6 r es igual a 1. sea, por 

ejemplo, r • l, entonces F 

tiea!! la forma indioede en la 

figura 9. Ea olaro qui, exls­

t8 un homeomortiemo , de R3 

que tranB forma F e.n Wl.111. su• 

per:f'ioie del tipo indicado en la figura 10. Ahora bien esta 

\ , Q 

Flg. 9 Fig. 10 

superf'io 1e oons ta de un m ac'lrilátero Q; y ,11.0s ,o adenas de bi-

1,teros o1 y o2 y en este ceso el teorema ya he sido demos­

trado. Los oasos,oorrespondientea a m • l y r • 1 son com­

pletamente an,l<>sos. 

~d• por ser oonaiderado '11nic8Jllente el caáo en que m-~ ·~. 

n ~ 3 , r · ~ 3. ( Ea claro que podemos suponer ipe los puntos 

dobles de os~e oadans son del mismo tipo 1) 6 2) figure 5). 
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Probaremos que eete o aso no se puede presentar 1 , oon lo ouel 

quedar! ocmpleta la demostración del teoreina. Tenemos que - . 

oonsiderar tres suboasos que eatl.n ilustrados por 1, 11, 111 

figura 11, dependiendo del tipo de torceduras que aparezcan 

en las oade.oas. (Ea claro Que basta oonsiderar estos sub­

casoa). 

t H 

l'lg. ll 

-1 B ) ro 
: A ; e . 
. . 

?J 
ttt 

2 Consideremo~ el grupo G de K
0 

• Puesto que K
0 

ea 

la clase del oiro~o. O- es oiolioo int1n1to y por lo tanto 

abeliano. Sin 8Ilbargo, pera los tres casos 1, 11, e 111 d!, 

1-para d1oha prueba no bastan los imariantes de hom.ologia de 
K. 1m su articulo (3), Seitert da un ejemplo de un nudo, -
q8e no es la clase del circulo y que sin embargo, tiene . lo• 
m1•110• inYar lentes de homología. El dtodo que usar .amos •• 
una generalizacidn inmediata del a6todo usado por Seitert 
para probar que el nudo considerado por 61 no es detor.mable 
en un o1roulo. · · 

2se •JS 1 en4• por grupo 4• un nudo K el grupo :fundamental 
•; (It' -lt) del oom.plem,.oto de un representante de K. Por lo 
tanto •l~srupo •s un invariante aaooiado a la oles• K. 
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reo • uu• l."•Pl"&a811tao16n 4e G •obra \Ul grupo JI.O atleUuo •. 

Odoulemo • o en el oaao 1 1 • G ••U s•n•ra4o ··pOl' 

A. o. c. b1 , ti2 , ••• , bm+n+r-2• en donde aada s•n•r•dor oo• 

rrlti:lp ·onde • la Ngidu indioeda oon el mi&m.o aiüo lo •n 1 • 

tigurt!l l.J.. 1,as relao1o.a.ee aon: 

AB•l • bl CB-l • b A.•l B 
-1 . • Obll+Jl•l ID 

A.r,•l b2 cb•l l 
bm.+n-l • 

-1 • • bm+l A- Obm+n m 

• • · • 
.. 

ae pusd•n &Liminar los generedotes b¡, ••• , ba+n+r. 2 
obteniendO oom.o preaentao16n de G loa g e.a.eredcr•• A, B y O ..... .~ 

1 lea relsoione~: 
m+l m.-1 

A2 . B·-l A MT .. 

o lea equivalentes~ 
m+ l m-l n-1 n-1 

A~ 0- 1 A--r- B • (OA- 1 )2 ca-1A (c-1A) 2 B • 

tPar a un método de cáloulo de 
plo (2). 

G ae puede ver, por ejem-
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:ID el oaao 11. G ••t' 4ado por 88A•ra4or•• A, B 1 O 

., r•lao1on••: 

, en •l oa•o 111, tennoa ,A, B '1 O OOlllO generadores 1 oo­

.mo relao1 ODH: 

Aho~a oonsiderem.os en el plano hiperb6lioo, ut1 tr1fngulo 

o1. ¡1 y oon Anguloa ¡ , ;-'f ;- • (S1 m. • n • r • 3, la re­

presentao16n se haoe en el pleno e.!!. 

olidiano). Denot8lllos por R.ot una 

rotación negeti va, litlrededor de oc , 

el.e un ángulo ¾-• por R ,r una rota­

o16n Pos!. ti va, alrededor de t • el.e 

un ~ngulo ~ y por R ,.. -., la retle­

x16n sobre 0( 1S • Sea G' el grupo 

de movimientos del plano generado por 

R~ , R~ '1 R.,. 1 , es el.aro que o• 

no es abeliano. Le oorrespondenoi s 
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A R o1 , B --. R" lf 1 G --+ R 'd • de los generado re, 4• G 

oon lo:íl de G', constituye un bomomortlamo de O sobre G' 

( en los tres casos i, 11 e 111) • Basta hao•r Ter que la• 

r•leoionee que definen e. O nlen en 0'. Tenemos: 

- -1 
CA ~ R ocr Rp R "''11 • en donde R /3 ee una rotao16n poslt1 

va, alrededor de /3 , de un úgulo ~ 

se tiene: 

- R'! - l. 

•l 
C A~RI' 

-l CB A--...Rc)(y Rr-i 

AB· 1c -+ll .. ._ R ~ 

s· 1ce -~ Rj 1 • 

m.+l ~ 11.+l a¡l a-1 
A2 B-lA-ZB. A2 (B-lA- 1B)11.:];.R..c. RT ".' 

11::l J!=.! _!:!_~ n-1 
(O.A. .. l)T CB-1A(C- 1A) 2 -B~RociRT R...¡ Rl(l Rfl R-,- R•y • 

Qon esto lB Q\.Hldedo d~ostrado el teorema. 
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Ahora oonsideremoa un nudo S una de cuyas proyecciones 

• • esd dada en la figura 12 •. l y une Bupert'ioie F' exten­

dida en s. S es la clase del oirculo, pera ver eeto se 

muestra en la figura l2. 2 un primer paso de la ctefOl"m.8 oi 6n 

de s en un circulo, la deforme.eión restante es ob,rie .. Es 

6' 

L. 
z. 

Fig. 12 

olaro que F' es de g¿nero l. Ahora bien si F• se pudier a 

obtener de una proyección de s, en virtud del t eorema que 

acabamos de de.mostrar, la curva simple cerrada e (que sa 

mue9tra en la figura 12,1) seris un representante de un nudo 

toral 1 , pero es sebido 2 que una curva simple ce rrada que ti.!?_ 

ne h ¡>rop iedad de pertenecer a · la misma clase que una curva 

1s. llama nudo toral, e un nudo ( distinto del oíroulo) que tie 
n• un r•pr•• it; ante oo otenido en un toro no anudado. 

2ver (2) 



14 

obtenld A rnCle Ja nd.o R3 sobre un plano, no es representante 

de u o 11u élo tot~l y o se escogió tenie.lldo di cha propiedad. 
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