
CALCULOS FUNCIONALES· DE PRI MER ORDEN CON IDENTIDAD. 

Por Gonzalo Zubi exa R . 

En el li bro de Hil bert y Bern ays (1], págs. 1F7-190 , s e 

considera un c álcn lo funciona l ne .p r imer or d en en el que se ­

-intr oduce el sí mbolo '=' de la identi da d y ci e rt a s expreS iQ 

nes llama das termi nos . En e1 pr ese n t e a rticu lo, pa r tiendo -

<1e ·un s.is ,Lema si mi la r, X , con un s is te ma de ax i omas e n X, 

::;e d emue ·stra qu e ~ dftd o ,ur1 co njunt o P . de pr oposi c io nes de -

X , to d a ,.co .risec~e nciR 16 ~i ca de P e s demost r ab le a parttr ­

d~ l as propo si ci one s cte P (y de los axiomas) ; t al es el 

c ontenido del t eor ema 4. 

Los s ímbo l os pr l m1 tl v os de l sis t ema X son: 

= / 

y ] ns TU•· 1.1 e >nt i nu:J<''l6n s e espe cifi ca n: 

l . Dfol •~; j,n.-1·l vl ,~lla l e·~ 1(l os ~l \;lslif ic amós en .vcn' iil~· His 
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y constantes), 

i. Para cada número n-= 1,2,... una clase (que puede -

ser vacía) de símholos Q!l_ operación d~ grado n. 

3. Para cada número n==o,1,2~ ... una clase (que puede 

ser vacía) de símuolos funcionales a·e grado n. 

Suponemos que la totalidad de sírnholos es numerable y 

que la clase de las variables individuales es infinita y la 

de las const8ntes individuales, no vacía. 

So"n _ términos del sistema X: (1) los símbolos individu~ 
¡ 

les, y (2) las expresiones de la forma r( 'f,, •.. , 'f'.,) donde 

r es un símbolo de operaci6n de grado n y <f,, ••• , <¡' .. son 

térm.irtos. Solamente las sucesiones finitas que estén de 

acuerdo con las , condiciones (1) y (2) serán consi,derAdas co­

mo t~rminos. 

Son .f6rmulas elementales del sistema X: (1) los símbo­

los funcionales de grado O; (~) la s expresiones 4'(~1 , •• ,, 

fn), donde q, es un símholo funcional de grado n y ,<¡l.,.,., 

'f" son términos; (3) las ex presiones (f =4'), donde Cf y '!' 
son t~rminos. 

L as f6rmulas del shtemo 'X so.n las elementales y las 

que re sul ta n de . e -:las - al .a pli ca r un número finito de veces 

los sigutente s criterios de construcci6n: 

l. S1 f y g son f6rmula s , ento~ces (f/g) es una f6r-

mula~ 

· 2. Gi f es f6r mulá° y oc un a variable individual, en-
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lonces (~)f e5 una r6rmula. 

Puede observarse que una !6rmula es una sucesi6n .fini _ta , ,. 

(1 ft símbolos y que la tot ,alidad de las f6rmulas es m;qnerable. 

lm.l presencia de 1§. variable individual 01. en ,la _ f~rm.Y:· 

l.11 f w,! ligada en f, si está en una parte . bien -, forma~ .ª "'..' 

( aubf6rmula) de f de la forma (oc) g. Y!!§ pre :sencia de t~r : 
.m1n2 en ·la f6rmula f wí ligada en (, , 'f s.1: C¡QZ:ltiep _e ~i m,t,, 

nos una presencia de variable ligada en f. Q,wLo p-resencia , , .­

U t~rmino en f ll libre en _\.f ,.;~i :,PP es -1::'--,.'.l,t.,ga_q.~ ~n:i,.,f. 

En calidad de abrev.ia;t:µr~s e~~rib A,mc;,~~ 'fg 1;, en lqg¡¡.r de . 

'(f/g)•; •r• en lugar de 1 ff'; 'f~g• y '{ll:0<) ( 1 , , tesp~(,rtiva ... 

mente, en lugar de • fg I f . J (oc):f:1 ;;,.Jf~g l, !'n _J µga_r, d~ . ; :· :r:: 

•(t.g)(g...-f) ,' ,• · .,,.,.,. ·'·• ·' ·; ,, 

Llamaremos proposiciones a las f6rmulas _ qu~ ,..110,cop.tienen , 

presencias lib:t:e~ , di.:, variablef! i ~~fy t ~ua}es •. ,: f ,t 11~.f ~f~rt rnos 

t1. e Has emplea:i;-"~os . l~s le~ras: 1 p' , 1 q.1 
, 

1 r 1 , • • • • 1 

Una yaluaci6n w §istema X se obtiene asignando un V!, : 

lo r de verdad (V 6 F) a cada proposici6n de X, seg6n las 

convenciones que siguen1 

Ql. La proposic16n pq toma el valor F si, y s6lo si, 

las pr oposici one s p y q toman ambas el valor V 

en la valuación. 

Q2. Una proposic16n (~)f toma el valor V si, y sólo 

ai, tod as l as pr oposiciones f i, que se obtienen 

al sub nt t t ui r por una comitante u del sistema las 

presen ci a n l ib r es de ~ en r, toman el valor V. 
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Una valuac16n- (:i:'} ·ae·1 sistema X es una valuac16n de 

X, en la que, adem!s 1 

Il. Toda proposici6n de - la rorma ('f-'f) toma el valor V~ 

12. Si una proposici6n de la formé (<f> ='t) toma el valor 

V s si p contiene presencias del drmino <p en algunas 

pa1·tes donde q contiene presencias del término · 'f , siendo 

p,q iguales en lo restante, entonces p y q toman el mismo 

valor de verdad. 

Puede comprobarse que una valuaci6n del sistema X qu~ 

da determinada al asignar valores. de verdad a las· proposiei.Q 
--=-nes elementales. 

Decimos que una valuaci6n dada verifica a una clase P 

de proposiciones, cuando todo elemento ae P toma el valqr 

V en la valuaci6n. 

Una ,xtensi6n w sistema X será cual~uier sistema Y 

que s.e obtenga al agregar a X nuevas constantes individua­

les. 

Decimos que una clase P ne proposiciones de X es E 

i:U:1ca1ile si existe una valuaci6n de · X o de alguna de sus 

extensiones, en la cual toda proposici6n de P toma el va­

lor V. 

FORMALIZACION. 

Con el símtolo 'f I• nos referiremos en lo sucesivo a 

una fórmula g que se obtiene al substituir por el término 

'f! cada una de las presencias libres de la variable oc en 
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ln. :r6rmula f, suponiendo que las presencias resultantes de 

'fl son libres en g. 

Bon tautologías aquellas f6rmulas cuya validez puede 

1,nmprribarse por medio .de las tablas de verdad. 

Axiomas .9.!a cuantificfci6n: las tautologías y f6rmulas 

,In la forma (Ol)f•f t . 
Axiomas .[.!:l. la · idqntidag I las f6rmulás Cf - '\l Y 

(~ •,vH• (f-g), donde f cop.tiene presencias libres del U1: 

1nl no 1f> en algunas partes donde g contiene presencias · 11• 

IJ1'A11 él el Uirmino ~ , siendo iguales f y g en ,lo- resta~te. 

Roelas~ inferenci¡. 

Rl. Ve f y r .... g inferir g. 

R2. De f+-g inferir r-(Oi)g, siempre que f no con­

LAn~a presencias libres de la variable «. 

Una clase de f.Srmulas es cerrada si eon cada ·par ·de f6,I 

m11lns r .... g y r contiene tan¡.bién a g; y con cada f6rmula 

r-• p; contiene a f-,..(oc)g cuando C( no tiene presencias 11 

l'll' tln ~n f. 

La f6rmula f e11 09nsecuencia formal de la clase de 

rlirmulas K ( en símbolos, K ~ f) si f se puede deducir de 

K ~rltnRndo las re gl8S Rl y R2. eon m,s precisi6n, decimos 

•I 11t1 1\ t· r 1 11 t f ea t;á ~, n li', ~ ~rada mínima que con-

1, 1 t111111 • lí. 11:11 r,cu (fomostrar la existencia de esta ',clase 

K' '1 ,u h tnl ,nrf1f111c:l6n <lo todas las clas~s cerradas que con-

t.1 l'lfltlr l I\ K. 
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En lo que sigue, U será ia clasé de ios ' axiomas de -

cu antl ficaci6n, I la de los axiomas de ra identidad ;, y P 

una clas 'e arbit:ra:rii. < ele p:rdposiciones de X; ' IC+L' será la 

un16n de las cia-s 'es K y L, K + f la élase que restiib 'Jk K 

al agregarle 1a · :t'6:rmula f; " el símbolo . 'K<=L' se usa:rá ·pa­

ra indicar que los elementos de K son elementos de L. 

Téorenia Ú. ·.· Sea· K ' ''.una clase de f6rmulas que contiene 

a U y p. una prop0sici6n ar'Glltraria. Si (K+ p) \- f enton­

ces ' ' K+ tp·:..;r) • : 
Demostra.ci6n.- Sea L : la clase de las f6rm'ulas f tA · 

les que K .._ (p-f). L es cerrada y contieQ~ a .. Üs f6rmulá.s 

de K+ p. Luego (K+p) 'e L; como se quer!~ demostrar. 

· ,-Teorema 2. Si (U+ P) ~ no comprende a todas las r6rm_y 

las de X, entonces P es verificable. 

Este toeremá se debe al Prof. Henkin. La . demostraci6n 

publicada por ~l [2) puede adaptarse convenientemente al c~ 

so del · sistema X~ 

Teoremª 3. Si la proposici6n q toma el valor V en 

toda valuaci6n que v~ri:i:'ique a la clase P, entonces 

(U+P) f-q. 

Demostrac16n.- La clase P+ q es no verificable, por 

la hip6tesis. Por el teorema 2, (U+P+q)' contiene a to­

d~s las f6rmulas de X. En partic:ular, (U+ P + q) 1-q. Por 

el _toerema 1 1 (U+P) 1-(q...,q); luego (U+P)l-q. 

Teorema 4. Si q toma · el valor V en toda valuac16n-(I} 
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q11n vurlfique a P, entonces (U+I+P) .. q. 

Demostraci6n.- Sea J la clase de las cerraduras de 

rt,rmul 0!1 de I. Toda valuación que verifica a J + P es una 

v ,du nf'.16n-(I) que verifica a P. Luego, por la hip6tesis del 

l,nr l'rumu I q 

q,u, a J+P. 

como Je I' 

~--
poril l,111! ri"l n a 

toma el valor V en toda valuación que verifi­

Por el teorema 3, (U+ J+P) 1-q. Finalmente, 

, se tiene (U+I+P) 1-q. 

Una cerradura de la _f6rmula f se obtiene ant~ 

f, por cada variable or 11 bre en .f, el cuant1 

rt u rnlnr (oc). Las cerraduras de fórmulas son proposiciones. 
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