
ALGUNOS TEOREMAS EN LA TEORIA DE 

LA CUANTIFICACION ELEMENTAL. 

por Gonzalo Zubieta Russi. * 

l. NIN'l' ll :Mi\.' l l>E CUANTIFICACION ELEMENTAL. 

J; 1Le t r aba j o t:ontiene una serie de teoremas relativos a clllcu-

1111 h111clo nal • d• p rl 11u·1· orden. Varios de estos teoremas se encuen 

,, •11 • 11 forma lmpll cl ta "" el interesante artículo de Leon Henkin. (ll. 

De una manera • i11temática se hace uso de las nociones mlu -

fa 1111llar e 1 de la teorla df' los conjuntos. Usar~ los sbnbolos '+'. 
, e , y , E, pa r11 l es operaciones de unibn e interseccibn y 

I• • .-.. laci oncs de inclualt ,11 y pertenencia, respectivamente. 

Un sistema lo11l1l lco de cuantificacibn elemental, o c~lculo -­

l1111, ·lo 11a l de primer orden, puede construirse con los slmbolos lb¡icos-

/ 

+ Co nl(r e so Cientf!ico Me xic ano, septiembre de 195 1. 
I\ C'!ca rio del Instituto Na ci onal de la Investigaci6n Científica . 



}' l os símbolos pr o pios del sistema . Eo•to s (ilt im os s e clasifican en - -

sím~~ individuales y símbolos [unci onalt:n . 

Símbolos i ndividuales . -- --- Ei,tnn fo, rn11dos por las variables y -

las cons tantes individuales del sis lem 11. 

Sí mbolos funcio na le s . Pa rn C l\d1t uúrne ro natural n (n = O, 

l • z., • . . ) e l sistema co ntiene un a claae (qu ,. pu e de l'le r vacla) de-

sí mb olos funcionales de grado n . 

Como s e a c aba de indicar, no es ncu:11nri u que haya s ímbolos 

funci onal es de tod os lo~ grados ; tampo co c 11 11rr.-1111rio que haya cons--

t antes i ndividunlc -9 en el si stema . Pero i,ic ""'Ke qu e, en un sistema -

da do. tan to la:i va r ia b le s individuale" '"""º lo ,; s lmbolos funcionales -

e n su t o talidad t o rmen clases no v lldn1 t. 

2. - FORMULAS . 

Son I6rmu1as ele menta.le 11 ,te un c !llculo funcional de primer 

orden, los s lmb o los funcionales de K rudo o del sistema y las expre 

siones r ( 0/1 , • • , O["), en qu e r ,. s cualquier símbolo fun ci on a l-

de grado n del sis tema y e<, son simbo los indlv iduale s -

cu ale squi e rll d e I s i ste ma . 

La ,; fbrmulas de un sistema r; c111 l as f6rmulas elemenlul cs de -

dicho sistema y l as expr esione s qu e pr o v ienen de ellas al aplicar un - -

número finito de v e: ces los siguiente s e rite río s de composicibn . 

l. - Si y g son fbrmul ati en t onces (f / g) es una ---
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fórmula. 

2 . - Si es una fórmula y ce una variable individual - -

cualquiera, entonces (o:)f es fórmula. 

La fórmula (f / g) es la no-conjunción de las fbrmulas ----

f y g y la de signaremos brevemente con el simbolo 'fg' . Una -

lectura conveniente para esta expresibn es "no f ó no g". 

La fórmula (ex )f es la cuantificación universal de la fbrmu-

la f en la variable individual O( y se lee "para toda ex , f" . 

Una pre aencia dada de la variable individual OC enlafór--

mula f está li¡ada en f, si está en una cuantificacibn en oc que 

forme parte de f . U na presencia de símbolo individual es libre en- -

una fórmula si no eaU1 ligada en ella. En particular, toda presencia -

de constante individual e• libre. 

En adelante, X, Y. Z, ... serán sistemas de cuantifica---

ción elemental, arbitrarlo• ; O( , r • 1 variables individua--

les cualesquiera ; u,v,w, . . . constantes individuales; f. g, h, ... -

fórmulas; K, L, M ; .. . clases arbitrarias de fórmulas de un • ia - -

tema dado; f} , la fórmula g que se obtiene al substituir por el-

slmbolo individual lodo• las presencias libres de O( en f, -

siempre que las presencia • resultantes de sean libres en g . 

Una proposición es una Ibrmula en la que no figuran preaen- -

cias libres de variablet1 individuales. 

Usaremos las letras 'p', 'q', 'r', ... para referirnos n pro -
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posiciones cualesquiera y 'P', 'O', 'R',.. . para referirnos exclusi­

vamente a clases de proposiciones. 

La negacion 1, la implicacion y la cuantificacibn-

existencial (E oc)f se definen de la manera siguiente: 

I De! . f( 

f-g De!. fí 

(E <X)f Def. (0()1 

3. - V ALUACION DE UN SISTEMA. 

Cuando hablamos de una extensibn del sistema X nos re-

ferimos a un sistema y cuyo• slmbolo• se obtienen de los de X 

agregando nuevas constantes individu11le 11. Si X contiene por lo -

menos una constante individual, se conviene en considerar a X en 

tre sus propias extensiones~ De manera que toda extenaibn de un sis­

tema contiene al menos una conatante individual. 

Sea X • un sistema que contiene al menos una constante in-

di vidual . Una valuacibn del sistema X se obtiene asignando a ca-

da proposicibn de X un valor de ve r -iad (V b F) conforme -

a las condiciones siguientes: 

l. -Si p y q toman ambas el valor V entonces la - -

no-conjuncibn pq toma el valor F, y recíprocamente . 

2. - (CX)f toma el valor V si, y sblo si, f l toma el--

valor V para toda constante u de X. 
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Se demueatra ft&cihnente que una valuacibn de X put1d 11 

definirse a11l¡nando, en forma arbitraria, valores de verdad a la1 pro 

posicione II elementales de X y extendiendo luego la a11ignacibn a . 

laa otras proposiciones.de acuerdo con las condiciones l y 2 anterio - -

rea. 

La clase de todas laa proposiciones de X que toman el -

valor V en una valuacibn dada de X, recibirá el nombre de el! -

_!! completa ~ X. (ae trata de una adaptacibn del concepto de 

"claae de verdad" introducido por Quine (l] . ) . 

Una clase completa en X puede también definirse como-

una clase p de p ro posiciones de X, .tal que : 

1 . - Si p,q&P entonces pg.P, y reclprocamente . 

Z. - (IX)feP si, y sblo si, p11.ra toda constante 

u de X. 

Se dice que una va luacibn de X verifica a una clase arb i-

traria p de proi,01i cio nes de X, 11i toda proposi ci bn de p t o 

ma el valor V en d ic ha valuacibn . 

Sea p una clase de proposiciones de X . Decimos qu e -

p es verificable si exl at e una extensibn y de X y una valu a -

cibn de y que verifi ca a P. En otros términos, p es verl -

ficable si exi1te una extensibn y de X y una clase a . com --

pleta en Y, tal que PcQ . 
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4. - CLASES CERRADAS. FORMALIZACION. 

Las deducciones formales en un 111istema se harlm siguiendo-

las reglas de inferencia Rl y Rl . 

Rl. De 

Rl. De 

f y f -g 

f - g infe rit· 

ga presencias libres de O( . 

ln[erir 

r--(cx)g 

g. 

cuando 

Sea K una clase de fbrmulas del sis tema 

fbrmula cualquiera del mismo sistema . Úl!:cimo.s que 

~ a partí r de K si existen fbrmulas 

no canten-

X y f·una 

f es demos-

de-

las que algunas son extraídas di rectamente de K y las otras se de -

ducen de una o dos anteriorc11 m"di11ntc una de las reglas Rl y Rl. 

La suce 1Jibn I 1 , f2 , ••• , Ín , f co n sti tuye una demostracibn de f 

a partir de K. 

U11aremos el símbolo 
. ,, 
K para hablar de la clase formada 

de toda s la a, fbrmulas demostrnbJe CJ n partir de K. 

Uno clase de fbrmula :!1 K es cerrada si con cada par de -

fbrmules e y e ..... g contiene n g, y con cada fbrmula 

contiene a f--(<X)g, siempre que ex no figure libremente en f. 

Es fácil comprobar que ln clas e K', de las fbrmulas demos 

trables a partir de K, está caracterizada por las propiedades si----

guientes : 

DI. K' es cerrada y KcK'. 

Dl. Para toda clase de fbrmulas L, si L es cerrada-



y KcL entonces K'cL. 

Luego K' es la clase ce rra4a n1ín inv, . ':llJI:-' nn ~i.1 "'' '"' " 

Los teoremas de esta s eccibn y de la ii 11íg 1iil'lll<' t1 ,. , . , (, ., ,.,.,, ,. .. _ 

radas con cifras romanas . 

l. Si K es cerrada enton ce s K= K' . 

II. K'= K". 

III. Si Kc L entonces K'c L'. 

IV. Si 

toda f6rmula f de L' es'"• en alguna 

Los teoremas I, J.I, III, son conse ci1en cia /i\ inrncdi., rta s d r: 

Dl y D2. 

Demost raci6n de IV . - Se .a M la clase de las !brnH1 h 1 & .• 

f tales que f e s lh en alguna M es cerrad .a. y L e M, 

luego L ' e M, que es I a afirmacibn de IV. 

Los axiom a.e, del sis tema X son la s tauto log ias de X 

(fbrmulas de X cuya validez se comprueba co n las tablaii de v e 1· ... . 

d.a.d) y las fbrmulas de X de la forma ( c<)f ... I $; sie nd o 

un símbolo individual, cons tante o variable . 

(1) 

(Z) 

(3) 

ESQUEMAS DE T AUTOLO GIAS 

f-f 

r-(g-f) 

f-(g -h)-. (r--g) ..... (f-h) 

{6) 

(7) 

(8) 

I-(f-g) 

(f-Í)-I 

f-f 
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{4) I-(g-h)--.fg-h . (9) f --.g-Tg 

(5) fg-h-.f-(g-h) (10) fg-f ; fg-g 

Sea U la clase de los axiomas de X y K una clase-

de fórmulas de X. 

V. Si fe (K + U)' entoncea (O<)C e (K+ U)' . 

Demostración . - Por (Z) y Rl, 

Aplicando RZ y Rl con (l) obtenemo:, 

(p-p) -... fe (K+ U)' . 

(Ol)f E. (K +U)'. 

Sea p una proposicib:l de X. 

VI. Si fS(K+U+p)' entonces p- fe(K+U)'. 

Demostración. - Sea L La c lll! J!le1 de l a s fórmulas f ta-

les que p-fs(K+u)' . 

(K+ U +p)'c L. 

L es ce r r adll y K+ U +pcL, luego --

En los teoremas VII y VllI l'flt,1111.-:ntes, se supone que el siste­

ma X contiene una infinidad de vn r in b les individuales; además el -

símbolo 'X' se usa tamhil\:n P" r " designar la clase de las fórmulas 

de X. 

VII. Si. K es una clase d e fbrmulas de X, Y una ex--

tensibn de X y W la clase dt'I l ol'I axiomas de Y, entonces 

(K+U) '= (K+W)' . X . . 

Demostración. - La inclusión en un sentido es inmediata. Pa­

ra demostrar que (K+W)'. Xc(K+U)', consideremos una fórmula -

f de (K+W)' -X yunademostración f1 , •.. ,fn,f a partir de 

.K + W. Si cada una de las constantes que figuran en las fórmulas - - - - · 
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f1 , . . . , fn, f y que no pertenecen a X la substituimos por un11 ~• 

riable que no figure en la demostracibn, de manera que constante• 111 

ferentes ~ean reemplazadas por variables diferentes, obtenemos un11-

demostracibn de a partir de K+U. 

VIII. Si f ~ e.(K + U)' y u no figura en las fórmulas de -

K+f, entonces fe(K+ U)' 

Demostracibn. - Sea f1 , f2 , . . . , fn, f ~ una demostración-

a partir de K+U y ~ una variable que no figura en ella . Si -

substituimos p o r 

-tracibn de f } 

cada presencia de u obtenemos una demos-

a partir de K+U fte(K+U)'. Por V, ------

( p)r¾e(~+ U)', lu e go fe(K+U)'. 

5. - CLASES CONSISTENTES. 

Una cl as e K de fbrmulas de X se llama inconsistente -

en X si (K+ U)' conti e ne una formula f de X y su nega-

cibn 1. Mediante la t a uto lo gía (6), se demuestra que la inconsisten-

cia de K en X equ i vale a la relaci6n (K +U)'= X. Las cla- -

ses que no son inconsi s te nt es s e llaman consistentes . 

IX. Si PcX y P es verüicable entonces P es ---

c onsistente en X . 

De m o stracibn . - Co n s ideremos una extensibn Y de X -

y una valuacibn de y que verifique a P. Puede verse fli.cilment e 

que toda proposíción de {P + U)' toma el valor V en esta valu a - -

ción. Luego {P +U)' no contiene a las proposiciones de X que-
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toman el valor F: (P+U}'~X. 

X. Si KeL y L e• con • l • tente en X, entonces ---

K ea conaiat.ente en X . 

Demo •traclbn. - (K + U) e (L +U)' y pue • to que uta última 

claae, por bipbte • ia no comprende a toda• la• fbrmula• de 

gue la conaiat.encia de K. 

X, •e si-

XI. Si 

L=K 0 +K.i+K 1 + . .. entonce• 

aon conalatente• en X y --

L e• con•l • tente en X. 

Demo •tracibn. - En primer lu1ar L+U=(K.+U)+ 

(Kll+U)+(Ka+U)+ . .. Sl (L + U)' c ontuviese una fbrmula f - -

y • u ne1acibn T, cata • fiprarlan, en vl•t• de III y IV, en algu-

nn ( ~ + U)', contra la hipbte •l• d. que K.. es con1i1tent.e . 

Loa teorema• Xll y XUJ •i1ul e nte• son vli.lidos en el aupueato 

de que el •l•t.ema X contiene una Infinidad de variable a individua- -

lea. 

XII . Sl K ea conaiat.ente e n X, y y e• una extensibn 

de X, entonce• K e• conal • tente en Y. 

Demoatracibn. - Sl K fuera inconsiatente en Y se ten 

drla (K + W)' = Y y, por VJI, (K + U)'= X, contra la hipbtesis. 

XIII. Si P es con • iat.ente en X, (Eot)f EP y u no -

figura en l•• proposicione• de 

en X. 

Demo • tracibn. - Si 

P, entonces P+f J ea consiatente 

P+ f.!! no es consistente en X, en-­
OC 



toncea (P +U+ fj)' comprende a toda• la• rbr rn11I• • d• X. <-n - --

particular 1~•(P+U+fi)'. Por VI, 1f- 7 f • (1> +11) ' . P o r -­

(7) y Rl, 7f6(P+U)'. PorVlll, Te(P+U)' y, pnr V, 

(«)"f e(P +U)'. Finalmente, l)Or (8) y la definicibn dt1 (11: Gr)f, L• n • 

moa (EOC)fe(P+U)', contrario a la hipbteais de que P • • c1u 11-

sistente eu X. 

b. - CLASES CONSISTENTES MAXIMAS. 

Una claae P de proposicione11 de X se llama ~ - • 

~máximaen X si P es con11htente en X y, para cual -

quier propoaicibn q de X que no est~ en P, P +q reaul -

ta inconaiatente en X. 

XIV. P 11• completa en X 11i, y sblo si, (1) P ea --

conaiatente máxima en X y (Z) P contiene, con cada proposl - -

cibn de la forma (1: DC}f , una propoaicibn de la forma f.!:!. oc sien -

do u una constante de X. 

Demostracibn . - S I P es completa en X entonces P 

es conaiatente en X, por a e r ve rüicable, y es mflxima, ya que ai 

q no eatá en P au ne¡ a dbn q está en P y de aquí que 

P+ q aea lnconaiatente . Además se cumple la cláusula {Z) de . XJV. 

' Por otra parte, al P ea c onsistente mflxima y qe:{P+ U)' en --

toncea qeP, de aquí que P sea cerrada z:especto a Rl y que con 

tenga a loa axiomas de X que sean proposiciones. Utilizando la• -
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tau to logias (9) y (1 O) se demuestra que p cumple con la condicibn-

1. de la sección 3. Tainbién se demuestra que si (O<)feP enton-

ces toda u r cié. con u en X, está en P. La reciproca de es--

ta última afirmacibn •e obtiene como conaecuencia de la cláusula. (2) -

de XIV. 

En la demostración del si11ulente teorema {XV) se supone que 

las fórmulas del aiaterna X se pueden numer a r Para. ello basta-

que la totalidad de a{mbolos de X aea nume rabie. 

XV. Sl P ea conaiatente en X, existe Q, consistente-

mmrna en X, tal que PCQ . 

Dernoatracibn. - Dada una nume racibn de las fbrmula• de - -

X, poderno• conatruir de la man e ra siguiente. Sea pl. la--

primera propoaicibn que aparece en la lista; hac1P.mos b 

·J 1 = P+ 1\ , ae1ún que P+ 1\ ae• c onsistente o no. De cualquier-

manera re aulta con,iatentti . Análogamente, con Q1 y la- -

segunda propoaicitm 1\ de la llala construimos b -

ae¡ún que Cl_i + 1\ · • -:a consistente o no. Prosiguiendo-

de eata manera, obtenernos una au c e s lbn PCQ 1 c:Q 1 c . .. de cla---

ses conaietentea de propoaicionea . Sea o = p .... Oi. + º• + . .. Q 

ea conaiatente por XI. Adernt• al una propoaicibn p 

Q, su ne1acibn debe estar en a y de aqui que a+P 

no figura en 

resulte 

inconaiatente, con lo cual queda demoatrado el carácter mbirno de Q . 

En la demostracibn de XVI aupondrernos que la totalidad de 



fbrmulas de X e• numerable y qu e X 

variable• individu • le • . 

XVI. Si p ea consistente en X enton e• • p "ª v•rl 

ficable. 

Demostracibn. - Construiremoa una extenaibn y d • 

y una clase Q, completa en Y, tal que Pe Q. El • l • tema 

X • 

y • 

se obtiene a¡re¡ando a X nuevas constantes individualea 

llij (i.J=l.Z,3 , .. . ) que no figuren en X. Ademiaa llamamo • x. 

al sistema X, x1 al que se obtiene de X agregando la1 cona - -

tantea u,j (j = l, Z, . . . ) ; en general, Xi se obtiene de 

gando las constante• u¿j (j = 1, 2, ..• ) . Partiendo de una nume racibn 

de las fbrmula1 de Y, construimos según el procedimiento de XV una-

clase conahtente mtxima en X tal que PcP., A esta-

clase P. , que tambl~n e• consistente en ~ , le a¡regamos con la -

j-~sima proposicibn de la forma (E DC)f, la propo • icibn ~ fk La .• 

clase resultante ea con • latente, en vista de XIII. A partir de ella ob --

tenemos una clase Ji. , con • iatente máxima en X1 

asl obtenemos clases J!CJlCJlc . . . tales que 

tente máxima en Xi y contiene, con cada fbrmula de 

forma (E oc)f, una fbrmula de la forma fu « siendo 

Prosi¡uiendo -

es conala - -

~-l de la --

u una con • -

tante de Y . La claae es consistente máxima e n 

y y contiene, con cada proposicibn de la forma (E lll)f una propo --

&icibn de la forma f i, s iendo u constante de Y . Por XIV, - -
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Q es completa en Y. 

Finalmente, enunciamos un teorema que comprende como ca-

so particular al teorema de Gode 1 sobre la suficiencia del sistema de -

axiomas y reglas de inferencia para el cálculo funcional de primer or-

den. 

XVII. Si q toma el valor V en toda valuacibn (de las ex-

tensiones de X) que verifique a p én .ton c es qs(P+U)'. 

Demo stracibn . - La clase no es verificable y, por -

XVI, P+"q e 11 inconsistente, luego 

y, finalmente, q6(P+U) '. 
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