
ALGUNOS TEOREMAS RELACIONADOS CON LA VARIACION 
DE LA LONGITUD DE UNA CURVA VARIABLE QUE SE DESLIZA SOBRE 

UNA SUPERFICIE CURVA 

Por Alíonao túpole• Gindal't. 

l. Se con•idera una curva varia.ble que •e de•liza • obre una •uper!lcie 

curva y se obtieni, una relación general que liga el cambio de la lon11itud de la 

curva con la curvatura ¡eodé•ica de la miama. 

Se aupone, d,ude luego, que tanto la auperficie como la• curva• 

y las funcione• que •• condderan aatisfacen la• condicione, de re¡ularld&d u1ua

le11 en la geometria difer•ncial cláeica 

Sea C "M, M
1 

la curva variable contenida en la •uperíicie (S), 

y sean >.1 y X.i la• trayectoria • respectiva• de 1011 extremos M,, M, de la 
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misma curva. 

Sup6n¡aae que loa arcos M, M1 no •e corten entre s!, por lo me

nos en la inmediata vecincl&d de la posici6n p,.rtlcula.r que se considere del arco 

variable M1M¡. 

Las posiciones auce • iva• del arco M,M 2 aobre la auperficie (S) 

definen una fa.milla de curva •• A 6ata1 la • tomo como curva• param6tricaa 

u= constante, y a su • trayectorias ortoaonalea laa lomo como curvaa pa.ramétri-

ca • v z constante. 

Con e• tos parimetroa (u, v) el elemento lineal en (s) y la cur

vatura 1eocUi• ica de M,M2 quedan expresados re •pectlvamente por 

da 1 = E(u, v) du 1 + G(u, v) dvl 

Z. RESULTADOS. Designando co11 (11, v1) y (u, v
2

) las coordenadas de 

M, y M¡ reapectivarnente, se tiene 

Tearem& 1. ~ general. 

i,c 

du [
~] Vz 

+ tvul . v, 
(1. l) 

En donde C ea la lon¡ltud de la curva deslizante M1 M2 , y a,, 11z 

el in1ulo de esta misma curva con las trayectoria• >..1 y >., en loa puntos M, y 

M1 respectivamente. El últlmo t6rmino expresa el incremento, de v, a v 2 , de 

la funci6n lndlcada . 



~pa r ticular. 

Si en la vecindad de una cierta poaicl6n pa r tlcul& r de M,M, , I•• 

otras poaiciones d.., la misma curva. dealizante • on pe.ralea. • ¡ no déd ca• dn M, M•, 

resulta {E = l jVuj = l) 

Teorema Z. 

dC 
du 

(1. l ) 

Si las curvas M, Mz son curvas cerrada e Usas (M), e ato ea, aln 

puntos angulosos, se tiene 

~ particular. 

dC f _.!L d • 
du = (M) IVuj 

(l . .1) 

,i Si la • curva• M,Mz son curvas cerra.das lisa.a (M), y • i, ade

más, en la. vecbida.d de un ci ert o c ontorno Mu las otra.a curva • M aon paralela e 
1 

geod,Bica • de : Mo., entonce,, pa r a este contorno Me, ae tiene 

j lite da 
(Mo) 

(2. Z) 

3. JUSTIFICACION D E L TEOREMA 1. Que 

sean las ecuaciones e n (S) dc la• trayectorl.ae >., y X1 respectiva.mente, y que, 

s ean loe ángulos del arco M, M, con las mismas trayectorias en los punto• M, y 



50 

Mi respectivamente . 

se tiene: 

Para un deslizamiento elemental du del arca M1_M2 sobre (S), 

cata, •fo(u, v1 ) ~ 

..fE(u, v 1 ) du 

y ..fG(u, v 2) ~ 

..fE(u, v
2

) du 

dC 

du 

Ahora bien, la longitud C dela .r e o M
1
M1 o • : 

v2(u) 

C J ..fG dv 
v

1
(u) 

J vz(u) ¡¡.{G dv 

v 1(u) ~ u 
+ .fG(u, v

1
) dv, 

du 
(C ) 

.Jc (u, v,) dv, 
du 

y , teniendo en c u, rn ta la expresi6n dé la c u, · v11l11r• 11,:,odé • ica, reauJ,ta 

o sea 

dC 
du 

dC 
du 

[ .fE cot ca] v
2 

v, 

1 1~] 
¡vu[ 

v, 

Ouoda pue • juetil k a do o l tcrn roma general. 

El teorema 2. • e }u•t. l.(lc a fá c ilmente aplicando L. l y teniendo 

en cuenta que v1 " v, . 
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