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En este trabajo se de • uestro que los cuadrados de 

Steenrod sobre las closes de coto • olotla satisfacen ciertas 

identidades, Estas identidad,s se a,lican Para resol~,r altu

nos proble • as particuLares . de io • otopla. Los detotles cu • PLe

tos . aparecerdn en altuna otra parte. 

I. Sea Hq(K) el q-6simo grupo de cohomolog1a de un 

complejo K, con los enteros m6d 2 como g~upo de coeficientes. 

Los cuadradoa de Steenrod( 11 denotadoa por Sq
1 

(1 = O, I, ... ), 

•Traducci6n del trabajo publicado por nuestro consocio, bajo el 
ti tulo ".The iteration of the Steenrod aquares in algebraic 
topology•, en la Revista Eatadounidense froceedings of the 
Katio~al Academy of Sciences, Vol. 38, Nd.8, pag~.72O-726, 
Agosto de 1952 

l •lvease Steenrod, N.E., Ann.Math., Vol. 48 (1947), pags.29O-32O. 
V6ase ta~bi6n la refere~ci~ (I I), pag. 977, 
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son homomor.!i smos invarian tes 

definidoa para cualquier complejo K y que 1ati11facen, entre 

variaa otraa, las siguientea propiedade1: para cuaiquier mapeo 

f de un complejo en otro, ~e tiene f•Sq 1 = Sq1 f•; Sq0 = ideD 

ti dad; Sq 11u = u - u, (m6d 2) ai q = dim u, 

Un c,adrado it,rado ea una composicidn de dos o m4s de 

tales cuadrados, por ejemplo S4 1 Sqj S4k, Laa relaciones 

(m6d 2) siguientes para 1011 cuadrados i teradoe eon bien cono-
·' 

cidas 

Sqk 
={Sqll:+i Ii le ea par, 

Sq I 0 , ai le ea impar. 

Un resultado principal de e1te artfculo ea un si11tema de . 

relaciones adicionales como 1igue 

TEORl:)U 1 •. 1 Para tod11 1 > ti Los cuadrados satisfacer. 

las r,Laciones m6d 2 

s-t+j-1 
( 2j ) S t+a+j S t-j q q , 

(k) donde es 
j 

la con11c11ci6n 

cl 11aLor, m6d 2 d,L cocficient, binomial, co~ 

(k) = O s i j > k, 
j . 

De tales relaciones obtenemoe 

( I , 2') 



(I. 3) 

(I. 4) 

Coao casos eapecialea de I . ·2 tenemos 

:II.• I 

l: 
p•o 

Jl.•l 

l: 
p=o 

2 • +2•-2P . 2P 
Sq Sq 

Una consecuencia direct& de 1.2 ea el 

3 

(m>n) 

2P 
TE0REM! 1.6 Los cuadrados dcl tij>o Sq en los quc 

p = O, I, ••• for • an una base j>ara las oj>cracioncs de e/ectuar 

cuadrados, Con Precision, las rclacio1tcs 1,:;: 1>uedcn usarsc Pa-

ra cscribir cualquier cuadrado co • o u1ta su • a de cuadrados ite

rados, con exPonentes 2P, cjc • ;lo: Sq8 = Sq2 Sq4 +Sq1Sq4 Sq 1
, 

0BSERV!CION. Usando un punto de vista distinto, medfa~ 

te los complejos de iilenberg-Mac Lane, Serrel 2 > ha demoatrado 
1 1 1 2 ik 

que loa cuadrados iteradoa del tipo Sq Sq •• ,S~ , en los 

que 1 1 i 212~•·· ik-• ~ 2ik, consti\uyen una base para los 

cuadrados i terados. Puede darae una nueva demoatracidn de eat .e 

hecho usando las rel~ciones I. i. Eats tiene la ventaja de que 

ae obtienen f6rmulaa expl:l'.ci t:as para expreaar un cuadrado 1 te

rado arbitrario, en t6rminoa de esta base. 

2. Sea u una clase de cohomologia de un complej:o K, 

con coeficientea en un grupo G. Podemoa escribir usando 1.2, 

la siguiente exprea16n para el autoproducto de u. 

Si q = dim u = 2n(2r+I), r > 0, entoncea 

(2. I) u- u = 

<2 >V6ase Serre, J.P., C.R.!cad. Paris, Vol. 243 (1952), 
paga. 1243-1245. 
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Si q+I = dim u = 2n(2r+ l)+I, r>O, n>Q, · entonces 

(2.2) 
n D 

u - u = s* [Sq 2 s4
4

-
2 u+ 

n-1 
L 

p=o 

en donde s* es el homomorfismo cofrontera de la sucesi6n de 
coeficientes 0 • G • G • G/2G • 0 ( 3). En el segundo caso su-
ponemos que no existen elementos en G de o rd en 2. 

Estas formulas imponen restricci one s fuertes sobre los 
autoproductos en el anillo de cohomol og ia de un complejo. Por 

ejemplo 2.2 implica: No Pueae existir un comP lejo K con una 

clase -7 entera u, tal que u - u JO y H 
1 1 

(K; mod 2) = Q. 

3. Llamaremos a una variedad M, de dimensi6n par, del 

tipo a, cuando sea conexa, orientabl e y s u numer o medio de 

Betti sea I. Esto es dim M = 2k y R0 = Rk = R2 k = I. Como 

es bien sabido no puede existir una variedad que sea de tipo a 

y de dimensi6n 2 {p+ I). Esto es una cons ecuencia di rec ta de la 

dualidad de Poincar6 y de la anticonmutatividad del producto -. 

Pueden darse las siguientes restricciones ulteriores sobre la 

estructura homol6gica de las variedades, usando la dualid ad de 

Poincare y la f6rmula 2. I. 

TEOREMA 3. I dim M 2k 
n+1 

Sea = 2 (2r+ I), r > o. En-

tonces no existe una variedad M de l tipo a tal que 
H2 D (M; m6d 2) = 0 y Hk- 2(M; mod 2) = 0 Para p = I, •.• , n-1. 

Una consecuencia directa de 3. I es el siguiente 

COROLARIO 3.2 En caso de que exista una variedad sin 

torsi6n, de dimensi&n 2k y con l+xk+x
2

k como j>olinomio de 

Poincar~. entonces k es una Potencia de 2. 

( 
3 lvease Steenrod, N. E., Topology o! Fibre Bundles, Princeton 

Univ. Press.1951, pags. 191-193. 
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OBSERVACION: El Teorema 3. I resuelve paroialmente un 
I •l I II l problem&, considerado por Hirsch y por Bassi sobre la 

existencia de una variedad de dimensi6n 12, con I + x 9 + x 12 

como polinomio de Poincara. Se sigue de 3. I que tal Yariedad 

M no exisie con H2 (M; mod 2) = Q. 

4 D d f ·.·S~+q-, • Sq . a o un mapeo (de una esfera-(p+q-1) 

en una esfera-q), sea K el complejo que se obtiene adjuntando 

a Sq mediante f, una celula-(p+q). Si SqP:Hq(K) • Hp+q(K) 

es distinto de 

de cohomolog1a 
p 

que Sq sert\ 
Hopf(e) 

cero, este mapeo es esencial. Ya que los grupoo 

intermedios de K son nulos, se sigue de 1.5 

cero si p no es potencia de dos. 

h t 'd . 1 f·. ·S2n-1 • Sn a cons ru~ o mapeos esenc1a es 

para toda n par. Asign6 a cualquier mapeo tal un entero lla 

mado el invariante de Hopf H(f) (un invariante de la clase de 

homotop1a que es cero para mapeos no esenciales). Exhibi6 ma

peos f para cada par n y para cualquier H(f) par. Para 

n = 1,2,4,8, demostr6 que cualquier entero pod!a ser una H(f). 
(1) 

Recientemente G.Whitehead prob6 que H{f) es par para cual -

quier f cuando n = 4k+2 {k ~ 1). En el problema ae decidir 

para cut\les n existe un mapeo con iovariante de Hopf I, ex

cluiremos muchos valores de n con el argumento que sigue. 11 

,alor, mod 2 de H(f) es O 6 segun que Sq .. :H .. (K) • H2 
.. (K) 

sea O o no lo sea. El resultado del precedente parrafo de

muestra as! el 

l • JVease Hirsch, G. Colloque International. de Topologie ili6brique, 
Paris, 1949, pags. 35-42. 

I II lvease Bassi, A., Mem. della Cl. di Sc1enza, R. Accad. d'ltal1a, 
Vol.e (1935), pags. 669-714. 

leJHopf, H. Math.Ann., Vol. 104 (1931), pags. 637-665 y funa. 
Math. Vol. 25 (1935), pags. 427-440. 

! 7 lfth1tehead, G.W. Ann.Math., Vol.6t (1950), pags. 192-237. 
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TEORt:I.U 4. I El i,avar-iante de Hopf H{f) de un • aPeo 

f:S 2 n-i • Sn debe ser par si n no es vna Potencia de 2. 

Sigue en pi6 el problem& de decidir s1 para cada poten

cia de 2 existe un mapeo con I como invariante de Hopf. 

Es bien conocido que (4. I) tiene varias implicacionea; 

11610 mencionaremos las siguientea. 

COROLARIO 4.2 Una representacion de s• como r.anojo 

esferoidal (sphere bundle) sobre Sn es posible sola • ente si 

m 2 2n-1 y n es potencia de a. 

Este oorolario vale para un grupo arbi trario del manoJ o. Pa

ra el grupo de rotacionAs Rn como grupo del manojo, fu6 probA 
( 8) 

do recientemente por N.E.Steenrod y J.H.C.Wbiteh~ad. 

COROLARIO 4.3 Un mapeo f:SnxSn • Sn del tiPo {I, I) 

puede existir solamente si n+I es Potencia de 2, 
( 9) (lo) 

Hopf y Behrend estudiaron el asunto de la existe~ 

cia de algebras reales con divisi6n (esto es, multiplicaci6n bi

lineal con unidad bilateral y sin divisores de cero) en el espa

cio euclidiano-n. Mostraron que no existen cuando n no es 

potencia de 2. El resultado precedente nos permite demostrar 

este resultado eliminando la condicidn de bilinealidad. 

5. Al extender el proceso de adjuntar celulas a esferas 

y mediante las f6rmulas 1.3 y 1.4, demostramos el siguiente teQ 

rema general acerca de la composicidn de suspensiones de mapeos 

~uyo invariante de Hopf sea I. 

TEOREMA 5. I Sean y dos 

I el 
V6ase Steenrod, N.E. y Whitehead, J.H.C., Proc.Nat.Acad.Sc. 
U.S.A. Vol. 37 (1951) page. 58-63, 

( 9) 
Hopf, H., Comm.Math.Helv. Vol. 13 (1941) page. 219-239, 

(IO) 
Behrend, F. Compos. Math. Vol. 7 ( 1939), page. 1-19. 



7 

• aPeos cuyo invariontt de Hopf valea 1. S•P6nease • ~ D, 

Sea g' la susPtns ion (~1-n)-esimi,. de g. B11toncea la oo • -

Posi c i tr. fg' sie • Pre es esencial; cde • 4s 

(1) si m = n, la suspc11si6n P-lsi • a de est, • oPco ao • -

Putsto, ts tsencial Para tcjo p. 

(::;i) si m > n, la susPcnsitfn P-,si • a de cstc • apeo co • -

Puesto, ts esencial para todn p < n. Todos los ele • e11tos 

esencialts constru{dos de este • odo no son divisibles e11tre a, 

Si en lo de arriba tomamoa f = g como el mapeo s•~s• 
de invariante de Hopf I, obtenemos una nueva prueba de que 

nn+ 2 {Sn) 1 O para n ~ 2. inalogamente si f = g ea el ma-

peo S7 
• S4 (o bien S 15 

• S8
) de invariante de Hopf I, en

contramos que nn+e<~n) 1 0 para n ~ 4 (respectivamente, que 

Sn ~ ) n n+ 
1 4 

( ) r O para n ~ 8 • 

6. Indicaremos come nuestras relaciones aobre ouadrado • 
iterados pueden usarse para construir algunas operaciones ooho 

mologicas de stfunda esPecit, Sean respectivamente Z y Z1 

el grupo de los enteros y el de los enteros m6d 2 y supdnia • e 
2 • Cl q+2 ( ) Sq :n (K;Z) • H K;Z2 definido con el apareamiento natural, 

Deffnase N4 (K) C H4 (K;Z) come el nucleo de Sq2
• Construire 

mos una operaci6n de segunda especie. 

( 6. I) 

Primero considerese u E H4 (K;Z) con q ~ 2 y sea u 1 un re 

presentante de u. Conn= I en 1.4 tenemos la relaci6n 

Sq2 Sq2 u + Sq3 Sq 1u = o. La demostraci6n de nuestras relacione • 
sobre cuadrados iterados se hace mediante una construco16n de 
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cocadenas. Para esta relaci6n particular construimos mapeos 

de cocadena 

donde K4 = K x K x K x K, de modo que m6d 2 

donde '-11: es el k-producto cupl I) y ademAs i=q-2. Si u es 

una clase con coeficientes enteros, entonces Sq 1u=O y por 

consiguiente Sq2 Sq2 u=O • En este caso una expresi6n cocade
nal m6d 2 para esta dltima relacica ao dA mediante 

(8. 2) 

en donde 

T/ ( U I ) = ½ [ U I -1 + 2 U I +U I] • 

Sup6ngase ahora que Sq2 u=O, esto es que 

entonces para alguna cocadena b tenemos u 1 - 1 u,=8b y se 

siiue 'm6d 2 gue 

( 6. 3) ( U I - 1 U 1 ) - 1 + 2 ( U 1 - i U 1 ) = 8 [ b -1 + 1 b + b -1 + 2 8 b] • 

Tenemos entonces queen 8.2 yen 8.3 la misma expresi6n es una 

cofrontera por dos razones diferentes. Se sigue de un princi

pio general, ya usado por Steenrod al definir operaciones -
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funcionales, que ambas operaoionea juntas dan lugar a una nue
va operaci6n cohomologica. Poniendo 

se sigue de 8.2 y 6.3 que ~, es un cociclo m6d 2 y definiaoa 
nuestra operaci6n de 8. I por 

h=f~d + Sq2 Hq+ 1 (K; Z). 

puede probar~e que la operacidn t esta bien definida yea 
independiente de toda la arbitrariedad que pueda ocurrir en 

nuestra construcci6n. Algunas de sus propiedades son: 

(I) f*~-~f*, para cualquier mapeo de un complejo en otro, ea 
entonces una operac16n invariante; (2) la definici6n de t 11 

extiende al caso relative y all! conmuta ~ con el operador 
cofrontera; (3) ~ es un homomorfismo; (4) t es una opera
ci6n efectivamente calculable. El hecho de que esta operaoidn 
puede no ser trivial se muestra en lo que aigue. 

De a~uerdo con el modelo introducido por Steenrod!' 1 l 
junto con la operaci6n ~ y el mapeo f podemos definir la 
operaci6n funcional ~t. 

TEOREMA 6.4 Sea f:sn• 2 • Sn un mapeo de una esf•

ra-(n+2) en una esfera-n, conn~ 2. La oPeracion funciona.l 

... HD(SD z) Hn+2(sn•2.z) ... t: ; 2 • • 2 • 

no es trivial cuando y sola • cnte cuando el • aPeo f es ,1,11-
c i al. 

( 
11 lsteenrod,N.E. Ann. Math. Vol 50 (1949) pags.954-988 
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En el anterior teorema una expresi6n cocadena puede da~ 

se para tt y que suministre un m6todo efectivo para deoidir 

la clase de homotop!a de un mapeo simplioial dado f:s••• • s• 
Sea K el complejo celular construido adjuntando una 06-

1 l ~11.•s s• d a+1 a u a b a , me iante el mapeo f:S • S. Se aigue 

de 8.4 que 

Hn (K; Z2) 
t:Hn(K;Z 2 ) • Hn+•(K;Z2), mapeari el generador de 

sobre el generador de Hn•8 (K;Z2 ) si y solamente si 

el mapeo dado f es esencial. 

La principal aplicaci6n de la nueva operaci6n es el cAl

culo de la t,rcera obstruee,6n. 

TEORJ.:lU 8. 5 Sea f:Kn • Sn un ruP•o chl uqueleto-n de 

un co • Plej-o K en una esfera-n. S,a s·n un t•n•rcdor d, 

Ha(Sn). Suponta • os que la Prir.erc y seeunda ob s truccion Para 

le e%t,nsi6n de est, • ap,o se anul,, esto es, 8f*sn = O y 

Sq2 f*sn = o. Entonces La t,rcera obstrucci6n se da • ,diante 

J.:n este dl timo teorema los apareamientos para los diferen

tes grupos de coeficientes son los naturales. Siguiendo el mo-
• (I) 

delo general dado por Steenrod , los mapeos de un oomple-

jo-(~+2) en una esfera-n pueden o\asificarse. Xn particular po

demos calcular los grupos de cohomotop!a 1rn(Kn•1
) salvo hast& 

grupo extensiones. 

La construcci6n de nueatra operaci6n t oorresponde a la 

relaci6n Sq2 Sq2 = Sq8 Sq 1
• Usando otras relaciones aob1~ ouadra

dos iterados podemos generalizar la operaci6n t de un modo ob

vio. In especial, con las relaciones 1.3 y 1.4 pueden oonstruii 

so nuevas operaoiones y con ellas pueden calcularse los mapeoa 
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e • enci~les obtenidos en 5. I. 

7. Indicaremos aqui el metodo usado demostrando nuestra • 
relaciones sobre cuadrados iterados. 

,. • . ( 12) 
~1 proced1miento ideado por Steenrod para la construc -

c ion de las operaciones cuadraticas es mediante homomorfiamoa 
de las cadenas d~ K en las de KxK que son vecinas a la di1 
gonal. El usa el grupo c!clico de orden dos, que opera en 
KxK permutando los factores. Al tratar los cuadrados itera 
dos debemos considerar homomorfismos semejantes de K a 
K4 = K x K x K X K. 

Una ruda descripcfon de nuestro procedimiento es paral 1t 
lizar la construccion de los cuadrados; reemplazando K2 por 
K

4 
y tomando como grupo que opera en K4 un grupo de orden 4, 

contenido en el grupo dihedrico de orden ocho. Obtenemoa en 
esta forma un nuevo conjunto _de operaciones invariantes [iJ 
doblemente indicadas, cada una de las cuales es un homomor
fismo 

[ ik] coincide con una auma 
Ell~ se logra por un calou -

S~ muestra en seguida que 
de cuadrados i .terados I: SqrSq •. 
lo explfoito. 

Para probar que [l] contiene una simetr!a, que ae 
expresa median. te la relacicSn [ ~ ] = L.~k] , se uaa un auio
morfismo de todo el grupo dibedrico. Aai para cada i,k ob
tenemos qu'e una suma de cuadrados i terados es igual a la otra. 
E~tas son las identidades b~sicas. 

( 12) 
Steenrod, N.E., Ann.Math. Vol. 56(1952) pags. 47-67. 

NOT.A. Las investigaciones resumidas en el pres en te trabaJ o. -
fueron auspiciadas en varias ocasiones por las institucione• 
siguientes: Institute de llatematicas de la Universidad Naoio 
nal de Mexico, el Instituto Nacional de la Investigacion 
Cient!fica, La Higgings Founda~ion, Universidad de 
Pr1nceton y las Rockefeller y Guggenheim Foundations delve 
cino pals del Norte. 

• 


