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I. La mayor parte de loa teoremas, de naturaleza prepon 

derantemente geom6trica, sobre eapacios de Riemann, prueban 

ser ipdependientes del caracter riemanniano de la m6tr1ca, en 

el sentido de que reformulando las hip~tesis muestran ser casos 

especiales de teoremas sobre espacios de Finsler. Entonces 

aquellos teore•a~ Para los cuales es imPosible una e%tensi&n 

simple del caso rie • anniano al de Finsler son de sirnifica.do es­

Pecia.l Para la co• Prension de a • bos tipos de esPacios. Un ejem­

plo patente en esta direoci6n es el teorema de Beltrami que ca­

racteriza loa espacios de Riemann ea los que las geod6s1 ,~as son 

rectas, como los espacios de curvatura constante, mientraa que 

la caracterizaci6n de espacios de Finsler con esta p·ropiedad es 

uno de los problemas de Hilbert • 

• 



II 

M. Morse, G. Hedlund y &. ~opf
111 

doauoatran que •• to • 

ro con • ltrica rie • anniaaa sin ;uatos conjutado~ ti••• c•r•• • 

tura aula, do modo que la • 6trica ea euclidiana. 

La presente nota deauoatra que eate teore • a •• del ti ­
po no eztcndible: las geod6aicaa de una a6trica do finaler 10 -

bre un toro sin puntos conjugadoa no neoeaitan ••r reota1 y 

para cualquier m6trica Bi.n puntoa oonjutadoa aio • pro ozi • ten 
• uchas a6tricas oaenoialmente diatintaa, COD la • • i •aa • ieo4t ­
aicas. Bay de hecho tanta arbftrariedad OD la oloooidn de la 
m6trica, cuando so preacribon la • good6aioaa, quo el proble •a 

do detorminarlaa toaas result& • in inter6 •• 
Parece sin embargo, · razonable preguntar l,cucllu ahh · 

• as de cur~as sobre cl taro, ;ued,a ser t•od,1 i ~a• ••••• • I • 
trica •i• ;untos coajufados?. La respueata a oata pre&unta 
{en torainoa del plano como espacio universal oubriont~ delta 
ro) es el principal reaultado de este trabajo. 

2. Elegimos el plano P - (x,y) oomo ospaoio UDiTer1al 

cubriente del toro, con las tran • lacionoa 

( I) T(a,n) : x' = x+m, y' = 7+n, a,n ODteroa, 

tomadaa como transformacionea oubrientes. Un aiato • a dl!,.i•O • 

d6sioaa •oltro el toro sin puntos conj11gados, lloTa a un • i •• 
111

11 toore•a fud probado, bajo la hipdteaia adicional de 1ur 
no hay puntoa conjugados, por It. Morsey G. Hedlund en [I. 
In oata foraa general•• dobe a I. Hopf [41. 

Los n6• sroa entre par6ntoaia rectangulares se refieren • 
la bibliograf!a, al fi~&l del trabajo. 
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tema S de curvas en P, con las propiedades siguientes: 

I. Cada curva en S es La i11a1en topoL01ica dcl cj'e 

,- ,a l - t : p ( t ) = ( X ( t ) , y ( t ) ) , -Ill < t < Ill, ta L q ue 

x2 (t) + y 2 (t) -+ Ill cuando t -+ Ill. 

II. Cualesquiera dos Puntos de P est~n exacta • ente so­

b,-, una curva de S. 

III, El siste11a S se transfor • a ens{ • is • o bajo L~s 

translacienes T(m,n). 

IV. Si una curva L de S contiene a q ya qT(m,n), 
e n t on c e s c c n t i en e a t o dos l o s P II n to s q T ( 1,1m, 1,1 n) , 1,1 = i l , i 2, ••• 

V, EL sistema S satisface el axioma del Paralelis • o: 

para una curva dada L en S y un .pun to dado p, que no cs­

te' en · _L existe exacta11ente una curva en S que no corta a 

L y que pasa po,- p. 

El resultado principal es el 

TEOREMA I. Si una 11ltrica en el Plano P ad • ite co • o 

1eode'sicas un sistema S de curvas con Las p,-opiedades I y II 

y que sea invariante bajo Las translaciones T(m,n), entonces 

S satisface III, IV y V. 

Rec{p,-ocamente dado en P un siste•a S de curvas 

que satisfaean I a V, entonces existe una metrica invariant• 

bajo las T(m, n), para La cuat las curvas dadas de S son 

1eod,sicas. 

La necesidad de las condiciones IV y V se demostrar, 

en primer lugar usando con libertad los resultados y co~iep­

tos de (I]. Cada geodbsica ea congruente con una recta eucli 

diana [I, p,g. 79, Teorema I] ·. Sea D el cuadrado unitario 

o l x, I, O ~ y ~ I. Para cualquier T = T(m,n) para la 

que m y n nose anulan simultaneamente, existe un punto a 



en U para el cual 

aaT = a!n ppT 

pEP 
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donde, ab denota la distancia entre a y b para la a6trioa 

dada. Si q ea cualquier punto de P, entonces existe una 

T' = T(m',n') tal que q0 ~ qT' E U. lntonoes 

aaT ~ q0 q0 T = 4oT'q~TT' = q0 T'q 0 T'T = qqT 

asi pues 

(I) 

aaT = m!n ppT 

pEP 

Para cualqvier T(m,n) I I los f>vntos qT(JJ111, vn) = qT" caen 1obr1 

una eeod,sica si y solii • ente si qqT = min ppT ; [v6ase 2, Teo­
j;t:P 

rems (8.)] 

Se sigue que los puntos aT• esttn en una geod6sica L 

que, en vista de II se transforma en s! misma bajo todaa la1 

T" y 511tonces los puntos qT eattn en L y qqT = aaT. Ade­

mas para T' = T (m', n') arbi traria y a' = aT' 

a'a'T = aT'a~'! = aT'aTT' = aaT; 

aa{ es que los puntos a'T" est!n entonoes sobre la geod61ioa 

L' que por supuesto es la lfnea LT'. 

Ya que L y L' no pueden cortarse en m4s de un pun­

to result& que o son id6ntioas o nose cortan. Si q ea un 
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punto del plane que no estt sobre ninguna LT(m',n') entoncea 

m' y n' pueden escogerse de modo que q eat! entre L y 

LT(m',n'). Si S'(a,b) denota el segmento de geod6sioa q~e 

d , Ill • I' •+I va e a a b con extremes a y b, entonoes LJ S (qT , qT . 

ea en vista de [I, pag. 119 (C)l una curva que junto
111

con L y 

L' limitan una regi6n convexa. Entonces los puntos qT" es-

tan sobre una geod6sica y de (I) r~sulta que qqT = aaT. Es-

to prueba IV. 
Las consecuencias de eate resultado son suficientemente 

interesantes en el caso del toro para establecerlas expllcita­

mente. 

TEOREMA 2. En vna • etrisaci6n de vn toro sin puntos 

* conj~fados to~as las feodlsica, • ono-fonos, son feodlsicas ce-

rradas. • Existe exacta • ente vna feodlsica cerrada en vna clas, 

libre homot6Pica, a travls d, v~ Pvnto dado y todas las feodl­

sicas de cada clase tienen la • is • a lonfitud. 

3. Es considerablemente m,s dif!cil demostrar V. Por 

brevedad llamemos racional una lfnea que oontenga dos puntos 

q y qT(m,n), (m,n) I (0,0) y entonces contenga tambi6n los 

puntos qT(vm,vn). i~ f!cil eatableoe~ el axioma de parale­

lismo para laa l!t;1e,as ra .cionalea hacienda ver: si L conti~ 

ne los puntos pT", p I I y q no eatt en L entoncea la 

line~ L' que contenga los puntoa qT" es la dnica que pasa 

por q y no corta L. 

Si no sucediera asl, la asfntota H (v6ase (I, Cap. III, 

4~; por q a una de las orientaciones, digamoa L+, de L 

*Traducci6n de •one-gons·, para indicar polfgonos de un solo 
lado, 
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"n r!a distinta de L'. Supongamos que el c!rculo limite A 

uun L+ como rayo central (loo.cit.) corte a L en p. Eri­

l onces AT- 1 es el cfrculo lfmite con 1+ como rayo central 

y por qT- 1 y pT- 1 ([I, pag. 200 (d)]). Se ha probado jus-
- I - I - I lamente que ppT = qqT • Por otra parte H corta a AT 

on un punto f que es el pid ~nicq de q sobre AT- 1 ([I, 

p,g . 102, Teorema 51) y qf = ~~T- 1
• Pero entonces qqT- 1 =qf 

con tradice la unicidad del pi~. 

Por medio de una transformacidn del toro (o del plano) 

eobre s1 mismo llegamos a que las lineas euclidianas x = const. 

y y = const. representan geoddsicas. ~ualquier otra geoddsica 

tiene entonces una repressntacidn de la forma 

y = f{x}, -oo < % < oo, 

con f(x) estr!ctamente creciente 0 ciecreciente y lr(x) I ... oo 

para X • 00. Ello debido a II Y a la validez del axiorna de pa-

ralelismo para las lineas X = const. y y = conts. Se demos-

tre.rA que para cue.lquier Hnea tal, SU •pendient.e• 

(2) lim 
z• tlll 

f(x) 
X 

existe yes distinta de O e 00 • 

Considdrese primero el caso en el que L es linsa re.­

cional por el origen z y el punto (m,n) = zT(m,n), m / 0, 

n / o. Entonces f(vm) = vF(m) y si vm ~ x < (v+l)m, enton­

ces debido a que f(x) es monot6na 

lf(x) - f(vm) I < lf[(v+l)m) - f(v1t) I = lf(m) I 
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as1 es que con le, I < I, 

f{m) f(vm) f(vm) + e,f(m) !1!l = 11m = 11m = 11m m v • ±CO vm v • ±"' VII' + 82m ;s• ±CII X 

Una l!nea racional Lk obteniaa de L mediante la 

traslacidn T(O,k) t1.ene la "cuacidn 1 = f(x)+k as1 ea 

que Lk tiene la misma pendiente 

l!nea paralela a L, con ecuacidn 

una k, c.cmveniente L' • yace entre 

tambi6n posee esta pendiente. 

que 

y 

L 

L. Si 

= t'(x.), 

y Lk 

L' es cualquier 

entonces, para 

de modo que L' 

Supongamos ahora que y = f(x) representa una lfnoa 

arbitraria. Si no tiene pendiente, entonces existirin m y 

n distintas de O tales que 

11m inf f (x) 
X 

m 
<-< 

n 
liln aup f(x) 

X 

F.ntonces la l!nea racional que contiene a los puntos 

(O,f(x)) T(vm,vn) cortarla a L m4s de una vez, sin coinci­

dir con L. 

La definicidn (2) de la pendiente implica 

(3) L{neos con Pendientt distintos se corton, 

(4) Sitmpr~ existe una llneo por un Punto dado ' p = (xo,Y~) 

y con Penditnte dado µ / o,oo, 

Si µ = n/m entonces la linea que contiene a los puntoa 

pT(vm,vn) satisface (4). Si µ es irracion&1, esc6Janse una 

sucesi6n creciente de ndmeros racionales ,p., , v = I, 2, ••• , 

que tienda a µ y tambi6n un ndmero racional p
0 

> µ. Sea L1 



l a linea racional por 
eat A entre 11 Y 10 

nea 11mite por p. Si 
daa por y = f 1 (x), y = 
para x > ~o e i > I; 
aAs Po y cuando menos 
L tiene pendiente µ. 
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p y de pendiente P 1 • Entonces 1
1

+1 

y por conslgulente 1 1 tiende a una 11-
11,L estAn respectiva~ente representa­
f(x}, entonces f 0 (x) > f(x) > f 1 (x) 
luego la pendiente de L es cuando 
µ. Pueato que Po>µ fu6 arbitrario 

Las proposiciones (3) y (4) muestran que el axioma de 
paralelismo se sigue de 

(6) Por vn ;unto dodo p, cuondo • 4s Aoy uno Llnco cor. ;cn­

dicnte .dodo. 

Para µ racional, esto aigue del hecho de que el axio­

ma de paralelismo vale para 11neas racionales. Porque si 
µ - n/m y si la Hnea L que pasa por los puntos pT(v111,vn) 
ti ene por ecuaci6n y = f(x), entonces cualquier otra linea 
L' por p = {x0 ,y 0 } tiene por ec~aci6n, digamos y = f'(x), 
con f'(x) ~ f(x) para x > x0 • En vista de que L es para­
lela a 1T(O, I), quien tiene por ecuaci6n y = f{x) + I, L' 
deberA cortar a LT(O, I) para alguna x' > x0 • 

Entonces para una v > 0 conveniente, sl punto 

pT(vm,vn) 

linea 1• 
vn+I - >,.. 

VIII 
diente de 

estA sobre LT(O,I) y entre L' y L. La 

por p y por pT(vm,vn+I) tiene pendiente 

y la pendiente de L' no p~ede ser menor que la pen­
t•~ 

Sea ahora µ irracional y para una demostraci6n indi­

r ect&, sup6ng&se que por p y con pe&diente µ, bar dos l!­

neas distintas L,K. Podemos suponer que p es el origen y 

que esas lineas tienen eouaoiones de la forma 

L: y = f(x)~ K: y = g(x) oon g(x) > f(x) para x > 0. 
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Entonces para n entero > 0 

(6) 0 < g(nl - f(nl < I 

ya que de otro modo el segmento Sn que conecta (n,f(nJJ con 

(n,g(nll contendria un punto de la forma (n,mJ con m ente­
ro y entonces la linea racional t* por e y (n,ml caeria 
entre L y K. Por la primer& parte de esta demostraci6n, la 

pendiente de L seria menor que n/m. en tanto que la de K 

seria mayor que n/m. Puesto que la distancia es 1nvar1ante 

bajo las T(~,nl, se sigue de [I, p. 103, Teorema 6) que exis­

te 8 > 0 tal que 

g(nl - f(nl > 8 para n ~ I • 

Para una K dada, entera ·~ 3 determinese el ent~ro m por 

, 

Entonces 
el mismo 

· •ii S1 contiene K + I t .. LJ pun os que represen~an o 
1 = I 

punto del toro o sus ordenadas difieren en enteros. 

Di• tinguimoa dos casos. 

al Para alguna K hay cuatro puntos de los cuales nin­

guna terna est! en la ~isma geod~sica. Un argumento familiar 

en las funciones elipticas muestra que la cerradura convexa de 
esos 4 puntos, en t6rminos de S, contendria un "paralelogra­

mo de periodos" Q cuyos ladoa estAn formados por segmet os de 

curvas en S. Ya que el dominio acotado por y=f(xl, y=g(xl 

es convexo para 
por otro lado Q 

la forma (m,n) 

x > 0, entonces Q estaria en este dominio; 
contendria un punto equivalente a p y de 

lo cual ya se hizo ver que es imposible. 
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b) Cuando menos K 

teod6sica HK. Entonces 

de los K + I puntos est4n en una 

HK d es racional y tiene pen iente 

racional P ·K· Puesto quc ning-6.n par de los K puntos e.sUn •n 
la misma S1, las abscisas llK 

1 de los K puntos son diatinn1, 

Seoa nK < nK Entonco,s llK - nK > K - I yen vista de (7) 1 1+ I 0 "' I 

nK/nK ' - (K-f)/mK < 1-8/4. Ya que 
I K 

f(x1) - f(x2) = !..l!.!J + (x2/xi) [f(xi)/x1 - f(x2)/J:1l 
J:1 - X2 X1 I - X2/X1 

lim ~ = 11~ f(xi) - f(x 2 ) 
x 1_.ai x, x 1..ai x, - X2 

donde x2 puede e~tar acotada o no estarlo. 

Entonces en el caso presente obtenemos de 

f(n~) - f(n~) 
lim 

g (nZl - g(n7) 
l!m = = I" 
K• a, llK - nK K~ nZ - n7 K I 

y por consiguiente de (6) tambien ser4 

(8) 11m 
X 1-+a> 

f(nZ) - g(n7) . = lim g(nZ) - f(n7) = P 
X '-+a, 

Por otra parte 
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y por (7) 

Enton ces el denominador de la pendiente p~ de HK (si redu­

cido) no puede sobrepasar 2/ 8, Puesto que µ es irracional 

existe una € > C,; independiente de K, tal que I p K-µI > f. 

Pero si y = L(x) representa HK, puesto que los K puntos 

caen entre L y K, 

g(nZl - f{n7) h(n~) - h(n7) r(nZl - g(n7J 
> = 8 > nK 

K 
- nK 

I 
llK K - nK 

I 
nK K - nK 

I 

lo que junto con (8) contradice lpK-/µI > f, Esto completa 

la demostraci6n de V. 

4. Regresamo~ ahora a la se(unda Parte del Teorema 1. 

Las condicione w I y II garantlzan por si sdlas que las curvas 

tienen en S todas propiedades usuales de continuidad e in­

tersecci6n (comparar [I , Cap. III,~ 3). Podemos por consi&ui§D 

te nuevamente suponer que las curvas x = const, y = const 

representan curvas de S y por el axioma de paralelismo todas 

las otras curvas tienen nuevamente representaciones de la for­

ma y = f{x) con f(x) estrictamente mondtonas y 

lf(x)I • 00 para x • oo, 

T6mese cualquier par m,n con m > O y den6tese por 

Lp la curva en S que contenga los puntos pT(vm,vn). Para 

p,q cualesquiera, las curvas 

son id,nticas. Digamos qu~ 
LP y L

4 
o son paralelas o 

y = fp(x) representa a LP (pue§. 
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toque se admite n = O, fp(x) puede ser constante). ll que 

T(m,n) transforme a Lp ens! • isma, implica fp(x+ •) • 
c fp(x) + n; entonces fp(x) - f 1 (x) es periddica de per1o4o 

• yes independiente de x0 el •rea 

d•,n (p,q) = r0

•• 1fp(x)-f,(x)I dx 
zo 

del •paralelogramo• C limitado por LP,L 1 , x = x0 ,x = x0 + •• 

Una translaci6n arbit~aria T' = T(m',n') transform• Q en un 
paralelogramo que tiene la misma relaci6n Qon pT' y qT' qut 

C la tiene con p y q. Pero T' deja invariante el •r••: 
entonces 

(9) 

obviamente d.(p,q) = da,n(p,q) Y 

(IO) da,n(p,q) = 0 si y sot11 • e11te si Lp = Lq • 

La arbitrariedad de x0 lleva a 

, ( I I ) si y sol11 • e11h 

1i tci tlneci Lq ccae dentro de tci b11nd11 cerr11d11 t~ • it•d• 

,or LP y Lr 

( 12) 

,,. est11 bcinda. 
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Sea 3 la diferencia entre las ordenadaa de p y q 

1 deterafnese el entero K por K-l < I 8 I < k. Xntoncea 
f(O,±K) trana _forma a Lp en una linea Lr para la cual L, 
cae entre Lp y Lr (ai Lr ea diatinta de L p). Xntoncea 

(t3) da,:a.(p,q) < d11.,11.(p,r) = Kda,:a.(p,pT(0, I)) , (181+1)>-_,,:a. 

donde la,:a. solo depende de a y n. Una distancia que sa­

tiaface nuestraa exi~enciaa ser4 

(14) pq : I'd (p,q) l .. 1 _2_-a-111.1 a,n . .a,n: 

donde el aoento indi-oa que la suma se extiende a todos loa pa­

res m,n con m > 0 y toda n pero tales que n/m!n'/m' PA 
ra diatintos pares m,n y m',n'. 

Si ae dan p y ~ y su diferencia de ordenadas ea a 
entonoes por (13) ea d.(p,q) l;!:a. <181 + I para iodas m,n 

siendo pq aiempre finita. (9) muestra que pq es invarian­

te bajo todas las T·(m', n ') y ( 11), ( 12) implican que pq 

satiafaoe la desigualdad del tr14ngulo. pp= 0 por (10) y 

pq = qp > 0 para pf q se sig~e de da,:a.(q,p) = da,~(q,p) y 

de (10) ya que para m y n convenientea, las li,neaa LP y 

L1 (en la -notaci6n) ser4n distintas. 

Bntonces pq satisface los a%iomas Para un esPacio • I· 

t ri co. Para que las curvas de S aean las geod~s~cas n••·}esi ta 
hacerse ver: para tres puntos distintos p,q,r 

(15) pq + qr a pr si q ast4 ,n el sef • ento ~ de la cur­

va de S qua Pasa por p y r 
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( 18) pq + qr.> pr si q 110 est6 sob,-, er. 

81 q eat& en er entonces para m,n cualesquiera, la linea 
L, o bien contiene a p,r o bien estA entre Lp y Lr. ln-
tonces se sigue de (10) y {I.I) que vale (15). 

Si finalmente q no est• en er~ sea L la curva de 

s por dos puntos arbitrarios q' y q• interiorea lreapeoto 
q a p y de p a 

contiene a lo• pun-

a S) respectivamente a 

r. Entonces L separa 

tos q'T(11m,·11n) para 

los 

er 

m,n 

aegmentos de 

de q. Si L 

convenientesy m > O, entonoea 
( 18) so sigue de ( 12). Si L no tiene esta propiedad (o ea 
una linea x = const o no es racional) entonces el axiuma de 
paralelismo implica la exlstencia de m > O y n tale• que 
la lines L' que cont"iene q'T(vm,i,n) est& tan ceroana a L 

que tambi6n separa a er y entonc .-,.s a q de p y r. Nue,a­
mente (18) se sigue de (12). 

El que la distancia pq sea equivalente a la diatanoia 
euclidiana se deriva f!cilmente ya sea de la definici6n anali ­
tica de pq ode las propi~dades geom6tricas de S. La oom­

pacidad _finita de pq se aigue de &u invariancia bajo 

T(m' ,r,.'). 

5. Unos cuantos ejemplos concluyen este trabajo. La 

construcci6n de la distancia pq en la secc16n precedent• pa­
rece remitir a una m6trica Yinkowskiana si las curvas en S 
son las lineas euclidianas ax+ by+ c = o. Esto es empero 
accidental porqu~ pudieron usarse otras funcionea da,D(p,q) 
en vez del Area. Por ejemplo si p1 = (x 1 ,y 1 ) entoncea 

p 1p 2 = [(x 1-x 2 )
2 

+ (y1-y2) 2 J• + 1111 + sen 2wy1-7Y1~aen 2ffJtl 

remite a una m6trica en la cual las 11neas euclidianas son la • 
geod~sicas porque 7y + sen 2wy crece mon6tonamente. Adem,1 
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esta mbtrica es invariante bajo las T(m,n). En vez de 

7y + sen 2~y pudi~ron usarse mucpas otras funciones; pudo aba­

dirse un tbrmino en las x 1 , formado semejantemente; pudo ha­

berse substituido la distancia euclidiana que aparece en la definicion de 

P1P2 por una dist~ncia minkowskiana arbitrari~. En fin pudo 

eodificarse la distanc1a euclidiana de modos wenos obvios. Ea~ 

to aclara un punto tratado en la introducci6n: hay tanto a ,t,­
tir qMe el Probleaa de determinar todas las m~tricas qMe Perte­

n,cen a Mn siste • a dado de CMrvas ca r ece de interls. 

Uno pued~ preguntar si las co ndiciones I, II y III . im­

plican o no JYo V. El ej .emplo I en [I, p.105] muestra que no 

es asi. 

Finalmente dames un ejemplo que confirma lo afirmado en 

la introducci6n de que las curvas de Mn sistema S qMe satis­

fata las cor.dicior.es I a V no necesitan ser rectas. Esto sig­

nifica lo que sigue: no existe en general una transformaci6n 

t .opol6gicll de P sob re otro plano P' baj o la cual el siste­

• a S se transforme en el de las lineas euclidianas de P'. 

Daa condici6n obviamente necesaria (y de heeho tambi.6n sufi~ 

oiente) para que tal transformaci6n existiera e~ que el T,or•­

•• d, Desar1ues valiera para las curvas de S. Sistemas que 

nUafagan I., II y V pero no el Teorema de De,sargues son bieu 

oonocidos. pero un sistema tal que satisfaga III y. IV no ha 

lleiado a oidos del autor. 

Para construir tal sistema S primero definimos cier­

tas funciones f,(x) en el intervalo O ~ x, I. P6n( ,.se 

f1(X) = X y para n entero > I 

[

ax para 
fl\(:z:) : ll 

b n (x - ½) + ½ an para ½ , X < I 
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ctonde 

ontonces fn(l) = n y f~+I (x) - f~(x) > O para x; ½ 

de modo que fn+ 
1 
(x) - fn(x) es creciente. A:dem&s p6n6!aae 

si n<t<n+ I • 

~ntoncea es f4cil ver que ft {x) - ft (x) crece para 
2 I 

I < t 1 < t 2 Y q u.e f ( I ) = t • 

Ahora · def!nas~ g~(x) para toda x, toda t y toda b, 

mediante 

g~(x) = ft(x-m) +mt+ b pare. m ~ x < m+ I 

Puesto que 

b b 

(gt: (x) - gt: (x))' = fi,
2 

(x-m) - fi, 
1 

(x-m) 

l a diferencia crece para Enton -

b I b2 
ce s las curvas y = gt (x), y = gt (x) se cortan mas una 

I 2 

vez. Ademl!.s y = g~ (x) tiene pendiente en el sentido de (2) . 

El sistema S se define entonces como constante de to ­

das l as curvas y = g! (x), todas las l!neas y = mx + b con 

b < y las l!neas x = const. Debido a que (g! (x))' ~ I, 

cada l{nea en S corta a cada y = g! (x) justamente una ve m. 

Por cualquier punto del plano para JUstamente una l{n ea 
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con pendiente dada t2). Entonces el axioma del paralelismo va­

le. Ficilmente se veri!ica que dos puntos distintos del plane 

estan exactamente (y no s6lo cuando mas) en una curva de s. 
Para demostrar que el sistema S posee la propiedad IV. 

basta probar lo que sigue: si . g: (x') = y' y g! (x'+m) = 

= y'+n. donde m y n son enteros, entonces g: (x '+vm) = 
= y'+vn. Determ!nese el entero K por K " x' < K + I. En-
tonces si se pone ft(z'-K) + b = w, , 

y' = g! (x,) = sera 

= W+Kt, g! (x +m) = w + {K+m) t = W+Kt+n y por cousiguiente 

t = n/m. Adem4s 

g! (x ' +vm) = W + {K+vm)t = y'+vmt =.y'+vn 

Que el teorema de Desargues no vale en este sistema se ve como 

en los otros ejemplos bien conooidos de sistemas no desargue­

sianos • 

Dos trianguloP que est6n en la relaci6n de Desargues, en 

el sentido ordinario se oolocan de modo tal que todas menos una 

de las l!neas que entran en el teorema tengan pendientes < I 

y sean entonces curvas de S. La restante l!nea L tiene pen-
b 

diente > I. La curva y = gt (x) por dos de los tres puntos 

de la configuraci6n desarguesiana sobre L no contendran en 

general al tercer punto. 

El sistema S ~e transforma en si mismo no solamente 

bajo las T(m,n) sino tambien bajo todas las translaciones 

x' = x + m, y' = y + b en las que m sea entero, pero b 

cualquier n~mero real. Facilmente se verifica que la m6trica 

construida en la seccidn 4 es invariante bajo todaa esas trans­

laciones. Asi 
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TEORl:MA 3. Exist,,. iutriaacio,ies sobrc el toro _ai11 

~untos conj~tados que tie,ic,i Por trupo de • ovi • ientos •110 de •11 

,ar 4• ,tro y Para Las cuales Las ttod,sicas ,io s••n rectos, 

El sistema S est, construido do modo tal que aun exbi ­

bo un hecho que sorprende a priaeta vista. Las curva • y = a:(1) 
do S tienden a la curva x = 0 cuando n • 00, pero exis\en 

• > O independiente de n y ~b disco circular con r•dio 1 

(ouyo centro depende de n) tal que g~(x) no entra al di • oo. 

University of Southern California 

Los Angeles, Calif.. 1961. 
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