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SOBRE LAS TOPOLOGIAS PARA lSPACIOS DE 
FUNCIONES CONTINUAS* 

, Rodolfo Morales Martinez ** 

X,Y l .L •y.I espacioe - topo ~gicos y el conJ unto de 

todas las funciones cont1nuas f tales que f(X) CY. 

Si {C} con CCX es una familia no vac!~ de sub

conjuntos no vacfos y WC Y es abierto, la familia { (C, W)} 

de conjuntos de funciones f con f(C) CW formada con 

~ £ {C} y W recorriendo la claae d~ todus los conjuntos 

abiertus n6 vac!os en Y 

g!a en Yx. Cuando {C} 

define una sub-base para una topolo

ea la familia de todos los conjun-

tos compactos en X se obtiene la topolog!a-k. En general, 

una topolog!a en Yx establecida por una familia {C} de SUR 

conjuntos de X, ae Hamara una topoloiia-{C} y se indicart 
yx ( {C}). 

En algunas topologias-{C}, en particular la topologia2-k, 

* Recibido para el Congreso Cient!fico Mexicano, Septiembre 1951. 
** Becario del Ins ti tuto Nacional de la Inveatigacion Cient£fica. 
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es sabido que: 

a) Si y es To, y:i: es To 

b) Si y es T1, Yx es T1 
c) Si y es T2, yx es T2 

En el Teorema I doy un procedimiento para obtener una 

clase amplia de topologias-{C} en que son v4lidas las proposi 

clones a), b), c). 

El resultado principal en eate trabajo estA oontenido 
( 1) 

en el Teorema II. Arens y Dugundji han encontrado que ai 

X es completamente regular y Y contiene un arco no degener~ 

do, una condicion necesaria y auficiente para que una topolo

gJa-{C} basada en conjuntos cerrados sea mas fuert~ que cual

quier topologia admisible en Yx es que aquella topologia sea 

propia. Tal hecho es cierto sin restricciones en X,Y o 

Haciendo referencia a los subconjuntos compactoa en 

con la topologia-k, establezco en el Teorema III 11na propiedad 

para tales conjuntos compactoa de funciones. Es sabido que si 

F C Yx(k) es compacto, entonces F(x) = U f(x) es compacto 
(2) tf• 

para todo x f X: , este r~sul tado se obtiene para todo conjunto 

compacto KC X y a· la vez se tiene una generalizaci6n, en la tQ 

pologia-k, del teorema elemental: si K es compacto y f es 

continua entonces f(K) es compacto. 

Definicion. Una familia de sub conj untos . de X , {C} se 

llama refular si para todo X f X y toda vecindad u de x, 

existe un C f {C} con X f CCU, 

En particular si {C} es una base para la topoloi1a de 

I I lArens, R.F. and Dujundji J. Topologies for functions spaces. 
Pacific Journal of Math,matios, Vol. t,No. t, p, 15, March 1951, 

12 lGale, D. Compact sets of functions · and fucctions rings. 
Proc. of tne American Maihematical Society, Vol.1,No,3, ·p,304, 
June 1950, 
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X, /C} es una familia regular; el conj unto de los puntos de 

X . es una familia regular. 

Teorema I. Si {C} es una fa•ilia re({ular , entonces 

Yx({C}) son ciertas a), b) y C) • 

DemostracH!n, Hare' ver c). Sean f,g e Yx({C}) con 

en 

f 1 g. Entonces existe un X E X tal que f ( X) 1 g(x). Como 
Y es T2 hay dos vecindades W1 (f(x)), W2 (g(x)) con 

W, n·w2 = ¢ (conjunto vac!o). Por ser f,g continuas exis

ten vecindades de x, U, V tales que f(U) C W1, f(V)C W2, 

Tomo Un V y como {C} es regular, hay un Ce {C} con 

x e c c u n v 

f• e (C,Wi) y y 

estas vecindades (C,Wi) y son ajenas. 

Definicion, Una topolog!a s en Yx es admisible si 

la funcion h: Xx Yx(s) + Y con la regla htx,f) = f(x) 

es una funci6n continua. 

Sea Z un tercer espacio topologico. Se def1nen las 

funciones ~ y ~* de la manera siguiente: 

XxZ+Y, 

Sujetas a la condici6n [~*(z)] (x) = ~(x,z), x e X (a) Es

to establece una correspondencia biunivoca entre las funcio-
* nes ~. ~. 

Definici6n. Una topologia t es "mAs fuerte • que la 

l 3 lFox, R.H. On topologies for functions spaces, Bulletin of 
the American Mathematical Society, Vol,51, p.429 (1945). 
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topolog!a s (ambas para el mismo conju nto X) y se escribe 

t < s en el sen ti do de Alexandroff, es decir si la funcion 

identica I : X(s) • X (t) continua 
( 4) 

es . 
Definicion, Una topolog!a t en . yx es f,ropia si y 

solo si para todo espacio topologico Z, la oontinuidad de cp 

implies la continuidad de * cp • 

Teorema II. Una condicion nece s aria y suficiente Para 

que una tot>oloria t en Y% sea mas fuerte que cualquitr to

Po l ofia admisible s es que t sea Pr oPia . 

Demostracion, 

1°. es condicion suficiente. 

Sean t una topolog!a propia y s una topologia arbi-
x X Y. Tomo Z = Y (s), Entonces la funci6n traria para 

cp:XxZ • Y con cp(x,f) = f(x) es conti~ua y por consecuen 

cia la funcio'n ,* Z • Yx(t) es tambien continua. Pero 

cp*(f(x)) = f(x) :. cp* = f. Entonces t < s, 

2°. es c.ondicio'n necesa r ia. 

Arens y Dugundji ban i ntroducido el concepto de conver
x 

genci a continua para un conjunt .o dirigido de funciones f,. e Y , 
• y demostrado que la condicion neceaaria y suficiente para que 

una topologia 

do f,. e Yx(t) 

cia de f,. en 

t sea propia es que para todo conjunto dirigi

la con ver gencia continua de f,.:) la convergen 

t. La demostracion de la necesidad de la con-

dicion propuesta en este teorema se basa en el resultado ante

rior y ha sido dada, por el primero de los autores cita~ s, 
(15) 

esencialmente en • Portal motivo no repito esta parte. 

( 4 l11exandroff, P. und Hopf H., Topologie, p,62, Springer, 
Berlin, 1935, 

( 15) Arens, R,F. A topology for spaces of transformations. 
Annals of Mathematiis, Vol,47,No,3, p,484, July 1946, 



Intro las oaraoterisaoione• que bajo diferentea hipotA 

ah se ban dado para los oonj .untoa . 0011.pactoa en YJ:(k), figu-

,ra la siiuien~e: 
, ! • I 7 ! 2 l Teanse 

I' (x) = U f (x) es compacto para todo x E X 
fE, 

La afirmacion anterior ae eatableoe en forma mas aaplia 

en el siguiente: 

Teorema 3 • . En La to;oLoti•-• si KC I cs co • ~acto, 

entonces f(K) = U f(K) cs co • ~•cto c• Y, ;ar• todo sub-
tE• X 

co • junto co • ;acto re Y (k). 

Demostracion. Sean KC I un oonj :unto oompaoto arbi

trario y {I} una cubierta _ abierta arbUraria de r .(K) • Se 

.sxtraera de {W} 

f(K) 

una subcubierta finita • 

con f E r ea oompacto y f(K) c U W 
wE{w} 

existe una subcubie-rta fin1 ta W i Cf)' WI Cf)' ••• , Wa Cf) 

Como 

en donde i ( f) con 1 = I, 2, ••• , n depe_nde de f 
IL' 

lntonces f(K)c u •!(t) = It y f e1 un punto de 
i=-1 

la vecfndad-k: (K, Wt). Cuando f reoorre r queda defi'nida 

la cubierta de r: {(K.•t> If « r>. lntonoea, para un nuaero 

• 
f C U (I, It ) 

3•1 3 

La !am.ilia <•,ct )''1Lct ,.•,ct , •••• ,,ll(t )•··· 
1. I I I 

••·•ict.>••··•"llct.)} ea una • ubfaailia de {I} y H tambUn 

una cubierta de r (K) porque Bi y « f (I), exhten f E r, 

,< • >11yera, s. B. lquicontinuoa • eta of aappini•, Annals of 
llatbematics, Vol.47, No.3, p.498, July 1946. 

(t)Gale, D. loo.cit. p~304. 
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X € K cor. y = f (x). Entonces hay un valor de j , llamemo§. 

n(tr) 

lo r tal que f € (K, Wt ) .. f ( x) = y € w = u wi(fr) r tr 
1=1 

: . y 1: W•<tr) 1: {W} en dor.de s es algun valor de i(fr), y 

F(K) es compacto. 
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