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UN! PROPUDAD DE Li HTRICi DZ BUSIIIARR Pili 
* LOS SUBESPACIOS EN UN ESP!CIO IIETRICO !RBITR!RIO 

Enrique Valle fi.ores ** 

I. INTRODUCCION. Hausdorff( I) resolvid el probleaa de 

topologizar los subconj untos no vac -~os y acotados en un eapa

cio metrico R, de la siguiente aanera. Si II y N son dos 

tales subconj untos de. R, la distancia {general} entre ellos '

es ( t l, en el sentido de Hausdorff 

{ I ) Pn (M,N) = sup !xii -di 
:a:Ell 

*pecibido para el Congreso Cient!fico Mexicano, Septiembre 1951 •. 
* Becario del Ins ti tuto Nacional de la Investigaci6'n Cient!fica. 
( 1 lvease [I], ~ 28, pa.gs. 146-150. Loa nlimeroa entre parente-

( 2 l 

ais rectangulares se refieren a la Bibliograf!a, al fiaal del 
trabajo. 
Hausdorff [I) y Alexandro ff [2, pag. I 12] definen p median 
te la fronter& inferior de los numeros a que satisfacen si
multaneamente S(M,a} N y ~{N,a) II, donde S(M,a) de- : 
signa al conjunto de loa puntos de R que distan de y me
nos que a •. Sin embargo Busemann demuestra 6 n [3, (2. I), 
206] la equ1valencia de esta definicion con la (I).. pag. 
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donde xM designa la distancia, aegun la m~trica que ya habia 
en R, entre el punto :r. y el subconjunto M. Entoncea Pn 

( 3) 
aatisface : 

i) Pn (M,N} ~ 0, Pn (M, N) = o. 

ii) PH (M,N} = 0 eq_uivale a ii = N. 

iii} Pn (M,N} = Pu (R, II}. 

iv} Pn (M,N} + Pu (N, Q) ~ Pu (II, Q). 

El espacio resultante de los subconjuntos acotados y no 

vac!os de R, se metriza entonces ;r~;,amcnt,, del modo natural 

y usual, clasificando tales subconjuntos en clases cuyos miem

bros disten O (segdn p~}. Graciaa a ii} este espacio de cln 

sos es el ,spacio d• Las clascs densas y acotadas, esto es el 

espacio de clases de conjuntoa acotados y !DUtuamente densos. 

Ahora bien la m6t~ica de Hausdorff induce de la manera usual 

una convergencia de cLascs densas ode conjuntos cerrados y acQ 

tados, la llamada convergencia metric&, asi: 

(2) lm. Mv = M equivat,I•) a p
8

(Mv,M} • O, 

yen (2, II, § 5, No.31 se establecen varios hechos importantes 
, 1 1' (II) sobre la comparacion entre as convergencias topo ogica y la 

metrica (2), entre tales resul tados fig ,ura: 

l 3 lpara los hechos citados aqui sobre la metrica hausdorffiana 
vease (2, II,§ 5, No.2, pags. 112-1161· 

l 4 lEn este caso M es naturalmente cerrado. 
(s)Para este concepto vease [2,i 5, No. 11. 
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(3) Si la svcuion {II.,} satisface, set1111 p
8 

la con-
. , ( el ( l 

dicicn de Cauchy , entonces M., conve, ·te to.Pclo'ticaaenle 7 • 

Ahora bien el defecto de la metrica de Hausdorff. con

sistente en excluir los conJuntos no acotados es remediado por 

Buse111ann en [3, 1. 2) ·al introducir la distancia que llaaa • os 

dist~ncia de Bvse • ann, entre los oonjgntoi no vacios arbitra

rios M y N de R, mediante 

(4) Pp (M,N) = sup. {lxM-xHI exp.(-px)} 
zE}I 

donde 181 p es cualquier punto (fijo) de R. Para esta ae'tri

ca que resul ta topologlcamente independiente de la eleccion del 

punto p, valen tambien los resultados i) a iv). con p 8 re

emplazada por Pp• Entonces ella determina en R. como la de 

H&usdorff, un es.Pacio de las closes densas de R (de miembros 

no necesariamente acotados) e induce naturalmente y como antes, 

una 

gun 
i,or 

convergencia ~n R, que liamamos convertencia • itrica 
(.) 

Pp) y que tambien results independiente del punto 

m~diQ de (2) con Pn reemplazada por Pp• 

(ae-

p. 

El propio Busemann establece resultadoa relativoa a la 

comparacion entre la convergencia topologica y la nueva conver-
, (10) 1 d gencia metrics • semejantes a os correspon ientes en el CA 

so hausdorffiano. El prop6sito del presente trabajo es compl~ 

tar esa comparacion mediante el aiguiente hecho, correapondien 

<•>Esto es, si para cada 8 > 0. existe v
0 

tal que µ, v > v
0 

impliq~e p (Mµ,M111) < 8. 
<, )Esto es, existe el l!mite topologico lt. M.,, Vease [2,pag. ·1121 
(al1a mitrica que ya exist!a en R se designa mediai~e xy. __ 
<• lsegdn se desprende de [3. (2. 10). pag. 207). 

11olcr. (3, (2.12) a (2.18) pags. 208-209)· , , 
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te de {3); 

TEOREMA. Si una succsion {M~} de conjuntos arbitra-

rios y no vac{os satisface, sefun Pp• la condicio'n de Cauchy, 

entonces {M.,} converte tot,olotica • ente. 

2. DEMOSTRACION del teorema Ii il. Sea E{O < E I) arbitra
(12) 

ria y supongamos que a E lt Y., ; tomamos 

s = E/(1 + exp {pa+ I) < I. Si {M.,} satisface la condicion 
I 8 l t 1 de Cauchy, entooces existe un rango µ>Yo a que 

S{a,S) n Mµ no es vac!o, esto es existe cierto punto aµ/~ 

que satisfa~e aaµ < s. Si ahora es Y > Yo se tendra 

luego 

resulta 

tal que 

s exp (paµ) >aµ~" yen vista de que 

paµ, pa+ aaµ <pa+ S <pa+ I , 

aµMv < 8 exp {pa+ I). As! pues existe 

' aµav < S exp {pa+ I) y entonces 

' ' aa., ~ aaµ + aµav < 8 + 8 exp (pa+ I) = E 

' 

' a., E Mv 

' En resumen, para v > Yo existe a., tal que a., E Y., y tam-

l 1 0Esta es la natural modificaci6n de 
rema (3), que figura en (21. 

la demostraci6n al teo-

l 12l1t M., designa al l!mi te topologioo superior y 1 t Y., al 
l!mite topologico inferior de la sucesion de conjuntos M.,, 
en el sen ti do de [2, II, § 5, No. I; pag. 1111. En nuestra 
hipo'tesis, el primer l!mite puede ser vacfo y no existir 
entonces ninguna a tal; pero en tal caso tambien hay oonve~ 
gencia, hacia el conjunto vac!o. 
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bien aa; < E, esto ea para v > v 0 , S(a,E) n Yv no ea vac!a 

luego a E lt Yv y lt Yv = ll Mv, Q.E.D. 
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