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LA ITERACION DI LOS CUADRADOS DE STIINROD EN LA 
TOPOLOGIA ALGEBRAIC!• 

Por Jos6 Adem. 

1953 

En este trabajo se de • uestro que los cuadrados de 

Steenrod sobre las closes de coto • olotla satisfacen ciertas 

identidades, Estas identidad,s se a,lican Para resol~,r altu­

nos proble • as particuLares . de io • otopla. Los detotles cu • PLe­

tos . aparecerdn en altuna otra parte. 

I. Sea Hq(K) el q-6simo grupo de cohomolog1a de un 

complejo K, con los enteros m6d 2 como g~upo de coeficientes. 

Los cuadradoa de Steenrod( 11 denotadoa por Sq
1 

(1 = O, I, ... ), 

•Traducci6n del trabajo publicado por nuestro consocio, bajo el 
ti tulo ".The iteration of the Steenrod aquares in algebraic 
topology•, en la Revista Eatadounidense froceedings of the 
Katio~al Academy of Sciences, Vol. 38, Nd.8, pag~.72O-726, 
Agosto de 1952 

l •lvease Steenrod, N.E., Ann.Math., Vol. 48 (1947), pags.29O-32O. 
V6ase ta~bi6n la refere~ci~ (I I), pag. 977, 
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son homomor.!i smos invarian tes 

definidoa para cualquier complejo K y que 1ati11facen, entre 

variaa otraa, las siguientea propiedade1: para cuaiquier mapeo 

f de un complejo en otro, ~e tiene f•Sq 1 = Sq1 f•; Sq0 = ideD 

ti dad; Sq 11u = u - u, (m6d 2) ai q = dim u, 

Un c,adrado it,rado ea una composicidn de dos o m4s de 

tales cuadrados, por ejemplo S4 1 Sqj S4k, Laa relaciones 

(m6d 2) siguientes para 1011 cuadrados i teradoe eon bien cono-
·' 

cidas 

Sqk 
={Sqll:+i Ii le ea par, 

Sq I 0 , ai le ea impar. 

Un resultado principal de e1te artfculo ea un si11tema de . 

relaciones adicionales como 1igue 

TEORl:)U 1 •. 1 Para tod11 1 > ti Los cuadrados satisfacer. 

las r,Laciones m6d 2 

s-t+j-1 
( 2j ) S t+a+j S t-j q q , 

(k) donde es 
j 

la con11c11ci6n 

cl 11aLor, m6d 2 d,L cocficient, binomial, co~ 

(k) = O s i j > k, 
j . 

De tales relaciones obtenemoe 

( I , 2') 



(I. 3) 

(I. 4) 

Coao casos eapecialea de I . ·2 tenemos 

:II.• I 

l: 
p•o 

Jl.•l 

l: 
p=o 

2 • +2•-2P . 2P 
Sq Sq 

Una consecuencia direct& de 1.2 ea el 

3 

(m>n) 

2P 
TE0REM! 1.6 Los cuadrados dcl tij>o Sq en los quc 

p = O, I, ••• for • an una base j>ara las oj>cracioncs de e/ectuar 

cuadrados, Con Precision, las rclacio1tcs 1,:;: 1>uedcn usarsc Pa-

ra cscribir cualquier cuadrado co • o u1ta su • a de cuadrados ite­

rados, con exPonentes 2P, cjc • ;lo: Sq8 = Sq2 Sq4 +Sq1Sq4 Sq 1
, 

0BSERV!CION. Usando un punto de vista distinto, medfa~ 

te los complejos de iilenberg-Mac Lane, Serrel 2 > ha demoatrado 
1 1 1 2 ik 

que loa cuadrados iteradoa del tipo Sq Sq •• ,S~ , en los 

que 1 1 i 212~•·· ik-• ~ 2ik, consti\uyen una base para los 

cuadrados i terados. Puede darae una nueva demoatracidn de eat .e 

hecho usando las rel~ciones I. i. Eats tiene la ventaja de que 

ae obtienen f6rmulaa expl:l'.ci t:as para expreaar un cuadrado 1 te­

rado arbitrario, en t6rminoa de esta base. 

2. Sea u una clase de cohomologia de un complej:o K, 

con coeficientea en un grupo G. Podemoa escribir usando 1.2, 

la siguiente exprea16n para el autoproducto de u. 

Si q = dim u = 2n(2r+I), r > 0, entoncea 

(2. I) u- u = 

<2 >V6ase Serre, J.P., C.R.!cad. Paris, Vol. 243 (1952), 
paga. 1243-1245. 
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Si q+I = dim u = 2n(2r+ l)+I, r>O, n>Q, · entonces 

(2.2) 
n D 

u - u = s* [Sq 2 s4
4

-
2 u+ 

n-1 
L 

p=o 

en donde s* es el homomorfismo cofrontera de la sucesi6n de 
coeficientes 0 • G • G • G/2G • 0 ( 3). En el segundo caso su-
ponemos que no existen elementos en G de o rd en 2. 

Estas formulas imponen restricci one s fuertes sobre los 
autoproductos en el anillo de cohomol og ia de un complejo. Por 

ejemplo 2.2 implica: No Pueae existir un comP lejo K con una 

clase -7 entera u, tal que u - u JO y H 
1 1 

(K; mod 2) = Q. 

3. Llamaremos a una variedad M, de dimensi6n par, del 

tipo a, cuando sea conexa, orientabl e y s u numer o medio de 

Betti sea I. Esto es dim M = 2k y R0 = Rk = R2 k = I. Como 

es bien sabido no puede existir una variedad que sea de tipo a 

y de dimensi6n 2 {p+ I). Esto es una cons ecuencia di rec ta de la 

dualidad de Poincar6 y de la anticonmutatividad del producto -. 

Pueden darse las siguientes restricciones ulteriores sobre la 

estructura homol6gica de las variedades, usando la dualid ad de 

Poincare y la f6rmula 2. I. 

TEOREMA 3. I dim M 2k 
n+1 

Sea = 2 (2r+ I), r > o. En-

tonces no existe una variedad M de l tipo a tal que 
H2 D (M; m6d 2) = 0 y Hk- 2(M; mod 2) = 0 Para p = I, •.• , n-1. 

Una consecuencia directa de 3. I es el siguiente 

COROLARIO 3.2 En caso de que exista una variedad sin 

torsi6n, de dimensi&n 2k y con l+xk+x
2

k como j>olinomio de 

Poincar~. entonces k es una Potencia de 2. 

( 
3 lvease Steenrod, N. E., Topology o! Fibre Bundles, Princeton 

Univ. Press.1951, pags. 191-193. 
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OBSERVACION: El Teorema 3. I resuelve paroialmente un 
I •l I II l problem&, considerado por Hirsch y por Bassi sobre la 

existencia de una variedad de dimensi6n 12, con I + x 9 + x 12 

como polinomio de Poincara. Se sigue de 3. I que tal Yariedad 

M no exisie con H2 (M; mod 2) = Q. 

4 D d f ·.·S~+q-, • Sq . a o un mapeo (de una esfera-(p+q-1) 

en una esfera-q), sea K el complejo que se obtiene adjuntando 

a Sq mediante f, una celula-(p+q). Si SqP:Hq(K) • Hp+q(K) 

es distinto de 

de cohomolog1a 
p 

que Sq sert\ 
Hopf(e) 

cero, este mapeo es esencial. Ya que los grupoo 

intermedios de K son nulos, se sigue de 1.5 

cero si p no es potencia de dos. 

h t 'd . 1 f·. ·S2n-1 • Sn a cons ru~ o mapeos esenc1a es 

para toda n par. Asign6 a cualquier mapeo tal un entero lla ­

mado el invariante de Hopf H(f) (un invariante de la clase de 

homotop1a que es cero para mapeos no esenciales). Exhibi6 ma­

peos f para cada par n y para cualquier H(f) par. Para 

n = 1,2,4,8, demostr6 que cualquier entero pod!a ser una H(f). 
(1) 

Recientemente G.Whitehead prob6 que H{f) es par para cual -

quier f cuando n = 4k+2 {k ~ 1). En el problema ae decidir 

para cut\les n existe un mapeo con iovariante de Hopf I, ex­

cluiremos muchos valores de n con el argumento que sigue. 11 

,alor, mod 2 de H(f) es O 6 segun que Sq .. :H .. (K) • H2 
.. (K) 

sea O o no lo sea. El resultado del precedente parrafo de­

muestra as! el 

l • JVease Hirsch, G. Colloque International. de Topologie ili6brique, 
Paris, 1949, pags. 35-42. 

I II lvease Bassi, A., Mem. della Cl. di Sc1enza, R. Accad. d'ltal1a, 
Vol.e (1935), pags. 669-714. 

leJHopf, H. Math.Ann., Vol. 104 (1931), pags. 637-665 y funa. 
Math. Vol. 25 (1935), pags. 427-440. 

! 7 lfth1tehead, G.W. Ann.Math., Vol.6t (1950), pags. 192-237. 
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TEORt:I.U 4. I El i,avar-iante de Hopf H{f) de un • aPeo 

f:S 2 n-i • Sn debe ser par si n no es vna Potencia de 2. 

Sigue en pi6 el problem& de decidir s1 para cada poten­

cia de 2 existe un mapeo con I como invariante de Hopf. 

Es bien conocido que (4. I) tiene varias implicacionea; 

11610 mencionaremos las siguientea. 

COROLARIO 4.2 Una representacion de s• como r.anojo 

esferoidal (sphere bundle) sobre Sn es posible sola • ente si 

m 2 2n-1 y n es potencia de a. 

Este oorolario vale para un grupo arbi trario del manoJ o. Pa­

ra el grupo de rotacionAs Rn como grupo del manojo, fu6 probA 
( 8) 

do recientemente por N.E.Steenrod y J.H.C.Wbiteh~ad. 

COROLARIO 4.3 Un mapeo f:SnxSn • Sn del tiPo {I, I) 

puede existir solamente si n+I es Potencia de 2, 
( 9) (lo) 

Hopf y Behrend estudiaron el asunto de la existe~ 

cia de algebras reales con divisi6n (esto es, multiplicaci6n bi­

lineal con unidad bilateral y sin divisores de cero) en el espa­

cio euclidiano-n. Mostraron que no existen cuando n no es 

potencia de 2. El resultado precedente nos permite demostrar 

este resultado eliminando la condicidn de bilinealidad. 

5. Al extender el proceso de adjuntar celulas a esferas 

y mediante las f6rmulas 1.3 y 1.4, demostramos el siguiente teQ 

rema general acerca de la composicidn de suspensiones de mapeos 

~uyo invariante de Hopf sea I. 

TEOREMA 5. I Sean y dos 

I el 
V6ase Steenrod, N.E. y Whitehead, J.H.C., Proc.Nat.Acad.Sc. 
U.S.A. Vol. 37 (1951) page. 58-63, 

( 9) 
Hopf, H., Comm.Math.Helv. Vol. 13 (1941) page. 219-239, 

(IO) 
Behrend, F. Compos. Math. Vol. 7 ( 1939), page. 1-19. 
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• aPeos cuyo invariontt de Hopf valea 1. S•P6nease • ~ D, 

Sea g' la susPtns ion (~1-n)-esimi,. de g. B11toncea la oo • -

Posi c i tr. fg' sie • Pre es esencial; cde • 4s 

(1) si m = n, la suspc11si6n P-lsi • a de est, • oPco ao • -

Putsto, ts tsencial Para tcjo p. 

(::;i) si m > n, la susPcnsitfn P-,si • a de cstc • apeo co • -

Puesto, ts esencial para todn p < n. Todos los ele • e11tos 

esencialts constru{dos de este • odo no son divisibles e11tre a, 

Si en lo de arriba tomamoa f = g como el mapeo s•~s• 
de invariante de Hopf I, obtenemos una nueva prueba de que 

nn+ 2 {Sn) 1 O para n ~ 2. inalogamente si f = g ea el ma-

peo S7 
• S4 (o bien S 15 

• S8
) de invariante de Hopf I, en­

contramos que nn+e<~n) 1 0 para n ~ 4 (respectivamente, que 

Sn ~ ) n n+ 
1 4 

( ) r O para n ~ 8 • 

6. Indicaremos come nuestras relaciones aobre ouadrado • 
iterados pueden usarse para construir algunas operaciones ooho ­

mologicas de stfunda esPecit, Sean respectivamente Z y Z1 

el grupo de los enteros y el de los enteros m6d 2 y supdnia • e 
2 • Cl q+2 ( ) Sq :n (K;Z) • H K;Z2 definido con el apareamiento natural, 

Deffnase N4 (K) C H4 (K;Z) come el nucleo de Sq2
• Construire ­

mos una operaci6n de segunda especie. 

( 6. I) 

Primero considerese u E H4 (K;Z) con q ~ 2 y sea u 1 un re ­

presentante de u. Conn= I en 1.4 tenemos la relaci6n 

Sq2 Sq2 u + Sq3 Sq 1u = o. La demostraci6n de nuestras relacione • 
sobre cuadrados iterados se hace mediante una construco16n de 
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cocadenas. Para esta relaci6n particular construimos mapeos 

de cocadena 

donde K4 = K x K x K x K, de modo que m6d 2 

donde '-11: es el k-producto cupl I) y ademAs i=q-2. Si u es 

una clase con coeficientes enteros, entonces Sq 1u=O y por 

consiguiente Sq2 Sq2 u=O • En este caso una expresi6n cocade­
nal m6d 2 para esta dltima relacica ao dA mediante 

(8. 2) 

en donde 

T/ ( U I ) = ½ [ U I -1 + 2 U I +U I] • 

Sup6ngase ahora que Sq2 u=O, esto es que 

entonces para alguna cocadena b tenemos u 1 - 1 u,=8b y se 

siiue 'm6d 2 gue 

( 6. 3) ( U I - 1 U 1 ) - 1 + 2 ( U 1 - i U 1 ) = 8 [ b -1 + 1 b + b -1 + 2 8 b] • 

Tenemos entonces queen 8.2 yen 8.3 la misma expresi6n es una 

cofrontera por dos razones diferentes. Se sigue de un princi­

pio general, ya usado por Steenrod al definir operaciones -
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funcionales, que ambas operaoionea juntas dan lugar a una nue­
va operaci6n cohomologica. Poniendo 

se sigue de 8.2 y 6.3 que ~, es un cociclo m6d 2 y definiaoa 
nuestra operaci6n de 8. I por 

h=f~d + Sq2 Hq+ 1 (K; Z). 

puede probar~e que la operacidn t esta bien definida yea 
independiente de toda la arbitrariedad que pueda ocurrir en 

nuestra construcci6n. Algunas de sus propiedades son: 

(I) f*~-~f*, para cualquier mapeo de un complejo en otro, ea 
entonces una operac16n invariante; (2) la definici6n de t 11 

extiende al caso relative y all! conmuta ~ con el operador 
cofrontera; (3) ~ es un homomorfismo; (4) t es una opera­
ci6n efectivamente calculable. El hecho de que esta operaoidn 
puede no ser trivial se muestra en lo que aigue. 

De a~uerdo con el modelo introducido por Steenrod!' 1 l 
junto con la operaci6n ~ y el mapeo f podemos definir la 
operaci6n funcional ~t. 

TEOREMA 6.4 Sea f:sn• 2 • Sn un mapeo de una esf•­

ra-(n+2) en una esfera-n, conn~ 2. La oPeracion funciona.l 

... HD(SD z) Hn+2(sn•2.z) ... t: ; 2 • • 2 • 

no es trivial cuando y sola • cnte cuando el • aPeo f es ,1,11-
c i al. 

( 
11 lsteenrod,N.E. Ann. Math. Vol 50 (1949) pags.954-988 
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En el anterior teorema una expresi6n cocadena puede da~ 

se para tt y que suministre un m6todo efectivo para deoidir 

la clase de homotop!a de un mapeo simplioial dado f:s••• • s• 
Sea K el complejo celular construido adjuntando una 06-

1 l ~11.•s s• d a+1 a u a b a , me iante el mapeo f:S • S. Se aigue 

de 8.4 que 

Hn (K; Z2) 
t:Hn(K;Z 2 ) • Hn+•(K;Z2), mapeari el generador de 

sobre el generador de Hn•8 (K;Z2 ) si y solamente si 

el mapeo dado f es esencial. 

La principal aplicaci6n de la nueva operaci6n es el cAl­

culo de la t,rcera obstruee,6n. 

TEORJ.:lU 8. 5 Sea f:Kn • Sn un ruP•o chl uqueleto-n de 

un co • Plej-o K en una esfera-n. S,a s·n un t•n•rcdor d, 

Ha(Sn). Suponta • os que la Prir.erc y seeunda ob s truccion Para 

le e%t,nsi6n de est, • ap,o se anul,, esto es, 8f*sn = O y 

Sq2 f*sn = o. Entonces La t,rcera obstrucci6n se da • ,diante 

J.:n este dl timo teorema los apareamientos para los diferen­

tes grupos de coeficientes son los naturales. Siguiendo el mo-
• (I) 

delo general dado por Steenrod , los mapeos de un oomple-

jo-(~+2) en una esfera-n pueden o\asificarse. Xn particular po­

demos calcular los grupos de cohomotop!a 1rn(Kn•1
) salvo hast& 

grupo extensiones. 

La construcci6n de nueatra operaci6n t oorresponde a la 

relaci6n Sq2 Sq2 = Sq8 Sq 1
• Usando otras relaciones aob1~ ouadra­

dos iterados podemos generalizar la operaci6n t de un modo ob­

vio. In especial, con las relaciones 1.3 y 1.4 pueden oonstruii 

so nuevas operaoiones y con ellas pueden calcularse los mapeoa 
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e • enci~les obtenidos en 5. I. 

7. Indicaremos aqui el metodo usado demostrando nuestra • 
relaciones sobre cuadrados iterados. 

,. • . ( 12) 
~1 proced1miento ideado por Steenrod para la construc -

c ion de las operaciones cuadraticas es mediante homomorfiamoa 
de las cadenas d~ K en las de KxK que son vecinas a la di1 
gonal. El usa el grupo c!clico de orden dos, que opera en 
KxK permutando los factores. Al tratar los cuadrados itera ­
dos debemos considerar homomorfismos semejantes de K a 
K4 = K x K x K X K. 

Una ruda descripcfon de nuestro procedimiento es paral 1t 
lizar la construccion de los cuadrados; reemplazando K2 por 
K

4 
y tomando como grupo que opera en K4 un grupo de orden 4, 

contenido en el grupo dihedrico de orden ocho. Obtenemoa en 
esta forma un nuevo conjunto _de operaciones invariantes [iJ 
doblemente indicadas, cada una de las cuales es un homomor­
fismo 

[ ik] coincide con una auma 
Ell~ se logra por un calou -

S~ muestra en seguida que 
de cuadrados i .terados I: SqrSq •. 
lo explfoito. 

Para probar que [l] contiene una simetr!a, que ae 
expresa median. te la relacicSn [ ~ ] = L.~k] , se uaa un auio­
morfismo de todo el grupo dibedrico. Aai para cada i,k ob­
tenemos qu'e una suma de cuadrados i terados es igual a la otra. 
E~tas son las identidades b~sicas. 

( 12) 
Steenrod, N.E., Ann.Math. Vol. 56(1952) pags. 47-67. 

NOT.A. Las investigaciones resumidas en el pres en te trabaJ o. -
fueron auspiciadas en varias ocasiones por las institucione• 
siguientes: Institute de llatematicas de la Universidad Naoio 
nal de Mexico, el Instituto Nacional de la Investigacion 
Cient!fica, La Higgings Founda~ion, Universidad de 
Pr1nceton y las Rockefeller y Guggenheim Foundations delve ­
cino pals del Norte. 

• 
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196S 

I. La mayor parte de loa teoremas, de naturaleza prepon 

derantemente geom6trica, sobre eapacios de Riemann, prueban 

ser ipdependientes del caracter riemanniano de la m6tr1ca, en 

el sentido de que reformulando las hip~tesis muestran ser casos 

especiales de teoremas sobre espacios de Finsler. Entonces 

aquellos teore•a~ Para los cuales es imPosible una e%tensi&n 

simple del caso rie • anniano al de Finsler son de sirnifica.do es­

Pecia.l Para la co• Prension de a • bos tipos de esPacios. Un ejem­

plo patente en esta direoci6n es el teorema de Beltrami que ca­

racteriza loa espacios de Riemann ea los que las geod6s1 ,~as son 

rectas, como los espacios de curvatura constante, mientraa que 

la caracterizaci6n de espacios de Finsler con esta p·ropiedad es 

uno de los problemas de Hilbert • 

• 
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M. Morse, G. Hedlund y &. ~opf
111 

doauoatran que •• to • 

ro con • ltrica rie • anniaaa sin ;uatos conjutado~ ti••• c•r•• • 

tura aula, do modo que la • 6trica ea euclidiana. 

La presente nota deauoatra que eate teore • a •• del ti ­
po no eztcndible: las geod6aicaa de una a6trica do finaler 10 -

bre un toro sin puntos conjugadoa no neoeaitan ••r reota1 y 

para cualquier m6trica Bi.n puntoa oonjutadoa aio • pro ozi • ten 
• uchas a6tricas oaenoialmente diatintaa, COD la • • i •aa • ieo4t ­
aicas. Bay de hecho tanta arbftrariedad OD la oloooidn de la 
m6trica, cuando so preacribon la • good6aioaa, quo el proble •a 

do detorminarlaa toaas result& • in inter6 •• 
Parece sin embargo, · razonable preguntar l,cucllu ahh · 

• as de cur~as sobre cl taro, ;ued,a ser t•od,1 i ~a• ••••• • I • 
trica •i• ;untos coajufados?. La respueata a oata pre&unta 
{en torainoa del plano como espacio universal oubriont~ delta 
ro) es el principal reaultado de este trabajo. 

2. Elegimos el plano P - (x,y) oomo ospaoio UDiTer1al 

cubriente del toro, con las tran • lacionoa 

( I) T(a,n) : x' = x+m, y' = 7+n, a,n ODteroa, 

tomadaa como transformacionea oubrientes. Un aiato • a dl!,.i•O • 

d6sioaa •oltro el toro sin puntos conj11gados, lloTa a un • i •• 
111

11 toore•a fud probado, bajo la hipdteaia adicional de 1ur 
no hay puntoa conjugados, por It. Morsey G. Hedlund en [I. 
In oata foraa general•• dobe a I. Hopf [41. 

Los n6• sroa entre par6ntoaia rectangulares se refieren • 
la bibliograf!a, al fi~&l del trabajo. 
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tema S de curvas en P, con las propiedades siguientes: 

I. Cada curva en S es La i11a1en topoL01ica dcl cj'e 

,- ,a l - t : p ( t ) = ( X ( t ) , y ( t ) ) , -Ill < t < Ill, ta L q ue 

x2 (t) + y 2 (t) -+ Ill cuando t -+ Ill. 

II. Cualesquiera dos Puntos de P est~n exacta • ente so­

b,-, una curva de S. 

III, El siste11a S se transfor • a ens{ • is • o bajo L~s 

translacienes T(m,n). 

IV. Si una curva L de S contiene a q ya qT(m,n), 
e n t on c e s c c n t i en e a t o dos l o s P II n to s q T ( 1,1m, 1,1 n) , 1,1 = i l , i 2, ••• 

V, EL sistema S satisface el axioma del Paralelis • o: 

para una curva dada L en S y un .pun to dado p, que no cs­

te' en · _L existe exacta11ente una curva en S que no corta a 

L y que pasa po,- p. 

El resultado principal es el 

TEOREMA I. Si una 11ltrica en el Plano P ad • ite co • o 

1eode'sicas un sistema S de curvas con Las p,-opiedades I y II 

y que sea invariante bajo Las translaciones T(m,n), entonces 

S satisface III, IV y V. 

Rec{p,-ocamente dado en P un siste•a S de curvas 

que satisfaean I a V, entonces existe una metrica invariant• 

bajo las T(m, n), para La cuat las curvas dadas de S son 

1eod,sicas. 

La necesidad de las condiciones IV y V se demostrar, 

en primer lugar usando con libertad los resultados y co~iep­

tos de (I]. Cada geodbsica ea congruente con una recta eucli 

diana [I, p,g. 79, Teorema I] ·. Sea D el cuadrado unitario 

o l x, I, O ~ y ~ I. Para cualquier T = T(m,n) para la 

que m y n nose anulan simultaneamente, existe un punto a 



en U para el cual 

aaT = a!n ppT 

pEP 
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donde, ab denota la distancia entre a y b para la a6trioa 

dada. Si q ea cualquier punto de P, entonces existe una 

T' = T(m',n') tal que q0 ~ qT' E U. lntonoes 

aaT ~ q0 q0 T = 4oT'q~TT' = q0 T'q 0 T'T = qqT 

asi pues 

(I) 

aaT = m!n ppT 

pEP 

Para cualqvier T(m,n) I I los f>vntos qT(JJ111, vn) = qT" caen 1obr1 

una eeod,sica si y solii • ente si qqT = min ppT ; [v6ase 2, Teo­
j;t:P 

rems (8.)] 

Se sigue que los puntos aT• esttn en una geod6sica L 

que, en vista de II se transforma en s! misma bajo todaa la1 

T" y 511tonces los puntos qT eattn en L y qqT = aaT. Ade­

mas para T' = T (m', n') arbi traria y a' = aT' 

a'a'T = aT'a~'! = aT'aTT' = aaT; 

aa{ es que los puntos a'T" est!n entonoes sobre la geod61ioa 

L' que por supuesto es la lfnea LT'. 

Ya que L y L' no pueden cortarse en m4s de un pun­

to result& que o son id6ntioas o nose cortan. Si q ea un 
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punto del plane que no estt sobre ninguna LT(m',n') entoncea 

m' y n' pueden escogerse de modo que q eat! entre L y 

LT(m',n'). Si S'(a,b) denota el segmento de geod6sioa q~e 

d , Ill • I' •+I va e a a b con extremes a y b, entonoes LJ S (qT , qT . 

ea en vista de [I, pag. 119 (C)l una curva que junto
111

con L y 

L' limitan una regi6n convexa. Entonces los puntos qT" es-

tan sobre una geod6sica y de (I) r~sulta que qqT = aaT. Es-

to prueba IV. 
Las consecuencias de eate resultado son suficientemente 

interesantes en el caso del toro para establecerlas expllcita­

mente. 

TEOREMA 2. En vna • etrisaci6n de vn toro sin puntos 

* conj~fados to~as las feodlsica, • ono-fonos, son feodlsicas ce-

rradas. • Existe exacta • ente vna feodlsica cerrada en vna clas, 

libre homot6Pica, a travls d, v~ Pvnto dado y todas las feodl­

sicas de cada clase tienen la • is • a lonfitud. 

3. Es considerablemente m,s dif!cil demostrar V. Por 

brevedad llamemos racional una lfnea que oontenga dos puntos 

q y qT(m,n), (m,n) I (0,0) y entonces contenga tambi6n los 

puntos qT(vm,vn). i~ f!cil eatableoe~ el axioma de parale­

lismo para laa l!t;1e,as ra .cionalea hacienda ver: si L conti~ 

ne los puntos pT", p I I y q no eatt en L entoncea la 

line~ L' que contenga los puntoa qT" es la dnica que pasa 

por q y no corta L. 

Si no sucediera asl, la asfntota H (v6ase (I, Cap. III, 

4~; por q a una de las orientaciones, digamoa L+, de L 

*Traducci6n de •one-gons·, para indicar polfgonos de un solo 
lado, 
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"n r!a distinta de L'. Supongamos que el c!rculo limite A 

uun L+ como rayo central (loo.cit.) corte a L en p. Eri­

l onces AT- 1 es el cfrculo lfmite con 1+ como rayo central 

y por qT- 1 y pT- 1 ([I, pag. 200 (d)]). Se ha probado jus-
- I - I - I lamente que ppT = qqT • Por otra parte H corta a AT 

on un punto f que es el pid ~nicq de q sobre AT- 1 ([I, 

p,g . 102, Teorema 51) y qf = ~~T- 1
• Pero entonces qqT- 1 =qf 

con tradice la unicidad del pi~. 

Por medio de una transformacidn del toro (o del plano) 

eobre s1 mismo llegamos a que las lineas euclidianas x = const. 

y y = const. representan geoddsicas. ~ualquier otra geoddsica 

tiene entonces una repressntacidn de la forma 

y = f{x}, -oo < % < oo, 

con f(x) estr!ctamente creciente 0 ciecreciente y lr(x) I ... oo 

para X • 00. Ello debido a II Y a la validez del axiorna de pa-

ralelismo para las lineas X = const. y y = conts. Se demos-

tre.rA que para cue.lquier Hnea tal, SU •pendient.e• 

(2) lim 
z• tlll 

f(x) 
X 

existe yes distinta de O e 00 • 

Considdrese primero el caso en el que L es linsa re.­

cional por el origen z y el punto (m,n) = zT(m,n), m / 0, 

n / o. Entonces f(vm) = vF(m) y si vm ~ x < (v+l)m, enton­

ces debido a que f(x) es monot6na 

lf(x) - f(vm) I < lf[(v+l)m) - f(v1t) I = lf(m) I 
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as1 es que con le, I < I, 

f{m) f(vm) f(vm) + e,f(m) !1!l = 11m = 11m = 11m m v • ±CO vm v • ±"' VII' + 82m ;s• ±CII X 

Una l!nea racional Lk obteniaa de L mediante la 

traslacidn T(O,k) t1.ene la "cuacidn 1 = f(x)+k as1 ea 

que Lk tiene la misma pendiente 

l!nea paralela a L, con ecuacidn 

una k, c.cmveniente L' • yace entre 

tambi6n posee esta pendiente. 

que 

y 

L 

L. Si 

= t'(x.), 

y Lk 

L' es cualquier 

entonces, para 

de modo que L' 

Supongamos ahora que y = f(x) representa una lfnoa 

arbitraria. Si no tiene pendiente, entonces existirin m y 

n distintas de O tales que 

11m inf f (x) 
X 

m 
<-< 

n 
liln aup f(x) 

X 

F.ntonces la l!nea racional que contiene a los puntos 

(O,f(x)) T(vm,vn) cortarla a L m4s de una vez, sin coinci­

dir con L. 

La definicidn (2) de la pendiente implica 

(3) L{neos con Pendientt distintos se corton, 

(4) Sitmpr~ existe una llneo por un Punto dado ' p = (xo,Y~) 

y con Penditnte dado µ / o,oo, 

Si µ = n/m entonces la linea que contiene a los puntoa 

pT(vm,vn) satisface (4). Si µ es irracion&1, esc6Janse una 

sucesi6n creciente de ndmeros racionales ,p., , v = I, 2, ••• , 

que tienda a µ y tambi6n un ndmero racional p
0 

> µ. Sea L1 



l a linea racional por 
eat A entre 11 Y 10 

nea 11mite por p. Si 
daa por y = f 1 (x), y = 
para x > ~o e i > I; 
aAs Po y cuando menos 
L tiene pendiente µ. 
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p y de pendiente P 1 • Entonces 1
1

+1 

y por conslgulente 1 1 tiende a una 11-
11,L estAn respectiva~ente representa­
f(x}, entonces f 0 (x) > f(x) > f 1 (x) 
luego la pendiente de L es cuando 
µ. Pueato que Po>µ fu6 arbitrario 

Las proposiciones (3) y (4) muestran que el axioma de 
paralelismo se sigue de 

(6) Por vn ;unto dodo p, cuondo • 4s Aoy uno Llnco cor. ;cn­

dicnte .dodo. 

Para µ racional, esto aigue del hecho de que el axio­

ma de paralelismo vale para 11neas racionales. Porque si 
µ - n/m y si la Hnea L que pasa por los puntos pT(v111,vn) 
ti ene por ecuaci6n y = f(x), entonces cualquier otra linea 
L' por p = {x0 ,y 0 } tiene por ec~aci6n, digamos y = f'(x), 
con f'(x) ~ f(x) para x > x0 • En vista de que L es para­
lela a 1T(O, I), quien tiene por ecuaci6n y = f{x) + I, L' 
deberA cortar a LT(O, I) para alguna x' > x0 • 

Entonces para una v > 0 conveniente, sl punto 

pT(vm,vn) 

linea 1• 
vn+I - >,.. 

VIII 
diente de 

estA sobre LT(O,I) y entre L' y L. La 

por p y por pT(vm,vn+I) tiene pendiente 

y la pendiente de L' no p~ede ser menor que la pen­
t•~ 

Sea ahora µ irracional y para una demostraci6n indi­

r ect&, sup6ng&se que por p y con pe&diente µ, bar dos l!­

neas distintas L,K. Podemos suponer que p es el origen y 

que esas lineas tienen eouaoiones de la forma 

L: y = f(x)~ K: y = g(x) oon g(x) > f(x) para x > 0. 
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Entonces para n entero > 0 

(6) 0 < g(nl - f(nl < I 

ya que de otro modo el segmento Sn que conecta (n,f(nJJ con 

(n,g(nll contendria un punto de la forma (n,mJ con m ente­
ro y entonces la linea racional t* por e y (n,ml caeria 
entre L y K. Por la primer& parte de esta demostraci6n, la 

pendiente de L seria menor que n/m. en tanto que la de K 

seria mayor que n/m. Puesto que la distancia es 1nvar1ante 

bajo las T(~,nl, se sigue de [I, p. 103, Teorema 6) que exis­

te 8 > 0 tal que 

g(nl - f(nl > 8 para n ~ I • 

Para una K dada, entera ·~ 3 determinese el ent~ro m por 

, 

Entonces 
el mismo 

· •ii S1 contiene K + I t .. LJ pun os que represen~an o 
1 = I 

punto del toro o sus ordenadas difieren en enteros. 

Di• tinguimoa dos casos. 

al Para alguna K hay cuatro puntos de los cuales nin­

guna terna est! en la ~isma geod~sica. Un argumento familiar 

en las funciones elipticas muestra que la cerradura convexa de 
esos 4 puntos, en t6rminos de S, contendria un "paralelogra­

mo de periodos" Q cuyos ladoa estAn formados por segmet os de 

curvas en S. Ya que el dominio acotado por y=f(xl, y=g(xl 

es convexo para 
por otro lado Q 

la forma (m,n) 

x > 0, entonces Q estaria en este dominio; 
contendria un punto equivalente a p y de 

lo cual ya se hizo ver que es imposible. 
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b) Cuando menos K 

teod6sica HK. Entonces 

de los K + I puntos est4n en una 

HK d es racional y tiene pen iente 

racional P ·K· Puesto quc ning-6.n par de los K puntos e.sUn •n 
la misma S1, las abscisas llK 

1 de los K puntos son diatinn1, 

Seoa nK < nK Entonco,s llK - nK > K - I yen vista de (7) 1 1+ I 0 "' I 

nK/nK ' - (K-f)/mK < 1-8/4. Ya que 
I K 

f(x1) - f(x2) = !..l!.!J + (x2/xi) [f(xi)/x1 - f(x2)/J:1l 
J:1 - X2 X1 I - X2/X1 

lim ~ = 11~ f(xi) - f(x 2 ) 
x 1_.ai x, x 1..ai x, - X2 

donde x2 puede e~tar acotada o no estarlo. 

Entonces en el caso presente obtenemos de 

f(n~) - f(n~) 
lim 

g (nZl - g(n7) 
l!m = = I" 
K• a, llK - nK K~ nZ - n7 K I 

y por consiguiente de (6) tambien ser4 

(8) 11m 
X 1-+a> 

f(nZ) - g(n7) . = lim g(nZ) - f(n7) = P 
X '-+a, 

Por otra parte 
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y por (7) 

Enton ces el denominador de la pendiente p~ de HK (si redu­

cido) no puede sobrepasar 2/ 8, Puesto que µ es irracional 

existe una € > C,; independiente de K, tal que I p K-µI > f. 

Pero si y = L(x) representa HK, puesto que los K puntos 

caen entre L y K, 

g(nZl - f{n7) h(n~) - h(n7) r(nZl - g(n7J 
> = 8 > nK 

K 
- nK 

I 
llK K - nK 

I 
nK K - nK 

I 

lo que junto con (8) contradice lpK-/µI > f, Esto completa 

la demostraci6n de V. 

4. Regresamo~ ahora a la se(unda Parte del Teorema 1. 

Las condicione w I y II garantlzan por si sdlas que las curvas 

tienen en S todas propiedades usuales de continuidad e in­

tersecci6n (comparar [I , Cap. III,~ 3). Podemos por consi&ui§D 

te nuevamente suponer que las curvas x = const, y = const 

representan curvas de S y por el axioma de paralelismo todas 

las otras curvas tienen nuevamente representaciones de la for­

ma y = f{x) con f(x) estrictamente mondtonas y 

lf(x)I • 00 para x • oo, 

T6mese cualquier par m,n con m > O y den6tese por 

Lp la curva en S que contenga los puntos pT(vm,vn). Para 

p,q cualesquiera, las curvas 

son id,nticas. Digamos qu~ 
LP y L

4 
o son paralelas o 

y = fp(x) representa a LP (pue§. 
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toque se admite n = O, fp(x) puede ser constante). ll que 

T(m,n) transforme a Lp ens! • isma, implica fp(x+ •) • 
c fp(x) + n; entonces fp(x) - f 1 (x) es periddica de per1o4o 

• yes independiente de x0 el •rea 

d•,n (p,q) = r0

•• 1fp(x)-f,(x)I dx 
zo 

del •paralelogramo• C limitado por LP,L 1 , x = x0 ,x = x0 + •• 

Una translaci6n arbit~aria T' = T(m',n') transform• Q en un 
paralelogramo que tiene la misma relaci6n Qon pT' y qT' qut 

C la tiene con p y q. Pero T' deja invariante el •r••: 
entonces 

(9) 

obviamente d.(p,q) = da,n(p,q) Y 

(IO) da,n(p,q) = 0 si y sot11 • e11te si Lp = Lq • 

La arbitrariedad de x0 lleva a 

, ( I I ) si y sol11 • e11h 

1i tci tlneci Lq ccae dentro de tci b11nd11 cerr11d11 t~ • it•d• 

,or LP y Lr 

( 12) 

,,. est11 bcinda. 
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Sea 3 la diferencia entre las ordenadaa de p y q 

1 deterafnese el entero K por K-l < I 8 I < k. Xntoncea 
f(O,±K) trana _forma a Lp en una linea Lr para la cual L, 
cae entre Lp y Lr (ai Lr ea diatinta de L p). Xntoncea 

(t3) da,:a.(p,q) < d11.,11.(p,r) = Kda,:a.(p,pT(0, I)) , (181+1)>-_,,:a. 

donde la,:a. solo depende de a y n. Una distancia que sa­

tiaface nuestraa exi~enciaa ser4 

(14) pq : I'd (p,q) l .. 1 _2_-a-111.1 a,n . .a,n: 

donde el aoento indi-oa que la suma se extiende a todos loa pa­

res m,n con m > 0 y toda n pero tales que n/m!n'/m' PA 
ra diatintos pares m,n y m',n'. 

Si ae dan p y ~ y su diferencia de ordenadas ea a 
entonoes por (13) ea d.(p,q) l;!:a. <181 + I para iodas m,n 

siendo pq aiempre finita. (9) muestra que pq es invarian­

te bajo todas las T·(m', n ') y ( 11), ( 12) implican que pq 

satiafaoe la desigualdad del tr14ngulo. pp= 0 por (10) y 

pq = qp > 0 para pf q se sig~e de da,:a.(q,p) = da,~(q,p) y 

de (10) ya que para m y n convenientea, las li,neaa LP y 

L1 (en la -notaci6n) ser4n distintas. 

Bntonces pq satisface los a%iomas Para un esPacio • I· 

t ri co. Para que las curvas de S aean las geod~s~cas n••·}esi ta 
hacerse ver: para tres puntos distintos p,q,r 

(15) pq + qr a pr si q ast4 ,n el sef • ento ~ de la cur­

va de S qua Pasa por p y r 
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( 18) pq + qr.> pr si q 110 est6 sob,-, er. 

81 q eat& en er entonces para m,n cualesquiera, la linea 
L, o bien contiene a p,r o bien estA entre Lp y Lr. ln-
tonces se sigue de (10) y {I.I) que vale (15). 

Si finalmente q no est• en er~ sea L la curva de 

s por dos puntos arbitrarios q' y q• interiorea lreapeoto 
q a p y de p a 

contiene a lo• pun-

a S) respectivamente a 

r. Entonces L separa 

tos q'T(11m,·11n) para 

los 

er 

m,n 

aegmentos de 

de q. Si L 

convenientesy m > O, entonoea 
( 18) so sigue de ( 12). Si L no tiene esta propiedad (o ea 
una linea x = const o no es racional) entonces el axiuma de 
paralelismo implica la exlstencia de m > O y n tale• que 
la lines L' que cont"iene q'T(vm,i,n) est& tan ceroana a L 

que tambi6n separa a er y entonc .-,.s a q de p y r. Nue,a­
mente (18) se sigue de (12). 

El que la distancia pq sea equivalente a la diatanoia 
euclidiana se deriva f!cilmente ya sea de la definici6n anali ­
tica de pq ode las propi~dades geom6tricas de S. La oom­

pacidad _finita de pq se aigue de &u invariancia bajo 

T(m' ,r,.'). 

5. Unos cuantos ejemplos concluyen este trabajo. La 

construcci6n de la distancia pq en la secc16n precedent• pa­
rece remitir a una m6trica Yinkowskiana si las curvas en S 
son las lineas euclidianas ax+ by+ c = o. Esto es empero 
accidental porqu~ pudieron usarse otras funcionea da,D(p,q) 
en vez del Area. Por ejemplo si p1 = (x 1 ,y 1 ) entoncea 

p 1p 2 = [(x 1-x 2 )
2 

+ (y1-y2) 2 J• + 1111 + sen 2wy1-7Y1~aen 2ffJtl 

remite a una m6trica en la cual las 11neas euclidianas son la • 
geod~sicas porque 7y + sen 2wy crece mon6tonamente. Adem,1 
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esta mbtrica es invariante bajo las T(m,n). En vez de 

7y + sen 2~y pudi~ron usarse mucpas otras funciones; pudo aba­

dirse un tbrmino en las x 1 , formado semejantemente; pudo ha­

berse substituido la distancia euclidiana que aparece en la definicion de 

P1P2 por una dist~ncia minkowskiana arbitrari~. En fin pudo 

eodificarse la distanc1a euclidiana de modos wenos obvios. Ea~ 

to aclara un punto tratado en la introducci6n: hay tanto a ,t,­
tir qMe el Probleaa de determinar todas las m~tricas qMe Perte­

n,cen a Mn siste • a dado de CMrvas ca r ece de interls. 

Uno pued~ preguntar si las co ndiciones I, II y III . im­

plican o no JYo V. El ej .emplo I en [I, p.105] muestra que no 

es asi. 

Finalmente dames un ejemplo que confirma lo afirmado en 

la introducci6n de que las curvas de Mn sistema S qMe satis­

fata las cor.dicior.es I a V no necesitan ser rectas. Esto sig­

nifica lo que sigue: no existe en general una transformaci6n 

t .opol6gicll de P sob re otro plano P' baj o la cual el siste­

• a S se transforme en el de las lineas euclidianas de P'. 

Daa condici6n obviamente necesaria (y de heeho tambi.6n sufi~ 

oiente) para que tal transformaci6n existiera e~ que el T,or•­

•• d, Desar1ues valiera para las curvas de S. Sistemas que 

nUafagan I., II y V pero no el Teorema de De,sargues son bieu 

oonocidos. pero un sistema tal que satisfaga III y. IV no ha 

lleiado a oidos del autor. 

Para construir tal sistema S primero definimos cier­

tas funciones f,(x) en el intervalo O ~ x, I. P6n( ,.se 

f1(X) = X y para n entero > I 

[

ax para 
fl\(:z:) : ll 

b n (x - ½) + ½ an para ½ , X < I 
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ctonde 

ontonces fn(l) = n y f~+I (x) - f~(x) > O para x; ½ 

de modo que fn+ 
1 
(x) - fn(x) es creciente. A:dem&s p6n6!aae 

si n<t<n+ I • 

~ntoncea es f4cil ver que ft {x) - ft (x) crece para 
2 I 

I < t 1 < t 2 Y q u.e f ( I ) = t • 

Ahora · def!nas~ g~(x) para toda x, toda t y toda b, 

mediante 

g~(x) = ft(x-m) +mt+ b pare. m ~ x < m+ I 

Puesto que 

b b 

(gt: (x) - gt: (x))' = fi,
2 

(x-m) - fi, 
1 

(x-m) 

l a diferencia crece para Enton -

b I b2 
ce s las curvas y = gt (x), y = gt (x) se cortan mas una 

I 2 

vez. Ademl!.s y = g~ (x) tiene pendiente en el sentido de (2) . 

El sistema S se define entonces como constante de to ­

das l as curvas y = g! (x), todas las l!neas y = mx + b con 

b < y las l!neas x = const. Debido a que (g! (x))' ~ I, 

cada l{nea en S corta a cada y = g! (x) justamente una ve m. 

Por cualquier punto del plano para JUstamente una l{n ea 
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con pendiente dada t2). Entonces el axioma del paralelismo va­

le. Ficilmente se veri!ica que dos puntos distintos del plane 

estan exactamente (y no s6lo cuando mas) en una curva de s. 
Para demostrar que el sistema S posee la propiedad IV. 

basta probar lo que sigue: si . g: (x') = y' y g! (x'+m) = 

= y'+n. donde m y n son enteros, entonces g: (x '+vm) = 
= y'+vn. Determ!nese el entero K por K " x' < K + I. En-
tonces si se pone ft(z'-K) + b = w, , 

y' = g! (x,) = sera 

= W+Kt, g! (x +m) = w + {K+m) t = W+Kt+n y por cousiguiente 

t = n/m. Adem4s 

g! (x ' +vm) = W + {K+vm)t = y'+vmt =.y'+vn 

Que el teorema de Desargues no vale en este sistema se ve como 

en los otros ejemplos bien conooidos de sistemas no desargue­

sianos • 

Dos trianguloP que est6n en la relaci6n de Desargues, en 

el sentido ordinario se oolocan de modo tal que todas menos una 

de las l!neas que entran en el teorema tengan pendientes < I 

y sean entonces curvas de S. La restante l!nea L tiene pen-
b 

diente > I. La curva y = gt (x) por dos de los tres puntos 

de la configuraci6n desarguesiana sobre L no contendran en 

general al tercer punto. 

El sistema S ~e transforma en si mismo no solamente 

bajo las T(m,n) sino tambien bajo todas las translaciones 

x' = x + m, y' = y + b en las que m sea entero, pero b 

cualquier n~mero real. Facilmente se verifica que la m6trica 

construida en la seccidn 4 es invariante bajo todaa esas trans­

laciones. Asi 
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TEORl:MA 3. Exist,,. iutriaacio,ies sobrc el toro _ai11 

~untos conj~tados que tie,ic,i Por trupo de • ovi • ientos •110 de •11 

,ar 4• ,tro y Para Las cuales Las ttod,sicas ,io s••n rectos, 

El sistema S est, construido do modo tal que aun exbi ­

bo un hecho que sorprende a priaeta vista. Las curva • y = a:(1) 
do S tienden a la curva x = 0 cuando n • 00, pero exis\en 

• > O independiente de n y ~b disco circular con r•dio 1 

(ouyo centro depende de n) tal que g~(x) no entra al di • oo. 

University of Southern California 

Los Angeles, Calif.. 1961. 
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SOME FORMULAS IN THE THEORY OF SURFACES* 

Shiing-shen Chern 
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The object of this paper ii to 1tudy certain intetro­

differential invariants of a cloaed orientable 1urfac, dif­

ferintiably i • bedded in the ordinary Euclidean space. So • , 

id1ntities b1tw11n th•• will•• 11tabli1hed. As application, 

w• shall five new proofs of so•• th1or~•s of Li1b • ann 

charact,riaint th• 1ph1re as the only clos1d · conv,s 1urf•ce 
-
with constant • can curvat•r• and constant Gaussian c•rv•t•r• 

I. Fupdamental Formulas 

To write down the basic formulas in the theory of ' . 

surfaces we follow the classical treatment of G.Darboux and 
*Recibido para el Congreso Cient!fico Mexicano, Septiembre 1951. 
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( I ) 
I.Cartan by employing the method of • oving trihedral• • l 

rl.bt-handed trihedral Pe1e2ea in the Euclidean apaoe I 

oon• i • ts of a point P · and three mutually perpendicular wait 

,eotors e 1 ,e 2 ,es, whioh form a right-handed ay• te •• litb ,be 
ohoice of a f"i:z:ed origin O in K, P. deter • insa and 11 

determined by a position vector which W'ill also be denoted b7 

P. When a family of such trihedral • is given, dependlni dif• 

ferentiably on certain parameter •, we can write 

( I ) i,k = 1,3,S, 

de = l: e ·1 . k c.>u: k 

where w 1 , <.&111< are linear cUfferential for •• (in th••• para­

• etera) satisfying the relation • 

(2) <.&lik + GIIJri = 0 • 

Since the exterior derivati18 of an exterior derivative 11 
1ero, we have 

d(dP) = 0 

(3) 

Applying these relations to (1), •• get 

I I) 
l modern version of this • ethod oan be found in I.Bluobke, 
lleaentare Differentialgeometrie, Berlin 1950. 
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dr.11 = I wk I\ wk1 k 
, 

(4) i, j, k = I, 2, 3, 

dw 1 j = I w1k I\ wkj k 
, 

where the "wedge product; is the product in the sense of 

exterior multiplication of Grassmann. lquations (4) are call 

the equations of structure of the group of proper motions in I:. 

Now suppose a closed orientable surface S be given in 

E. It determines a family of (right-handed) triehedrals 

Pe 1e2 e3 such that PE S and es is the unit vector in the 

direction of the outwarc normal of S at P. For this family 

of trihedrals we have 

(5) G&13 = 0 • 

The first equation of (4) then gives 

W 1 11 W I 3 + r.12 11 r.12 8 = 0 

Since w1 ,w 2 are linearly independent, this implies the 

relations 

(6) 

The coa-fficients a, b, c in these linear combinations are not 

invariants of S. But it is aasy to construct invariants from 

them. In particular, the mean curvature H and the Gaussian 
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our• ature K are given by the formula.a 

2H - a+ c 

(7) 

K = ac '"'. b1 

Tho so-called first and second fundamental forms are 

I= dP2 = 

(8) 

Their ratio II/I is the normal curvature. le also obser•e 

that the element of area is give~ by the exterior quadratio 

form 

(9) 

2. Some Identities 

We consider the scalar produotc 

( I 0) Y1 = Pe1 

Geometrically, Y1 is the oriented distance from the ur1&1n 

t.o the plane Pe3elt, J • k I I, 2, 3. In particular, la, wbiob 

we shall also write as p, is the oriented di$tance from 0 

the tangent plane w{P) to S at P. The purpose of thi1 

paper is to study the integrals 

0 

to 
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(II) 

where the integrations are over S. Moreover, let P' be the 

foot of perpendicular from O to "(P), and let dp be the 

distance PP' and p~ the normal curvature in the direction 

PP'. We introduce also the integrals 

D = f pD p d2 dI D p p 

(12) 

where the integrations are again extended over S. The main 

result of this paper consists in the identities 

2A + 2B - (n-1) D = O n-1 n n-2 

(13) 

Before proceeding to the proof let us notice that the 

integrals introduced in {I I) and (12) are independent of the 

choice of the point O and are therefore invariants of the 

surface s. At least for small values of n, they have simple 

geometrical meanings. For instance, A0 is the area A of 

S, B0 is the integral of aean curvature -M first considered 

by Winkowski in the c~se of convex surfaces~ while C0 is 

2" times the Euler characteristic X of S, by the Ga~••-
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Bonnet formula. 

To prove the formulas (13) we derive first from (10) and 
( I ) : 

( 14) 

dys = 

From (14) and (4) we then find 

y 2 Cd I ) = 2 ( I + pH) Cd I " "'2 

It fo llows that 

( 16) 

On the other hand, we have 

( 16) 
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Since the linear differential forms and 
11.- I ( P Y1~2a-y2ru1a) remain invariant under a rotation of the 

vectors e1,e2, they are defined on s. Applying Stokes's 

Theorem to (15), we find therefore that the integrals over S 

of the right-hand sides of ( 15) are zero. These give precisely 

the identities (13). 
For n = I formulas (13) give 

A0 + B1 = 0 

B0 + C 1 = 0 , 

or 

J pHd! +A= 0 

( 17) 

J pKd! - M = 0 

The second formula in ( 17) is a well-known formula of Minkowski, 

which he established for convex surfaces. According to our 

derivati~n it is valid for a closed surface of arbitrary genus. 

The quadratic polynomials in x defined by 

( 18) 
b 

c-x 
I d! = C -2xB +x2 i 

D. D. II. 

seem to deserve some interest. For n = O, l we have 

( 19) 

If S is convex, A1 is clearly 3 times the volume V bound-
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ed by S. Since X = 2, the conditions that the discrim i nant • 
or A0 (x) , A1(x) are non-negative can be written 

(20) 

A 2 
- 3MV ). O • 

These are precisely the well-known •isoperimetric inequalitle • '. 
I t see ms therefore reasonable to conjecture that 

but a proof appears to be difficult. Thi s conjecture 11 

• uppor ~ed moreover by the fact thet the discriminant of th e 
i ntegr and i n ( 18) is 

which is everywhere ~ o. 

3. Applications 

We shall apply the above results to tne cases that H 

and K are respectively constant. Suppose H be constant . 

Then 

and we have 
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From (17) we get 

It follows that 

low we have 

Ao+ HA1 = 0, HA0 + Ci = 0. 

I p I 

a-H 

b 

a-H 

b 

b 

c-H 

b .j d~ = 6,(H) = c,-a2 1, = o. 
c-H 

I = - ¼ (a-c)
2 

- b2 ~ O. 

If, therefore, there is a point O 

points P of S, the integrand in 

sign and the relation 6 1 (H) = O 

such that p < O for all 

61(H) will keep the same 

is possible only when 

a= c, b = 0 

that is, only when every point of S is an umbilic. This 

leads to the theorem: 

A closed surface of constnat • ean curvat • re ii a sphere. 

if there is a point lyin1 on the · ne1ativ• side, of aLl tantcnt 

Planes of S. In Particular, a closed convc% surface of 

constant • ean cvrvatvre is a sjherc. 

Consider next the case that ~ is constant. froe which 

we shall derive the theorem of Liebmann that S is a sphere. 

In fact. we have 



Si nce K has to be positive, we choose 

R=+/"T >O. 

from (18) we get, be app~yint the formulas (17), 

Ii follows that 

(21) A0 (R) = RA1 (R) 

Sino e S is convex, O can be chosen to be an interior point 

of S, so that p < o. On the other hand, we know that 

a-R 
b 

b I ~ .0 • 
c-R 

and that the equality sign holds only when R =a= c, b = O. 

It follows that 

A0 (R) " 0 , A1 (R) ~ 0 • 

Henoe the equation (21) is possible onlr when 

A0 (R) = A1(R) = 0, 

that 11, only when 
R = a = c , b = 0 • 

Thia proves that S is a sphere. 



!dded. !ugust 14, 1952. 

On p.34 line 14, immediatly after formula (13), read: 

"Before proceeding to the proof let us notice that the 

int~grals introduced in ( 1 I j and ( 12) a-re, for some values of 
n, independent of the choice of the poin 't 0 and are there-

fore invariants of the surface s. This is true for n = O, I, 

and the cor .respo11-ding invariants have simple geometrical meanings. 

ror instance~ 10 is the area 1 of S, B0 is the ·integral 

of mean cu~vature -M first considered by Minkowski in tne 

case of convex surfaces, while ~o is 2w times the Euler 

characteristic X of S, by the Gauss-Bonnet formula. 

University of Chicago. 
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Beside• the ~usual two-valued truth-tables for the 

pro positional calculus, it is known that there are many eharae­

ter i at101*lystems of truth-tables (characteristic matrices 1 ) 

in whioh there are more than two truth-values. 

In particular, since the two-valued truth-tables 

oon1titute a two-element Boolean algebra 8
, any 1ustom of truth­

ta bl es having the two~elem5nt Boo~ean algebra as a homomorphic._ 

1•age 1 will be a characteriatio system if the designated truth­

val ues are taken to be those which have the unit of the Boolean 

11,e bra as their .image. In this way characteristic 1y1t~,1 of 

tr uth-table• aay be obtained with any numb~r of truth-values 

(not le11 than two) 4 • Charaoteriati .e systems of truth-table • 

~ thi1 kind we shall call ~or • AL i n the s,ns, of CArnA~, Ud 

'

t_oibido para el Congreso Cient!fico Mexicano, Septie • bre 1161 • 
• V6an• e todas las notaa al final del articulo. 

' 



42 

all others will be called ftOft-ftor • ol •a tic scftcc of Corao~•. 

or wcoily fton-ftor • ol • 

. A characteristic syste • of truth-tables • ay also be 

obtained from an arbitrary Boolean algebra by taking __ the unit, 

I, of the algebra as the s!ngle designated value•. If the 

Boolean algebra has more than two elements, the resulting 

characteristic system of truth-tables is wuakly non-normal. 

And we may obtain additional naklJ non-normal characteristic 

systems by means of homoaorph!•••• as before, taking any sys­

tem of truth-tables to which the Boolean alfebra h ho• omorphic, 

and taking the designated truth-nluea to . be those which have 
the unit of the Boolean algebra as image. 

Characteristic systems of truth-tables obtained in thia 

way are necessarily retulor 7 , in the sense that p::> q never 

has a designated truth-value when p has a designated truth­

value and q a non-designated truth-value. 

An example of such a characteristic syste • of truth­

tables is provided in Tables I, at ihe end of this paper. 

Indeed, Tables I exhibit a four-element Boolean algebra, with 

the unit, I, of the Boolean · algebra aa the deaignaied truth- · 

value. Thus they are the aimple • t example of a weakly non­

normal characteristic . system of truth-tables for the propoa­

itional calculus (or, as we shall aay bri~fly, of weakly non­

normal truth-tables for the propoai tional caloulu • J. 

Tables II and Ill provide ~za• plea of weakly non-normal 

truth-tables for the propositional calculus which are of a d1f­

fereni kind 8 , since they are non-regular. 
However, all three ezamplea, Table • I, II, and III, are 
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in a certain sense trivial, since they become normal .in the 

• ense of Carnap if (without other change) the designated truth­

values are taken to be b and I, instead of . I alone. In 

fact, in each case, a simple proof that the tables ar.e charac­

t~ristics can be obtained by first • howing that the tautologies 

are the same whether b and or I alone are taken as the · 

designated truth-values, and then observing that, when b and 

are taken as designated, the tables are normal in the senae 

of Carnap. 

Thus ~very ezamp:e so far found of a charac}eri • tic 

1y1tem of truth-tables for the propositional calculus either is 
a Boolean algebra or reduces to such under a homomorphism. It 

11 morover well known that the propositional calculus is for••l­

l y a Boolean algebra, in tne sen • e that every identic ·ally true 
Boolean equation becom~s a theorea of the propositional calcuius 

1f the varlables 1n the Boolean equation are replaced by (or _ 

reconstrued as) propositional variables, the signs for the 

Boolean complement, the Booleen product, and the Boolean sum 

are replaceQ respectively by ~he signs of negation, conjunction, 

and disjunction, the signs, O and I, for the Boolean sero 

and unit are replaced by (e.g.) p "' p and p v"' p reapectin­

ly, and the sign of equality, =, is replaced by the sign of _ 

aaterial equivalence, =· Likewise every statement or inclusion 

which is identically true for - Boolean algebras become• -~ 
theorem of the propositional calculus if the same replaeementa 

are made as just described and at the same time the aign of 

inclusion, c, is replaced by the sig~ of material implic­

ation, ::::, • 
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i'or this reasa;n it might be natural to suppose that 

every characteristic system of t~uth-tables for the propos-

' itional calculus either is a Boolean algebra (of two or more 

elements) or reduces to such under a homomorphism. 

And indeed this does follow if we assume that the truth­

table of::> is regular (in the sense already explained). for 

since 

[p • q] ::> [q • p] 

and 
[ p • q] :::> [ [ q • r J ::> [ p s r] ] 

are theorems of the propositionRl calculus and therefore 
I 

tautologies according to the given system of truth-tables, it 

follows from the regularity of the truth-table of ::> that the 

truth-table of = is symmetric and transitive. I.e., if, for 

particular truth-values of p and q, p = q has a designat­

ed va.lue, then q = p must have a designated value; and if, 

for particular trqth-values of p, q, and r, both p • q and 

q • r have designated values,then p • r must have a 

d,csignated value. The truth-values are thus divided into 

e~uivalence-classes, two truth-values x and y belonging to 

the same equivalence-class if and only if p • q has a 

designated truth-value for the values x, y of p, q. More­

over the ~qui valence-class to which the value of an expression 

P belongs will remain unchanged if the value x of one of 

tha variables, say p, is altered in such a way as to leave 

· unchanged tne equivalence-class to which x belongs as follow • 
from the regularity of the tr~th-~able of::>, together with 

the fact that 
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[p 3E q] ::> [p = Q) 

is a theorem of the propositional calculus if Q is obtained 

from P oy substituting q for p. Hence a homoaorphiaa 

• uch that two truth-values have t4e saae image if and only if 

they belong to the same equivalence-class will be a hoaoaorphi• 

of the given system of truth-table • into a Boolean algebra•. 

If, however, regularity fails in the truth-table of ::> , 

\here is the possibility of obtaining a cnaracteristic system 

of truth-tables for ~he proposi~ional calculus of sucn a sort · 

that no Boolean algebra is homomorphic to it. Suoh a character­

istic system of truth-tables we shall call strontly non-nor • ol. 

Tables IV are a rather obvious example of strongly non­

normal truth-tables for the propo • itional calculus, being ao 

constructed that . they follow the U'Bual tro-valued truth-table • 
with regard to the values O and I, and that the value of an 

expression is always h for any system of values of the propo­

sitional variables that includes the value h for any a.y• tea 

of values of the propositional variables that includes the 
I 

value h for one of the variable •, A large variety of more 

•laborate variations on this theme are evidently possible. 
Perhaps more Jnteresting as an example of .strongly non-

normal truth-tables for the propositional calculus are Tables 

V, due to Z.P. Dienes 10
• 

In order to see that Tables V are characteristic ,,f the 

propositional calculus, notice first that the usual two-valued 

truth-tables are followed in the case of th~ value • O and I~ 

and hence that no non-theorem caa be a tautology. Now for an 

expression P, consider a system S of values of it• variable• 



48 

that includes the value h for one or • ore of the •• it each 

occurence of a variable having the value h, replace the h 

by O or I, taking tbe various occurrences independently, and 

abandoning the requirement (as regards these variables) that 

the sa • e value be assigned - to different occurrences of the s1111e 

variable. If on doing this in all possible ways the value of 
p is always 0 or always 1·, then the value of p is 0 or 
I , respect! vely, for the systea s of values of its variable~; 

but otherwise the value of p is h for the system s of 

values of its variables. I.e., !ables V are so constructed that 

this will be tne case, as may readily be verified. Since h 

is a de.signated value, it follGws that e:very tautology in the 

truth-values O and - I remaiaa a tautology when thtt additional 

truth-value h is admitted. Hence every theorem of the 

propositional calculus is a tautology (in the three truth­

values, O, h, I). 
These examples are brought together here in order to 

raise the question whether exi•t othe~ strongly non-normal 

truth~tables for the propositional calculus, beyond those cited 

(together witli direct products and other obvious elabo.rations); 

or more generally, to raise the question of a survey or 

characterization in some sense of the possible strongly non­

normal truth-tables for the propositional calculus. 

Another motive is the suggestion, which was made to me 

by Paco Lagerstrom ten years or • ore ago, that use may be 

made of non-normal truth-ta;bles for the propositional calculus 

in order to extend to the functional calculi of first and 

higher orders, and other related ayatems, the method of proving 
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independence of axioms which is familiar in the case of the 

propositional calculus. 

In question at that time were only Boolean algebras, in 

the role of weakly non-normal truth-tables, And the remark 

was made in particular by Lagerstrom 11 that in my Foraulation 
, 12 h of the Sim'f)Le Theory of Ty'f)es t e independence of the axioms 

9 • ~ d 10•~ can be "!:rom axioms 1-8 an established by means of a 

comple~e non-atomic Boolean algebra. For this purpose, ax!oms 

9• are to be rewritten in the weaker form 

since the question of independence would otherwise be trivial, 

The range of the variables of type o is to be tne Boolean 

algebra in questior.; the range of the variables of type , is 

to be the natural numbers; and the range of tne variables.of 

type a~ is to be the functions from B to A, where A and 

B are the ranges of tne variables of types a and ~ 

respectively. The universal quantifier is to correspond to 

the infinite Boolean product, so that tne value of, say, (x,)M 
for _a given system of values of the free variables is 

"' n 
l•O 

t {i) ' 

where t(i) is the value of M for the value i of x,. 
In a similar fashion, the independence of the ax:Jms 

6' can be established by means of a four-element Boolean 

algebra (Tables I). The value of (x.)M is to be taken as 

in case the value of M is 

O in all other cases. 

for all values of x,, and as 
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I 

Footnotes. 

In any particular system of propositional calculus (we shall 

here, however, be concerne~ with only one such system, the 

classical propositional calculus), an expression of the 

c~lculus is called a tGutol•tY according to a particular 

system of truth-tables if, for every system of truth-values 

of its variables, the truth-value of the expression, as obtain­

ed from the truth-tables, belongs to the olau of desituted 

truth-values. And a system of truth-tables is called charGcter­

istic of a particular system of propositional calculus if the 

theorems of the propositional calculus are the same as the 
tautologies according to the tTuth-tables. 

2 For a system of truth-tables, the term "matrix" is becoming 

usual, in spite of the awkward c~nflict between tnis use of 

the •word "matrix" and the quite different use of the same word 

which was introduced in PrinciPiG NGthe • GticG. (The long­

established use of this word in algebra is of course still a 

third use.) 

3In this paper, whenever a Boolean algebra is spoken of as being 

a system of truth-tables for the propositional calculus or as 

being homomorphic to such a system of truth-tables, it is to 

be understood that negation, conjunction, and disjunction are 

represented respectively by the Boolean complement, the Boolean 

product, and the Boolean sum. The Boolean representatives of 

(material) implication and equivalence are then obtained ~y 

rewri tting . P => Cl and P = Cl as ._.p v Cl and PQ. v ~P~Cl 

respectively. 
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4 Some examples of this kind are given, .e.g., by K.Schr5ter in 

Ztntralblatt fur Kathe • atii und ihre Grenzftbiete, vol. 37 

( 1951), p. 4. 

8
This is a minor modification of the terminology of Carnap, 

who (in his For • aliaation of Lofic, Ca~bridge, Mass., 1943) 

speaks rather of normal and non-normal true interpre~ations 

where any system of truth-tables will provide an interpretation 
of the propositional calculus :, which irill be a true inbrpre-

tation if only every theorem is a tautology. 

1This was perhaps first pointed out explicitly by B.A.Bernstein 

tin a different terminology) in Bulletin of th• A• erican 

Kathe • aticaL Society, vol. 38 (1932), pp. 390 and 592. 

7We adopt this term from McKinsey and Tarski - see The Journal 

of Sy • bolic Lotic, vol. 13 (1948), p.11. 

1 Tables III are a simplified version of tables given in exercise 

19. I I of the forthcoming revised edition of the writer's 

Introduction to llathe • atical Lotic, Pad I. (The latter 

tables, unlike Tales III, are • so arranged that symmetry fails 

in the truth-table of= •) 

9 Here we make use of the fact that a Boolean algebra can be 

characterized by conditions which have exclusively the form 

of identically true equations of the algebra, together with 

the conditions that the complement, sum, and product exist 

and that there are at least two elements. (Some ofHunti: 6ton's 

systems of postulates for Boolean algebras are, for example, 

substantiallJ in this form.) Also uss is made of the fact 

that the propositional calculus is formally a Boolean algebra, 
in the sense explained above. 
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'
0 rn The Journal of Sylllbolic Lotic, vol. 14 (1949), pp. 95-97. 

The remark that these truth-tables are characteristic for 

the ~ropositional calculus, and that no Boolean algebra is 

homomorphic to them, was made by Church and Rescher, ibid., 

vol. 15 ( 1940), pp. 69-70. 

1 'rt has never been published. 

12 The Journal of Sy•bolic Lotic, vol. 5 (1940), pp. 56-68. See 

errata, ibid, vol. 8, p. iv , 

p q p :::) q pq p V q p !I! q "'P 

0 0 0 0 

0 a 0 a b 

0 b 0 b a 

0 0 I 0 
a 0 b o, a b b 

a a I a a I 
a b b 0 0 
a I a a. 

b 0 a 0 b a a 
b a a 0 I 0 

b b b b 

b b b 

·o 0 0 0 0 
a a a a 
b b b b 

I 

Table I. Designated value I. 
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p q p ::> q pq p y q p !I q "'P 

0 0 0 0 I 

0 b 0 0 

0 I 0 0 

b 0 0 0 0 0 

b b 

b 

C 0 0 0 0 
b 

I I 
Tables II. Designated value I • 

p q p ::> q pq p y q p • q "'P 

0 0 I 0 0 I I 
0 a I 0 0 I 
0 b I 0 I 0 
0 I I 0 I 0 

a 0 I 0 0 I b 

a a I a a I 

a b b 0 I 0 
a I I 0 I 0 

b 0 0 0 I 0 a . 
b a 8 0 I 0 

b b I b b I 

b I I I I I 

I 0 0 0 I 0 o· 
I 8 0 0 I 0 

f b I I I I 

I I I I I I 

Tables III. Designated value I. 
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p q p ::::>q pq pyq p sq "'P 

0 0 0 0 

0 h h h h h 

0 0 I 0 

h 0 h h h h h 

h h h h h h 

h I ~ h h h 

0 0 0 0 0 
h h h h h 

Tables IV. Desig~ated values h and I 

p q p ::::>q pq p V q p = q "'P 

0 0 0 0 

0 h 0 h h 

0 0 0 

h 0 h 0 h h h 

h h h h h h 

h I I h I h 

0 0 0 0 0 

h h h I h 

Tables V. Designated values h and I. 
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We write N for negation, M for possibility, L for 

necessity, • for strict implic .ation, = for strict equivalence. 

Some very elementary proofs are omitted, others may be 

found in Parry's fundamental paper (JS LIV, pp. 137-154), the 

theorems of Parry ~eing mentioned as •p ••• •. 

o. Definitions, and consequences. 

oo. D! Lp = NMN p 

0 I. Df Op = NM p 

02. D! Yp = NMM p 

03. Op = LN p 

04. Yp = LLN p 

05. Yp. • Op 

06. Yp = OM p 

07. Yp = LO p 

*Recibido para el Conereso Cient!fico Mexicano, Septiembre 1951. 
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I • .b:iom proper to S 3, and oonaequencea. 

10. (p .. q) .. (Kp .. llq) 

15. If X is an affir • ative modality, then 

(p .. q) .. (X p .. X q) 

16. If x' is a neiative modality, then 

2. first key-theore • for reductions, and consequences. 

20. LL p .. LLL p (P 32. 2) 
21. LL p = LLL p (P 32.21) 
22. )(I( p = I()()( p (P 32.23) 

25. y p = YK p From 02, by 22. 

26. y p = LY p From 04, by 21. 

3. Second key-theorem for reductions, and 09nsequences. 

30, 0 p .. 000 p (P 32.3) 

31. y p .. OOY p from 30 by 10 and oe. 
35. 0000 p = 00 p (P 32.31.) 

36. OOOY p = OY p From 35 by 06. 

37. Yooo p = YO p from 35 by 07. 

4. Third key-theorem for reductions, and consequences. 

40. 0 p .. OYY p (P 32, 6) 
41. YY p = YO p 

( I ) yy p .. ooYY p SI subst. 

{2) LYY p .. LOOYY p By 16 

(3) yy p .. YOYY p By 26 and 07, 

{4) YOYY p .. YO p from 40 by 16. 

(5) yy p .. YO p rrom (3) and (4). 



we can 

only. 

t hree 

(6) Yo p .. yy p 

(7) Th 

42. Yoo p = YYO p = yyy p 

43. YOOO p = YYOO p = YYYO p 

44. YOOY p = YYOY p = YYYY p 

5. Lemmas. 

51. YOYO p = YO p 

( I ) YOOO p = Yo p 

(2) Th 

511. YOYY p = yy p 

( I ) YOYOY p = YOM p 

(2) Th 

52. OYOO p. :::: OY p 

( I ) 0 p .. 000 p 

(2) OLOOO p -+ OLO p 

(3) OYOO p -+ OY p 

(4) OY p -+ OYYY p 

(5) OY p-+ OYOO 
(6) Th 

521. OYOY p = OY p 

(I) OYOOM p = OYM p 

(2) Th 

6. The reduction. 

61. L being defined 

p 

(in 00) 

= YOY p 

= YOYO p 

= YOYY p 

by me-ans 

express any proper modality by means of 

Two consecutive N 
I 

may be cancelled and 
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From 05 by 16. 

From (5) and (6). 

By 41. 

42 subst. 

42 subst. 

37. 

By 43. 

51 subst. 

By 06. 

30 • 

By 16. 

By 07. 

40 subst. 

By 42. 

From (3) and (5). 

52 subst. 

By 06 and 25. 

of M anc It, 

M and N 

as by 22 any 

consecutive M reduce to two, we can express any modality 
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by a sequence of symbols being (at most) alternatively N, and 

M or MM. We call such sequences s .i • Plified • odaliti,s. 

Simplified prope ~ modalities may be divided into 4 

types: 

Type A: beginning with N, ending with M, 
Type B: beginning with M, endbi with M, 
Type C: beginning with N, ending with N, 
Type D: beginning with M, ending with N. 

62. Now the reduction for type A modalities, it is 

clear that these may be written as sequences of 0 and y 

only. 

821. With ONE symbol 0 or y we have two 1todali ties: 

0 P, Y P• 

822, With TWO symbols O or Y wo might have four 

modalities: OOp, OY p, YO p, YY p. 

But YY p = YO p ( 41) 

Hence there remain only thr,, distinct modalities 

(three not-equivalent modalities): 00 p, OY p, YO p. 

623, We might have six distintc modalities with three 

symbols, these beginning with 00, OY 

But YOY p = YOO p 

or YO~ 

42, 

OYY p = OYO p By 41, 

Bence /ou~ modalities only are left: 000 p, OOY p, 

OYO p, Yoo p. 

624, We might have eight distirict modalities, with 

FOUR symbols , these beginning with 000, OOY, OYO, YOO. But 

modalities beginning with 000, OYO, YOO reduce to modalities 

with two symbols O or Y only. 
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0000 p = 00 p 35, 

OYOO p = OY p 52, 

YOYO p = YO p 51, 

OOOY p = OY p 36. 

OYOY p = OY p 521, 

YOYY p = yy p 511. 

And for modalities beginning with OOY: 

OOYY p = OOYO p By 41, 

symbols 

OOYOY p, 

625, The only possible distinct modalities with FIVE 
would be these beginning with OOYO, thus OOYOO p and 

But: 

OOYOO p - OOY p 

OOYOY p = OOY p 

By 52, 

By 521, 

626, Hence the distinct modalities of type A are at 
most ten: O p, Y p, 00 p, OY p, YO p, 000 p, OOY p, OYO_ p, 

Yoo p, OOYO P• 
63, Type C modalities are the type A modalities, with 

Np instead of p. Type B modalities and . type D modalities 

are the negations of type A and type e modalities respectively, 

64, le have thus 40 distin~t proper modalities, ten of 

each type, plus the two improper modalities p and, ,l p, 42 

modalities in all. 

For the proof that these modalities may not be reduced 
further (that no further strict equival~nce is provable ~etweea 

them), see Parry I.e. 

Louvain, 

September, 195 I 
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SOBRE LAS TOPOLOGIAS PARA lSPACIOS DE 
FUNCIONES CONTINUAS* 

, Rodolfo Morales Martinez ** 

X,Y l .L •y.I espacioe - topo ~gicos y el conJ unto de 

todas las funciones cont1nuas f tales que f(X) CY. 

Si {C} con CCX es una familia no vac!~ de sub­

conjuntos no vacfos y WC Y es abierto, la familia { (C, W)} 

de conjuntos de funciones f con f(C) CW formada con 

~ £ {C} y W recorriendo la claae d~ todus los conjuntos 

abiertus n6 vac!os en Y 

g!a en Yx. Cuando {C} 

define una sub-base para una topolo­

ea la familia de todos los conjun-

tos compactos en X se obtiene la topolog!a-k. En general, 

una topolog!a en Yx establecida por una familia {C} de SUR 

conjuntos de X, ae Hamara una topoloiia-{C} y se indicart 
yx ( {C}). 

En algunas topologias-{C}, en particular la topologia2-k, 

* Recibido para el Congreso Cient!fico Mexicano, Septiembre 1951. 
** Becario del Ins ti tuto Nacional de la Inveatigacion Cient£fica. 
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es sabido que: 

a) Si y es To, y:i: es To 

b) Si y es T1, Yx es T1 
c) Si y es T2, yx es T2 

En el Teorema I doy un procedimiento para obtener una 

clase amplia de topologias-{C} en que son v4lidas las proposi 

clones a), b), c). 

El resultado principal en eate trabajo estA oontenido 
( 1) 

en el Teorema II. Arens y Dugundji han encontrado que ai 

X es completamente regular y Y contiene un arco no degener~ 

do, una condicion necesaria y auficiente para que una topolo­

gJa-{C} basada en conjuntos cerrados sea mas fuert~ que cual­

quier topologia admisible en Yx es que aquella topologia sea 

propia. Tal hecho es cierto sin restricciones en X,Y o 

Haciendo referencia a los subconjuntos compactoa en 

con la topologia-k, establezco en el Teorema III 11na propiedad 

para tales conjuntos compactoa de funciones. Es sabido que si 

F C Yx(k) es compacto, entonces F(x) = U f(x) es compacto 
(2) tf• 

para todo x f X: , este r~sul tado se obtiene para todo conjunto 

compacto KC X y a· la vez se tiene una generalizaci6n, en la tQ 

pologia-k, del teorema elemental: si K es compacto y f es 

continua entonces f(K) es compacto. 

Definicion. Una familia de sub conj untos . de X , {C} se 

llama refular si para todo X f X y toda vecindad u de x, 

existe un C f {C} con X f CCU, 

En particular si {C} es una base para la topoloi1a de 

I I lArens, R.F. and Dujundji J. Topologies for functions spaces. 
Pacific Journal of Math,matios, Vol. t,No. t, p, 15, March 1951, 

12 lGale, D. Compact sets of functions · and fucctions rings. 
Proc. of tne American Maihematical Society, Vol.1,No,3, ·p,304, 
June 1950, 
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X, /C} es una familia regular; el conj unto de los puntos de 

X . es una familia regular. 

Teorema I. Si {C} es una fa•ilia re({ular , entonces 

Yx({C}) son ciertas a), b) y C) • 

DemostracH!n, Hare' ver c). Sean f,g e Yx({C}) con 

en 

f 1 g. Entonces existe un X E X tal que f ( X) 1 g(x). Como 
Y es T2 hay dos vecindades W1 (f(x)), W2 (g(x)) con 

W, n·w2 = ¢ (conjunto vac!o). Por ser f,g continuas exis­

ten vecindades de x, U, V tales que f(U) C W1, f(V)C W2, 

Tomo Un V y como {C} es regular, hay un Ce {C} con 

x e c c u n v 

f• e (C,Wi) y y 

estas vecindades (C,Wi) y son ajenas. 

Definicion, Una topolog!a s en Yx es admisible si 

la funcion h: Xx Yx(s) + Y con la regla htx,f) = f(x) 

es una funci6n continua. 

Sea Z un tercer espacio topologico. Se def1nen las 

funciones ~ y ~* de la manera siguiente: 

XxZ+Y, 

Sujetas a la condici6n [~*(z)] (x) = ~(x,z), x e X (a) Es­

to establece una correspondencia biunivoca entre las funcio-
* nes ~. ~. 

Definici6n. Una topologia t es "mAs fuerte • que la 

l 3 lFox, R.H. On topologies for functions spaces, Bulletin of 
the American Mathematical Society, Vol,51, p.429 (1945). 



SI 

topolog!a s (ambas para el mismo conju nto X) y se escribe 

t < s en el sen ti do de Alexandroff, es decir si la funcion 

identica I : X(s) • X (t) continua 
( 4) 

es . 
Definicion, Una topolog!a t en . yx es f,ropia si y 

solo si para todo espacio topologico Z, la oontinuidad de cp 

implies la continuidad de * cp • 

Teorema II. Una condicion nece s aria y suficiente Para 

que una tot>oloria t en Y% sea mas fuerte que cualquitr to­

Po l ofia admisible s es que t sea Pr oPia . 

Demostracion, 

1°. es condicion suficiente. 

Sean t una topolog!a propia y s una topologia arbi-
x X Y. Tomo Z = Y (s), Entonces la funci6n traria para 

cp:XxZ • Y con cp(x,f) = f(x) es conti~ua y por consecuen 

cia la funcio'n ,* Z • Yx(t) es tambien continua. Pero 

cp*(f(x)) = f(x) :. cp* = f. Entonces t < s, 

2°. es c.ondicio'n necesa r ia. 

Arens y Dugundji ban i ntroducido el concepto de conver­
x 

genci a continua para un conjunt .o dirigido de funciones f,. e Y , 
• y demostrado que la condicion neceaaria y suficiente para que 

una topologia 

do f,. e Yx(t) 

cia de f,. en 

t sea propia es que para todo conjunto dirigi­

la con ver gencia continua de f,.:) la convergen 

t. La demostracion de la necesidad de la con-

dicion propuesta en este teorema se basa en el resultado ante­

rior y ha sido dada, por el primero de los autores cita~ s, 
(15) 

esencialmente en • Portal motivo no repito esta parte. 

( 4 l11exandroff, P. und Hopf H., Topologie, p,62, Springer, 
Berlin, 1935, 

( 15) Arens, R,F. A topology for spaces of transformations. 
Annals of Mathematiis, Vol,47,No,3, p,484, July 1946, 



Intro las oaraoterisaoione• que bajo diferentea hipotA 

ah se ban dado para los oonj .untoa . 0011.pactoa en YJ:(k), figu-

,ra la siiuien~e: 
, ! • I 7 ! 2 l Teanse 

I' (x) = U f (x) es compacto para todo x E X 
fE, 

La afirmacion anterior ae eatableoe en forma mas aaplia 

en el siguiente: 

Teorema 3 • . En La to;oLoti•-• si KC I cs co • ~acto, 

entonces f(K) = U f(K) cs co • ~•cto c• Y, ;ar• todo sub-
tE• X 

co • junto co • ;acto re Y (k). 

Demostracion. Sean KC I un oonj :unto oompaoto arbi­

trario y {I} una cubierta _ abierta arbUraria de r .(K) • Se 

.sxtraera de {W} 

f(K) 

una subcubierta finita • 

con f E r ea oompacto y f(K) c U W 
wE{w} 

existe una subcubie-rta fin1 ta W i Cf)' WI Cf)' ••• , Wa Cf) 

Como 

en donde i ( f) con 1 = I, 2, ••• , n depe_nde de f 
IL' 

lntonces f(K)c u •!(t) = It y f e1 un punto de 
i=-1 

la vecfndad-k: (K, Wt). Cuando f reoorre r queda defi'nida 

la cubierta de r: {(K.•t> If « r>. lntonoea, para un nuaero 

• 
f C U (I, It ) 

3•1 3 

La !am.ilia <•,ct )''1Lct ,.•,ct , •••• ,,ll(t )•··· 
1. I I I 

••·•ict.>••··•"llct.)} ea una • ubfaailia de {I} y H tambUn 

una cubierta de r (K) porque Bi y « f (I), exhten f E r, 

,< • >11yera, s. B. lquicontinuoa • eta of aappini•, Annals of 
llatbematics, Vol.47, No.3, p.498, July 1946. 

(t)Gale, D. loo.cit. p~304. 
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X € K cor. y = f (x). Entonces hay un valor de j , llamemo§. 

n(tr) 

lo r tal que f € (K, Wt ) .. f ( x) = y € w = u wi(fr) r tr 
1=1 

: . y 1: W•<tr) 1: {W} en dor.de s es algun valor de i(fr), y 

F(K) es compacto. 

Instituto de Matematicas de la 

Universidad Nacional de Mexico 
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TWO THEOREMS ABOUT TRUTH FUNCTIONS* 
W. V. Quine 

1963 

The formulas of the proposiiional calculus, or the logic 

of truth functions, are built up of statement letters 'p', 'q', 

'r', ••• by applying the notations 1!'hich express the various 

truth functions: 'ii' for negation, 'pq' for conjunction, 'p v q' 

for alternation, 'p :::> q' for the conditional, 'p • q' for the 

biconditional. These various notaiions can be reduced by 

expressing some of them in terms of the others in faailiar ways. 

1 formula is called valid if it comes out true under all 

asB1gnments of truth values to tne letters, and conaiah11t if 

it comes out true under some assitnments. One formula is said 

to i •PL y another if the conditional formed fro • the two 

formulas in that order is valid: or, equivalently, if every 

aaaign • ent of truth values to letters which makes the first 

formula come out true makes the second oome out true. Two 

*Recirbido para el Coniireso Cient~flco ll~xicano, Septiembre ISmt. 
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formulas are called equi~alent if they imply each other. 

Statement letters and negations of them are oalled 

literals. ! literal or conjunction of two or more literals is 

called a funda • ental formula, provided that it contains no 

letter twice. It will be convenient simply to disregar~ order 

in a conjunction, thus treating the fundamental formulas 'pqr', 

'prq ', 'rqp ', etc. not merely as equi val en ts but as one and 

the same formula. From t .his point of .view the fundamental 

formulas which contain all and only n given statement letter• 

are just 2n in number. Given any n statment letters, listed 

in an arbitrary order a., .a.2, ••• ,-a.n, th& 2n fundamental 
formulas containing those le .tters can be liste.d exhaustively 

in a convenient standard order as follows: 

( I) 

r - , r _ , r_ _ _, 
a.1a.2. • . :a.n.-2C1n.-1an , CZ.ICL2•••"-n.•sa.n.-2a.n-1a.n , ••• , a.1a.2 ••• a.n. • 

l fundamental formula ¢ will be said to •ubsu • e a 

fundamental formula ~ (of same or less length) if ~ is 

identical (disregarding permutations, as usual) with part or 

all of ¢; hence if all the 11 terals which are conjoined to 

form ~ are among tne literals which are conjoined to form •• 

Clearly if ¢ subsumes ~ then ¢ implies ~-

Fundamental formulas and alternations of diBtinct fun­

damental formulas (distinct in the above sense which igu .res 

permutations in .conJunctions) are called nor • al formulas. There 

is a familiar routine for transforming any consistent formula 
( I ) 

into an equivalent which i .s normal • The fundamental 
( 1 lSee e.g. my lcUod• of Lotic (New York, 1950), pp. 53-58. 
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formulas where of a normal formula is an alternation will be 

called its clauses, (A normal formula which is not an altern­

ation, but rather simply a fundamental formula, counts as its 

own clause.) It is not required that all the clauses of a 

normal formula contain the same letters, nor that they all be 

of the same length. 

Order in an alternation, as in a conjunction, will be 

disregarded. Thus normal formulas will be treated not merely 

as equi~alents but as one and the same formula when they have 

the same clauses. 

There is a quick ir.plication criterion for any two 

normal formulas t and W such that f lacks negation signs: 

viz., t implies t if and only if each clause of t sub-
• 

sumes a clause of f. That such Rubsumption is sufficient in 

order that t •imply W is seen as follows. Suppose each 

clause of t subsumes, and therefore implies, a clause of W· ' 
then, sirice each clause of J implies i, each clause of t 

implies W; and accordingly t implies W. That the sub­

sumption condition is also necessary is seen as follows. Sup-
r - - - ~ pose some clause a1a2,,,a.~1~2.,,~h (m ~ O, n ~ 0) of t 

subsumes no clause of W. This is the same as suppo•ing (since 
W lacks negation signs) that every clause ~ 1 of f contains 

a letter 7 1 other than a~, ••• ,a •• If we assign truth to 

a 1 , ••• ,a. and falsity to all other letters, then 
r - - - , 

a1a2,,,a.~1~2.,.~n comes out true, (Note that the ~•s 

repeat no a's, by the definition of "fundamental formula",) 

Therefore t comes out true. On the other hand ~1 for each 

i comes out false under the described assignment of truth values, 

on account of 7 1 (for remember that W lacks negations signs); 
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so f comes out false. Therefore t does not i~ply f. 

By the lenith of a normal formula let us underatand 

simply the riumber of occurrences of letters and alternation 

signs. A formula can have several shorhst normal equivalent,, 

all equally shor~. For example, the normal formulas 

'pq v pq v pr' and 'pq v pq v qr' aro equivalent and equally 

short, and they have no shorter normal equivalent. 

An obvious expedient for shortening normal formula• 11 

that of simply deleting clauses whi~h subsume other olau1e1 

(thus exploiting the familiar equivalence of 'pq vp' to 'p'). 

Now it can be proved that this e:z:pedient always eventuate • in 

a shortest normal equivalent if the normal formula with whioh 

we begin lacks negation. Such is the content .. of tne follotrinll 

theorem, which· is one of the two from which this paper aet1 

its title. 
Theorem I. If a foravla is nor • al and lacis netat,011 

and none of its clauses svbsv • es any other~, its clav•••• tA•" 

it has no shorter normal equivalent. 

Proof. Suppose (l) that J is a normal formula laok ­

ing negation, - (ii) that no clause of ~ subsumes another 

clause of f, and (iii) that t is normal and equivalent to 

J; to prove that t is no shorter than ,. By (i) and (111) 

and the above implication criterion, ea.ch clause of t •ub­
sumes a clause of ,. Let the thus subsumed clause • of ! bt 

yi 1,.,.,Yln• Since to subsume is to imply, each clau1e of t 

implies one of 

(iii), then, 

r ., 
yi 1, ••• ,yin• hence t implies '#IV•••VY'a, 

J implies '"'Yl•V•••VYI~. Then, since 

rYI I v ••• v yi~ lacks negation {by ( i)), we can conclude fro • 

By 

the implication criterion that every clause of J sub1ume1 a 
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. r , 
clause of "11 v ••• V'Pn • By (ii), then, ' has DO clauses 

but Y,,, ••• ,'Pn• Now as!!ign truth to all letters of .,,1' for 
some i, and falsity to . all other letters. By (i), "'i lacks 
negation and hence comes out true. Therefore J comes out 

true (since truth of y,1 a11aures truth of ry,, v ... v -,,: ) • 

Therefore, by (iii), t comea out true. Hence some ciauae ¢ 
of t comes out true. On the other handscach of y,1, ••• ,y,n 

other than y,1 contains a letter otpr than those of t/,1 , by 

(ii), and hence comes out false under the given asa1gnaent. 

Therefore ¢, which comes out true, subsu•es none of y,1, ·•·•"'• 

other than y,1 , So, since every clause of. t subsume• one or 

another of y,1, ••• , Y'n• we auet oonclude that ¢ subsumes y,1 

and none of the others. !pplying this reasoning to each choice 

of i, we see that each of "11, ••• , .J,._ is subsumed by a clause 

of t which subsumes no others of t/1,, ••• ,y,._. Therefore t ,. ., 
is no shorter than y, 1v ••• v 'Pa , q. e. d. 

Preparatory to the other theorem which it is the busi-

ness of this paper to prove, Ti•. Theorem 2 below_. 'let us look 

back to the 2'11 fundamental formulas listed in (I) • The 

alternation of the first i of those formulas will be called 

(11. Clearly [2'11) is valid, and hence has 'pvp' as short-

est normal equivaient. On the other hand 

Theorem 2A If m < 2• tA,a [ml Aas as a shortest 

nor • al equivalent a f~r•ula wAicA lacls ••tation. 

Proof. For each h up to n, the first 2n-h formulas 

of (1) exhaust the ways of distributing negation signs over 

4h+r•••••4n while keeping 4 1, ••• ,4h affirmative. Clearly, 

therefore, 

(2) 
n-h ~ ~ 

(2 ] is equivalent to 4
1

,.,4h 
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After the 2n-hth formula, the series (1) repsata as fro~ the 

beginning but 1l'i th ah negated .. Thus, where I ~ i , 2•-h 

(3) [2n-h + i) is [2n-h) in alternation with [i) whh 

ah negated. 

Now let h 1, ••• , hk be, in ,,_scending order, the inte .gera such 

that 

(4) 

(They are all positive, since • < 2•; and theyare distinct. 

To find them, write m in binary notation and count the places 

to the right of each occurrence of 'l'. le.ch of h,, ••• ,hk 

is n minus one of those counts). By (4) 
[2n,h 1) in alternation with [2••h• + ••• + 

negated. But, by (3) again, c2••h• + ••• + 

[2•-h 2 ] i~ alternation with c2•-h· + ••• + 

and (3j, 
2•-hic) 

2n-hk] 

2a-hk] 

CmJ is 

with m 
hi . 

in turn h 

negated; so [ml is the 
wi~h ah 

alternation of r2•-hq, [2D-htt) tt 

[2n•h1 + ••• + 2•-hk] with and with _~h, negated, and mh, 

a.h
2 

negated. Continuing thus, we finally find that [ml h 

the alternation of [2n-h•]~ c2••h•) with a.h nefated, 

cz•-ha] with a.h, and a.h negated, ••• , anA [2~-h l with 
2 a•h 

Cih I• • • • • a.hk- I 

to ,-a. I • • ·•a.ii, • 

negated. But, by (2), [2 1
) is equivalent 

Also, by (2), c2• .. h•J is equh'alent t,-
,. , I d h · a.1 ••• ah , an ence, 

2 ' n-h equivalence, [2 2 ) 

since subatitu~ion for letter • praerves 

with a.h negated .1 a equivalent to 
I 

Continuing thus, we find Cm) r - , a, ••. a.h _,ah ah +1•·••a.h 
I I I 2 

equivalent to 
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(5) 

1 -
••• a.h - ·1cih cih + ·1•••a11. V••• ·V 4 l••• 0 11. - 1cih cih +1 

· 2 2 2 9 I I I 

Now the last two of the k clau •es of (6) are related in the 

• anner of 'pq' and 'pqr', with cih in tho role . of 'q'; 
- k- I 

and 'pq vpqr' is equivalent . by truth tabl~s to 'pq v pr•. 

Hence the occurrence of r-a:hk~ ,, in (6) can be dropped. !gain 

the last three clauses of the thus amended (6) are related in 

the manner of 'pq' ·, 'pqr', arid 'pqs', with a.h in the 
k-2 

role of 'q'; and 'pqvpqrypqs' is equivalent to 'pqvprvps'• 

Hence the .,.,two occurrences of ,-ih ., can be dropped. Contin1r 
·"' Ir•• 

ing thus, wo delete all nefative- literals fro • (6) and are 

left with 

,. 
4 h 111h .

1
+1••• 0 h._ k- I- . k- • 

But thus lacks negation. lloreover, none of its clauses aub­

aume,s any other of its clauaea; ao, by Theorem I, there is no 

aborter normal equivalent. 

Harvard Onlveraity 
July IS, 1961. 
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UN! PROPUDAD DE Li HTRICi DZ BUSIIIARR Pili 
* LOS SUBESPACIOS EN UN ESP!CIO IIETRICO !RBITR!RIO 

Enrique Valle fi.ores ** 

I. INTRODUCCION. Hausdorff( I) resolvid el probleaa de 

topologizar los subconj untos no vac -~os y acotados en un eapa­

cio metrico R, de la siguiente aanera. Si II y N son dos 

tales subconj untos de. R, la distancia {general} entre ellos '­

es ( t l, en el sentido de Hausdorff 

{ I ) Pn (M,N) = sup !xii -di 
:a:Ell 

*pecibido para el Congreso Cient!fico Mexicano, Septiembre 1951 •. 
* Becario del Ins ti tuto Nacional de la Investigaci6'n Cient!fica. 
( 1 lvease [I], ~ 28, pa.gs. 146-150. Loa nlimeroa entre parente-

( 2 l 

ais rectangulares se refieren a la Bibliograf!a, al fiaal del 
trabajo. 
Hausdorff [I) y Alexandro ff [2, pag. I 12] definen p median 
te la fronter& inferior de los numeros a que satisfacen si­
multaneamente S(M,a} N y ~{N,a) II, donde S(M,a) de- : 
signa al conjunto de loa puntos de R que distan de y me­
nos que a •. Sin embargo Busemann demuestra 6 n [3, (2. I), 
206] la equ1valencia de esta definicion con la (I).. pag. 
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donde xM designa la distancia, aegun la m~trica que ya habia 
en R, entre el punto :r. y el subconjunto M. Entoncea Pn 

( 3) 
aatisface : 

i) Pn (M,N} ~ 0, Pn (M, N) = o. 

ii) PH (M,N} = 0 eq_uivale a ii = N. 

iii} Pn (M,N} = Pu (R, II}. 

iv} Pn (M,N} + Pu (N, Q) ~ Pu (II, Q). 

El espacio resultante de los subconjuntos acotados y no 

vac!os de R, se metriza entonces ;r~;,amcnt,, del modo natural 

y usual, clasificando tales subconjuntos en clases cuyos miem­

bros disten O (segdn p~}. Graciaa a ii} este espacio de cln 

sos es el ,spacio d• Las clascs densas y acotadas, esto es el 

espacio de clases de conjuntoa acotados y !DUtuamente densos. 

Ahora bien la m6t~ica de Hausdorff induce de la manera usual 

una convergencia de cLascs densas ode conjuntos cerrados y acQ 

tados, la llamada convergencia metric&, asi: 

(2) lm. Mv = M equivat,I•) a p
8

(Mv,M} • O, 

yen (2, II, § 5, No.31 se establecen varios hechos importantes 
, 1 1' (II) sobre la comparacion entre as convergencias topo ogica y la 

metrica (2), entre tales resul tados fig ,ura: 

l 3 lpara los hechos citados aqui sobre la metrica hausdorffiana 
vease (2, II,§ 5, No.2, pags. 112-1161· 

l 4 lEn este caso M es naturalmente cerrado. 
(s)Para este concepto vease [2,i 5, No. 11. 
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(3) Si la svcuion {II.,} satisface, set1111 p
8 

la con-
. , ( el ( l 

dicicn de Cauchy , entonces M., conve, ·te to.Pclo'ticaaenle 7 • 

Ahora bien el defecto de la metrica de Hausdorff. con­

sistente en excluir los conJuntos no acotados es remediado por 

Buse111ann en [3, 1. 2) ·al introducir la distancia que llaaa • os 

dist~ncia de Bvse • ann, entre los oonjgntoi no vacios arbitra­

rios M y N de R, mediante 

(4) Pp (M,N) = sup. {lxM-xHI exp.(-px)} 
zE}I 

donde 181 p es cualquier punto (fijo) de R. Para esta ae'tri­

ca que resul ta topologlcamente independiente de la eleccion del 

punto p, valen tambien los resultados i) a iv). con p 8 re­

emplazada por Pp• Entonces ella determina en R. como la de 

H&usdorff, un es.Pacio de las closes densas de R (de miembros 

no necesariamente acotados) e induce naturalmente y como antes, 

una 

gun 
i,or 

convergencia ~n R, que liamamos convertencia • itrica 
(.) 

Pp) y que tambien results independiente del punto 

m~diQ de (2) con Pn reemplazada por Pp• 

(ae-

p. 

El propio Busemann establece resultadoa relativoa a la 

comparacion entre la convergencia topologica y la nueva conver-
, (10) 1 d gencia metrics • semejantes a os correspon ientes en el CA 

so hausdorffiano. El prop6sito del presente trabajo es compl~ 

tar esa comparacion mediante el aiguiente hecho, correapondien 

<•>Esto es, si para cada 8 > 0. existe v
0 

tal que µ, v > v
0 

impliq~e p (Mµ,M111) < 8. 
<, )Esto es, existe el l!mite topologico lt. M.,, Vease [2,pag. ·1121 
(al1a mitrica que ya exist!a en R se designa mediai~e xy. __ 
<• lsegdn se desprende de [3. (2. 10). pag. 207). 

11olcr. (3, (2.12) a (2.18) pags. 208-209)· , , 
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te de {3); 

TEOREMA. Si una succsion {M~} de conjuntos arbitra-

rios y no vac{os satisface, sefun Pp• la condicio'n de Cauchy, 

entonces {M.,} converte tot,olotica • ente. 

2. DEMOSTRACION del teorema Ii il. Sea E{O < E I) arbitra­
(12) 

ria y supongamos que a E lt Y., ; tomamos 

s = E/(1 + exp {pa+ I) < I. Si {M.,} satisface la condicion 
I 8 l t 1 de Cauchy, entooces existe un rango µ>Yo a que 

S{a,S) n Mµ no es vac!o, esto es existe cierto punto aµ/~ 

que satisfa~e aaµ < s. Si ahora es Y > Yo se tendra 

luego 

resulta 

tal que 

s exp (paµ) >aµ~" yen vista de que 

paµ, pa+ aaµ <pa+ S <pa+ I , 

aµMv < 8 exp {pa+ I). As! pues existe 

' aµav < S exp {pa+ I) y entonces 

' ' aa., ~ aaµ + aµav < 8 + 8 exp (pa+ I) = E 

' 

' a., E Mv 

' En resumen, para v > Yo existe a., tal que a., E Y., y tam-

l 1 0Esta es la natural modificaci6n de 
rema (3), que figura en (21. 

la demostraci6n al teo-

l 12l1t M., designa al l!mi te topologioo superior y 1 t Y., al 
l!mite topologico inferior de la sucesion de conjuntos M.,, 
en el sen ti do de [2, II, § 5, No. I; pag. 1111. En nuestra 
hipo'tesis, el primer l!mite puede ser vacfo y no existir 
entonces ninguna a tal; pero en tal caso tambien hay oonve~ 
gencia, hacia el conjunto vac!o. 
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bien aa; < E, esto ea para v > v 0 , S(a,E) n Yv no ea vac!a 

luego a E lt Yv y lt Yv = ll Mv, Q.E.D. 
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