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SOBRE IDEALES PRIMARIOS EN ANILLOS
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Sea o un anillo semilocal generalizado, es deoir, un
m—-anillo tal que = estd contenido en la interseccidn de to
dos los ideales m&ximos de o,

Sea 3 la completacicn de o (respecto a =), Si a =o»
un ideal en o, llamaremos extension de a al ideal a3 de
8, Si @ es un ideal en %, llamaremos contraccidn de i al
ideal 3 {)o en o.

Debido a la foérmula adf)a = o, la extension induce uns
correspondencia biunfvoca entre todos los ideales de o y sum
imdgenes en ©, siendo la contraccidn la correspondencia invmr

sa. Esta correspondencia es biunfvoca entre los conjuntos de
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ideales de o y b5 que contienen a m y @ = mi respectiva-

mente; también induce una correspondencia biunfvoca entre los
ideales primos maximos de o y todos los ideales primos maxi-
mos de ©.

Si el anillo o es local, = el ideal de las no unidades,
se sabe gue la extension induce una correspondencia biun{voca
entre los conjuntos de primarios asociados a ®m y @™ = wb
respsctivamente.

El resultado que aquif obtenemos es la generalizacicn de es-
ta propiedad para anillos semilocales generalizados.

LEMA |. Sea o un ideal de ©o y @ su extension; la con
dicidn necesaria y suficiente para que un elemento a8 de D
pertenezca a o es que A& = iig a, com &, €a a partir de
cierto rango.

Segin un teorema de 0.Zariski, la adherencia de &« en &
coincide con su extension y el lema resulta de que & estd en
dicha adherencia si y sélo si a = %32 a, con a_ € a.

LEMA 2. Dado k, entero positivo y un elemento 8 de D
existe & € o tal que a = a(mk)

Sea a = %32 a, con a_ € o; existe m tal que an—a‘emk
para toda n > m, de donde & - a_ = %32 (a, — a,) y por el le
ma |, & - a, € nk 3 = Wk,

LEMA 3. Sea q un ideal primario asociado al primo maxi-

mo p de o, Entonces si X = ile X, ¥ X, - X__, € n2  re-

sulta que X € ¢qb si y sélo si Xx, € q, donde h es un nime-
ro tal que ¢ > pb,

Como p o =, q:;mh.

Si x, € q, entonces Xy, ,X,,5,%Xy,,,... eStdn en q

(Xpey~Xy € »®c< ¢ y como x, € q, X,,, € q, etc.)y por el



lema | resulta que X e g3.

Inversamente, si X « q3 entonces X = ]51!2 Y, Son Yy, ¢ q
Para toda n > N,, y, - x, ¢ n® <q. Supongo N, 2 h. Si
n >N, x, €q porque y, €gq¢ y y, - x, €q. Pero x  x,
= (x, = x,.,) # (x . = x,_,) +o0eut (xy,,-%,); cada uno de lon
sumandos esta en =B (porque n » h) y por consiguiente
X, - X; € mh < ¢ y tomando en cuenta que X, €4 resulta que
Xy € q.

LEMA 4. Si q es un ideal primario para el ideal prime
mdximo P en © entonces § ™ q0 es primario para el drimo
mdximo PO = p en B.

Sean X = lim x_, ¥ = lim y, con x,, y, € » y tales que
X, Vo~ Xpoy Vp-, € ®% X, =X, €em® y y, -y, €n" 51
X 7e€§ yx¢g porel lema 3 x, y, €q, x, fq vorlo
tanto y, € p. Ademds y,, € p para toda n y por lo tanto
¥ e p5 = B. Como también 3e& b y Dbhe § resulta sl lema,

TEOREMA. Si o es un anillo semilocal generalisado, §
su completacidn, p un ideal primo mdximo de o y -5 sy 6a
tension, entonces existe una correspondencia biunfvoca (la ex
tensidn) entre el conjunto de ideales primarics para » en o
y el de ideuales primarios para -ﬁ en o

Fl lema 4 asegura que la imagen de un primario para §p e»
primario para % y debido a la fdrmula a5 o = a, la oo~
rrespondencia es biunivoca. Falta sdlo ver que es sobre,

Sea § un primario para P en 5. gf{lo = q es prima
rio para pfYos el cual es igual a p. Demostraremos que ¢
es la extensicn de ¢. Podemos elegir h tal que pPecgq ¥
Pk < 3. Evidentemente ¢35 §; inversamente, sea & ¢ § por
el lemr 2, existe a ¢ o tal que a=a(imb), de dopde Ba-aehdc=
ChPeq, porlocusl ae § y ae Mo =g, Por otra par
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te, a8 -aeal=adscpbiec q5 y como 8 € ¢ 93, resul-

ta que & e ¢o, es decir q&= ¢5. Por consiguiente "§-= qB.
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