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El objeto de la presente nota es dar una demomtrecidn del
teoreme de R. Arens que establece la equivalencie de una ea
tructura uniforme (la topologfa de la convergencia regular) y
la topologfa-k en t* cuando Y es un espacio uniforme (I,
pag. 489). Para tal fin, utilizo la técnica de Andre Welil usa
da en [2, pag.25] para establecer un Lema que es generaliszs
cidn de un conocido teorema sobre espacios métricos, a saber:
dos subconjuntos de un espacio métrico, ajenos uno de los ocus
les es compacto y el otro cerrado estan senarados por una dis-

tancia positiva, _
*Recibido el 9 de diciembre de 1953,
**Bocario del Instituto Nacional de la Investigacién Cient{fica.
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Sean X un conjunto no vacio, X x X su producto por si
rismo, es decir, la coleccidn de parejas ordenadas (p,0) con
p,a € X.

Si Va es un subconjunto de X x X, Vs se llamard una
relacidn. Va(p) simboliza el corjunto {ql(p,q) ¢ Vo } ¢

sea, el conjunto de todos los puntos gq € X tales que
(p,a) € Vo, y si Ac=X, Va(4) = | |Va(p).
pe€A

El conjunto formado por todas las parejas (p,q) con
P =4q es la diagonal A,

Dadas las relaciones Vo, V8 sSu producto Va Vg es el
conjunto de todas las parejas (p,r) tales que existe un
qeX y (p,q) ¢ Vs, (qr) e Va.

Se define la snverso de una relacion Va con el conjunto
-1
V., = Up.r}l(r,p) € V,} .

Sea ahora {V.} una familia de relaciones en X x X de-
finida por un conjunto de indices I = {a} sujeta a satisfa-

cer los axiomas:

I) mVa:A

II) e,Bel = yelIs>Vy VaVlg

-1
III) A todo o € I 1le corresponde un B e I 2 VgVg Va .

La familia {Va} verificando las propiedades anteriorea
se llama una estructura uniforme en el sentido de Andre Werr,
y es bien sabido que define en X wuna topologf{a tomando co-

wo vecindades los conjuntos Va(x) con a €I, x e X y que



X es entonces completamente regular (2, pag.13],

El espacio X se llama en ests caso un espacio uniforme.
Una familia amplia de espacios de este tipo es la clase de los
espacios métricos.

De los axioTas'anteriorea. por induccién y con las defini

ciones V_* = (V;)n, V2 =5 para todo a, no es diffoil de
mostrar que: a toda relacion Vs le corresponde otra Vg
tal que V;c::Va para todo entero n.

La topologia-k. Sean X, Y espacios topologicos y e
el conjunto de todas las funciones continuas que transforman s
X en Y. E1l simbolo (K,W) con Ke=X y Wc=Y indioca el
conjunto de todas las funciones f con f(K)&=W. Cuando K
recorre todos los conjuntos compactos en X y W todos los
conjuntos abiertos en Y, la familia <{(K,¥})} towada como sub-
base es la topologia-k en X,

Supongamos que Y tiene una estructura uniforme ({(Va} y
que K" es compacto en X. Se puede establecer en Yx una re
lacion (K/Va) con el criterio: (f,g) ¢ (K/Va) (£(x),g(x))a
€ Va, x € K.

Es facil demostrar que la familia <{(K/Va)} definide en
la forma anterior es una estructura uniforme para ' pussto

que es inmediato que se verifican las proposiciones:

1) (£,8) € (E/Va) para todo a € I en Y, K compacto
arbitrario en X&Ef = g.

II') L UMK, Vge=Va =D (K/Vs)e= (L/Va) N (N/Va) oon
L, M, K compactos.

ITI')  (K/Va) 2= (K/V2)



Estas propiedades, primeramente notadas por R. Arens im-

plican los axiomas I, II y III en ‘& y automdticamente *
tiene una estructura uniforme.

La topologia asi definida se llama la topologf{a de la con-
vergencia regular [}, pag.483). Se indicard con YX(U)

Lema. Si K, F<=Y con K compacto, F cerrado y
KNF = ¢ (conjunto vacfo), entonces existe una relacidn Va
en la estructura de Y tal que Va(x) NF =¢, x e K y co-
mo consecuencia Va(y) NK = ¢, y € F.
N°f“‘ En toda estructura uniforme puede tomarse siemp?e
Va = V_ para todo a E‘I sin perder generalidad [2, pag.9].

Demostracion. Para todo x € K, existe Vﬂ(,, tal que
Vaix) (x) NF =¢ ; como K es compacto hay un ndmero finito
de puntos xi,...,x, € K con K ﬁi Vﬂ(xi)(xi) = W (abier
to). Sea p € K. Existe un indice 7y y otro & con Vy(p)e=H,
Vi(p)c:‘Vy(p), Vs(p) = Vy(p). Cuando p recorre K las ve-
cindades Vs(p) forman una cubierta de K; existe entonces una

subcubierta finita

s, (Pi)oeen, Vsip,) (pn)}

n
Sea a tal que Vo= (M) YS(ri) x e Ki x e Vi) (pr)
) 1=
en donde r es algdh i.

e Va(x) e Va (Vo) (p2)) = V50 (Vi(p0) (P) = Vi(oe) (P ) W

Evidentemente tambien Va(F) N K = ¢.



TEORENA 2 (R.Areps). La tupologfa Yx(U) @8 equivnlontle
a la topolog{a-k.

Demostracion, Sea £ ¢ (K,W). Como f£(K) es compacto y
Y-WN es cerrado con f(K) N (Y-W) ¢, existe un frndice «
por el lema anterior tal que

Va(y) N(Y-W) ¢, y e £(K)
Tomo (K/Va) € U.
g € (K/Va)(f) => (g(x),f(x)) € Va, x ¢ Kedg(x) ¢ Va(f(x)),
x e K=Dg(x) e Y -W g(x) e W=xd>g ¢ (K,W) y
(K/Va) (£) = (K, W) .

Sea (K/Va) (f)eU .

Por II) y III) existen los {ndices &8,y tales que
V::Va. , Vye= v'yC:Vﬁ {2, pag.Q].

Dado x ¢ K, existe una vecindad V(x) con £(V) < Vy(f(x))

y entonces hay un numero finito de puntos x(,...,x, € K 1ta-

les que

K= V(x)) + oo + V(xy)
Hago K, = KN V(x,) que es compacto
£(K) = £(V(xg)) = Vo (£(x,)) = V(£(x,))  T(£(x,))

Entonzes f(K,) =Va(f(x,)) i=1 ..., n.
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n
Tomo U = [)(Ki» Ve(f(x;)) vecindad-k.

i=1

Sea g e U.

¥ ¢ K =px ¢ Krp, r algun velor de i =adf(x) ¢ Va(f(x,)) ¢

(£(x), £(xg)) € Ve

g e U==>g(x) e Va(f(x,)) o6 (f(x,),g(x) e Vg

{1

(2]

(£(x), g(x) e V:CV«:

g € (K/Va) y f e Ux=(K/Va) (f)
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