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[oV]

M.Morse, G.Hedlund and E.Hopf' showed thet a torus with a
Riemannian metric wiihout conjﬁgate’ﬁoints has curvature O,
so tLat the metric is euclidean. The present note shows that
this theorem is of the non-extendable type: the geodesics of
a Finsler metric on the torus without conjugate points need not
be the straight lines, and for any metric without conjugate
points there are always many essentially different metrics with the
same geodesics. In fact, there is so much arbitrariness in the
choice of the metric when the geodesics are prescribed that.the
problem to determine all of them becomes uninteresting.

However, it turns out to be reasonable to ask which curve
systems on the torus con occur as geodesics in a metric without
conjugate points. The answer to this question --in therms of
the plane as the universal covering space of the torus--~ is the

main result of the present paper.

2. Let the (x,y)-plane P be the universal covering space of

a torus with the tramslations
(1) T(m,n) : x’' =x + m, y' =y +n, mn integers

as covering transformations. A system of geodesics on the torus
without conjugate points, yields a system S of curves in P
with the following properties:
I. Eoch curve is S is o topological image
4 p(t) = (x(t), y(t)), - o0 < t <® , of the real t-axis,
such that x2(t) + y2(t) » © for t » o,

"This Theorem was proved by M.Morse and G.Hedlund-in [3] under
the additional hypothesis that there are no focal points. In
this general form it is due to E.Hopf [4]. Numbers.in brackets
refer to the references cited at the end of the paper.



II., Any two points of P lse onm exactly one curve of S.

II1., The system S goes snto stself under the traaslations

T(m,n).

IV. If a curve L of S contains q and qT(m,n) then
it contoeins all points qT(vm,vm), v = ¢ |, £ 2, ...

V. The system S satisfies the parallel axiom: for a
given curve L in S and a given point p nmot om L
there is exactly one curve sn S through p which
does not intersect L,

The main result is

TREOREM |. If a metric in the plane P has a system S
with properties I and II as geodesics and is invariant under
the translations T(m,n) then S satisfies III, IV ana V.

Conversely, if in P a system S of curves with properties
I to V is given then a metric invariant under the T(m,n) exists
for which the curves in S are the geodesics.

First the necessity of the conditions IV and V will be
proved using freely the results and concepts of [I). Each
geodesic is congruent to a euclidean straight line [I, p.79
Theorem |]. Denote by U the unit square O € x € |, 0 sy < I,
For any T = T(m,n), where not both m and n vanish, there is
a point a in U for which

aaT=minpp T

pel

where ab denotes the distance of a and b in the given
metric. If q 1is any point in P then a T' = T(m’',n’)
exists such that qo = gqT’' ¢ U. Then

288T7<€g 9 T=q 7" g T T =go T'go I'T =qq T






foints all geodesic one-gons are closed geodesics. There is

exactly one closed geodesic in a given free homotopy class
through a given point and all geodesics in the class have the

same length.

3. It is considerably more difficult to prove V. For
brevity call rationsl a line which contains two points g and
qT(m,n), (m,n) # (0,0), and hence all points qT(vm,»n). It
is easy to establish the parallel axiom for the rational lines
by showing: if L contains the points pT, p # ! and q
does not lie on L then the line L'’ oontaining the points
qT" is the only lihe through q which does not intersect L.

If this were not so, the assymptote H (see [I, Chapter
III, 41) through gq to one of the orientations, say L', ot
L would bs different from L’'. Let the limit circle A with

L' as central ray (l.c.) intersect L at P. Then AT is
the limit cirele with L' as central ray through qT-' and
T ' ([1, p.200 (d)1). It was just shown that PPT ' = aql '

On the other hamd H intersects AT ' in a point £ which is
the unique foot of q on AT ([1, p.102, Theorem 5]) and
qf = iﬁT-'. But then qu-I = qf contradicts the uniqueness of
the foot. ’

By means of a topological transformation of the torus (or
the plane) on itself we can reach that the euclidean lines
x = const., and y = const. represent geodesics. Every other
geodesic has then because of II and the validity of the parallel
exiom for the lines x = const. and y = const., a represent-
ation of the form

y:f(x)' -2 < x <®



with f!{x) either strictly increasing or strictly decreasing
and |f(x)| » » for x » ® It will be shown that for every
such line the "slope”

(2) lim £(x)

X-+1®

2xists and is’'different from O and <,

Consider first the case where L 4is a rational line throug!
the origir 2z and the point (m,n) = 2T(m,n), m # 0, n # O.
Then f(vm) = vf(m) and if wvm € x < (v+|)m then because

f(x) is monotone
[£(x) - £(vm)| < [£[(v+1)m] = £(vm)| = £(m)
hence with 6, < |

fm) lim
33

m v

A rational line L, obtained from L by the translation
T(0,x) has the equation y = f(x) + « so that L, has the
same slope as L. If L' is any line parallel to L, with the
equation y = f'(x), then L' 1lies for a suitable « between
L and L, so that L’ also has this slope.

Now let y = f(x) represent an arbitrary line. If it did
not have a slope, then m and n different from 0 would
exist such that

f(x)

lim inf — &2 K lim sup
x n

f(x)
x






is parsllel to LT(0,!), which has the equation y = f(x)+I,

the line L' must intersect LT(0,!) for some x’' > xo.
Then for a suitable » > 0. the point pT(vm,vn) T(0,1)
lies on LT(0,!) and between L' and L. The line L~
vn+ |
> u and the

vm
slope of L' cannot be smaller than the slope of L”".

through p and pT(vm,vn+l) has slope

Let u now be irrational and assume for an indirect proof
that there are two different lines L, K through p with
slope u. We may assume that p is the origin and that the

two lines have equations of the form

L:y=f(x), K:y=g(x) with g(x) > f(x) for x > 0.
Trhen for integral n > 0
(8) 0 < g(n) -~ £(n) < |

because otherwise the segment S, connecting (n,f(n)) to
(n,g(n)) would contain a point of the form (n,m) with integral
v, and the rationsl line L  through p and (n,m) would
lie between L and K. By the first part of this proof the
slope L would be smaller, and the slope of K would be
greater, than n/m. Because the distance is invariant under
the T(m,n) it follows from [I, p.!03, Theorem 6] +that a

8 >0 exists such that

g(n) - £(n) > & for n > |

For a given integral « > 3 determine the integer m;, by



(7) m, 8 >+ | > (m, - 1) 3 .

Then C:? S, contains « + | points which represent the same
point ;n the torus, or two ordinates differ by integers. We
distinguish two cases

a) There are for some « four points p, no three of
which lie on the same geodesic, A familiar argument from
elliptic funct;ons shows that the convex closure of these 4
points in terms of S would then contain a "period parallel-
ogram” Q whose sides are formed by segments of curves in S.
Since the domain bbdunded by y = £(x) and y = g(x) for
x >0 4is convex Q would lie in this domain, on the other
hand Q would contain a point equivalent to p that is of the
form (m,n) which was already seen to be impossible.

b) At least x of the « + | points lie on a geodesic g,
Then H“ is rational and has a rational slope p,. Since no
two of the « points lie on the same S, the abscisas n:
of the « points are different. Let n: < n:,|. Then
n: - nf > x -1 hence because of (7) nT/n: € | =(x=1)/m,$ |-8/4,
Since

£(x1) - £(xe2) _ £(x)) , (xe/xy) [£(x1)/x0 = £(x2)/x5]
Xy —-’xv‘, X | -xg/x.

it follows that for x, + ® and 0 < xo/x; < 6 < |

f(x £ - f
lim |) = 1ip (!l) (Xz)
| 2 X X |0 X|; — X2

b 4

where x> may, or may not, be bounded.



Hence it follows in the present case from nf/n: $ 1 -38/4

that

1.4 XK .4
_ f(ny) - £(nf) g(ne) - g(n))
iz nk - nf It ny - nof B
and therefore from (6) that also
K K K K
f(n,) - g(n)) g(ne) - £(ny)
e — = = ME — o "
K e ~ W, # De = B
On the other hand
(x=1) m%n (n; - ns_l) <£ng-n; §€m - |

and by (7)

K

min (ny - ny.,) € (m - 1)/(c -1) < 2/8 .

Therefore the denominator of the slope p, of B (if reduced)

cannot surpass 2/6. Since u 1is irrational there is an >0,

independent of «, such that |p,-ul > e. But if y = h(x)

represents HK, since the « points lie between L and K,

gng) < £(n}) h(nd) - () £(ny) - g(nf)
K K > .4 .4 =pK .4 K
n, - n, n, - n; n, - n,

which in conjunction with (8) contradicts |p,-ul > e. This
completes the proof of V.






clearly dp, ,(p,a) = d, .(q,p) and

(10) d-,n(p,q) =0 if and only if L =1L
The arbitrariness of x, yields

() d"n(p,q) + dm‘n(q,r) = d-‘n(p,r) if and only if the
line Lq lies in the closed strip bounded by LP and
L -

r

(12) d.’n(p,q) + d"n(q,r) > dn,n(p'r) if Lq does not lie

in this strip.

Let & be the difference of the ordinates of p and g
and determine the integer « by «x - | € |8] < x. Then T(0,1«)
carries LP into a line L_ for which Lq (if different from
L,) 1lies between L, and L,. Then

(13) 4.9 <dy (p,7) = &y (2020, 1)) < (I81+1)ha,

where kn,n depends only on m and n. A distance which

satisfies our requirements will be

-m-|al

- n -1 .
(14) pqa = ' d, . (p,a) Ay . 2 ;

where the prime indicates that the summation is extended over
all pairs m,n with m > 0 and all n, but such that
n/m # n'/m’ for different pairs m,n and m’,n’.

If p and q are given and have ordinate difference 3



then by (13) d_(p,q)A;:n < |8] ¢! for all m,n, so thati
'pq is always finite. (9) shows that pq is invariant under
all T(m',n’), and (I!) and (12) i{mply that pq satisfies the
trisngle inequality. pp = 0 by (20), and pq = qp > 0 for
p # ¢ follows from d_’n(p.q) dm,n(q.p) and from (10)
because for suitable m,n the lines L, and L (in the
previous notation) will be different.

Thus pq satisfies the axioms for a metric space. To see
that the curves in S are the geodesics it must be shown: that
for three different points p,q,r

(18) Pe + qr = pr if q Llies on the segment o of the
curve of S through p and r.

(18) pa + qr > pr if q does not lie on o,

If q lies on o, then for any m,n the line Lq will either
contain p and r or Lq lies between LP and L,. Hence it
follows from (10) and (1!) that (I5) holds.

If finally q does not lie on o, let L be the curve
in S through two arbitrary interior points q‘' and q" of
the segments (in the sense of S) from q to p and r
respectively. Then L separates ¢ from q. If L contains
for suitable m,n with = > 0 the points q'T(vm,vn), then
(18) follows from (12). If L does not have this property
(that is either a line x = const or not rational) thenm the
parallel axiom implies the existence of m >0 and n such
that the line L' containing the points q’'T(vm,vn) 1is so
close to L that it also separates o, and therefore p and
r from gq. Then (18) follows again from (!2).



That the aistance pq is equivalent to the euclidean
distance is easily derived from either the analytic definition
of pq or the geometric properties of S. The finite compact-

ness of pg ‘follows from its invariance under T(m',n’).

5. A few examples will conclude this paper. The construc-
tion of the distance pq in the preceding section happens to
yield a Minkowski metric if the curves in S are the euclideén
lines ax + by + ¢ = 0. This is however, accidental because
other functions d‘,n(p,q) than the area could have been used.

For instance, if p, = (x,,y,) then

pipe = [(x;-x2)? + (y|—yz)2l* + |7y . +8in2 7 y,-Tys-8in2 = yol

yields a metric for which the euclidean lines are the geodesics,
because 7y + sin2 7 y increases monotonically. Moreover, thir
metric is invariant under the T(m,n). Instead 7y + sin2 7 y
many other functions could have been used, a similarly formed
term in the x, could have been added, the euclidean distance
ocecurring in the definition of p ;p2 could have been replaced
by an arbitrary Minkowski distance. The euclidean distance can
also be modified in less obvious ways. This elucidates a point
made in the introduction: there is so much choice that the
problem to determine all metrics which belong to a given system
of curves becomes uninteresting. )

One might ask whether conditions I, II and III do not imply
either IV or V.- The example |) in [I, p.-105] shbwi that this
is not the case. '

Finally we give an example which confirmsAthe asser£1on

of the introduction that the curves of aAsysteu S satisfying



conditions I to IV need not be the straight lines. This means

the following: in general, no topological mapping of P on
another plane P’ exists under which the system S goes into
the system of the euclidean line in P'. An obviously necessary
(and actually also sufficient) condition for such a mapping to
exist is that the Theorem of Desargues holds for the curves in
S. Systems which satisfy I, II, and V but not Desargues’
Theorem are well known, but a system satisfying III and IV as
well has not come to the author’s attention.

To construct such a system S, we first define certain
functions f,(x) in the interval 0 ¢ x < !|. Put

£.(x) = x, and for integral n > |

a, x for 0<xg%

b, (x-%) + ¥a, for % <x g |

where

a,=2n-1-2, b =1+2, ¢ = & 10

n n

then f (1) = n and £/, (x) - £/(x) >0 for x £ & s0 that
foo,(x) = £,(x) increases. Morover put

fo(x) = (n+l=t) £ (x) + (t-n) £, (x) 4f n <t <n+ |
Then it is easily seen that fez(x) - ft'(x) increasas for

| < ty < t2, and that f£,(1) = t.
Now define g:(x) for all x, all t < | and all b by



g:(x) = f,(x-m) + mt + b for m< x < m + |

Since

(g::(x) - g::'(x))' = f;z(x—m) = f;l(x_m)

be b, :
the difference g, (x) - g, (x) increases for t, > t,. Hence
2 3

the two curves y = g:'(x) and y = g:2(x) intersect at most
g:%x) has slope t2 in the sense of (2).
The system S is defined as consisting of all curves
gz(x), all lines y = mx + b with m < | and the lines

const. Because (g:(x))' > | each line in S intersects

once. Morover y

-«
]

each y = g:(x) exactly once.

Through every point of the plane there is exactly one line
with a given slope (2). Hence the parallel axiom holds. It
is easily verified that two distinct points of the plane lie on
exactly (and not only at most) one curve in S.

To show that the system S has property IV it suffices to

prove the following: If g:(x') =y’ anc g:(x'+m) =y’ +n,

where m and n are integers,, then g:(x’+vm) = y' + vn.

Determine the integer k by k £ x’' < k + {. Then putting
f.(x'-k) + b =W,
y' = golx’) = W+ kt, gh(x'+m) = W + (kem)t = W + kt + n

hence t = n/m. Moreover

g:(x'fvm) =W + (k+va)t = y' + vmt = g’ + wn,






(2]

(31

(4]

foundations of Geometry. Annals of Mathematics Studies,

No. 8. Princeton 1942,

H.Busemann, Spaces with Non-Positive Curvature, Acta
Math., Vol. 80 (1949), pp.261-310.

E.Hopf, Closed surfaces without conjugate points,
Proc.Nat.Acad.Sc., Vol. 34 (1948), pp.47-6l.

M.Morse and G.Hedlund, Manifolds without conjugate points,
Trans.Am.Math.Socc., Vol. 5! (1942), pp.362-382.
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SOBRE IDEALES PRIMARIOS EN ANILLOS
SEMILOCALES GENERALIZADOS"
E. Lluis Riera y F.Recillas Jusrez™

Sea o un anillo semilocal generalizado, es deoir, un
m—-anillo tal que = estd contenido en la interseccidn de to
dos los ideales m&ximos de o,

Sea 3 la completacicn de o (respecto a =), Si a =o»
un ideal en o, llamaremos extension de a al ideal a3 de
8, Si @ es un ideal en %, llamaremos contraccidn de i al
ideal 3 {)o en o.

Debido a la foérmula adf)a = o, la extension induce uns
correspondencia biunfvoca entre todos los ideales de o y sum
imdgenes en ©, siendo la contraccidn la correspondencia invmr

sa. Esta correspondencia es biunfvoca entre los conjuntos de

*presentado ante el III Congreso Nacional de Matemdticss en
San Luis Potosf, junio de 1953. ,
**gecarios del Instituto Nac. de la Investigacidn Clent{fics.



ideales de o y b5 que contienen a m y @ = mi respectiva-

mente; también induce una correspondencia biunfvoca entre los
ideales primos maximos de o y todos los ideales primos maxi-
mos de ©.

Si el anillo o es local, = el ideal de las no unidades,
se sabe gue la extension induce una correspondencia biun{voca
entre los conjuntos de primarios asociados a ®m y @™ = wb
respsctivamente.

El resultado que aquif obtenemos es la generalizacicn de es-
ta propiedad para anillos semilocales generalizados.

LEMA |. Sea o un ideal de ©o y @ su extension; la con
dicidn necesaria y suficiente para que un elemento a8 de D
pertenezca a o es que A& = iig a, com &, €a a partir de
cierto rango.

Segin un teorema de 0.Zariski, la adherencia de &« en &
coincide con su extension y el lema resulta de que & estd en
dicha adherencia si y sélo si a = %32 a, con a_ € a.

LEMA 2. Dado k, entero positivo y un elemento 8 de D
existe & € o tal que a = a(mk)

Sea a = %32 a, con a_ € o; existe m tal que an—a‘emk
para toda n > m, de donde & - a_ = %32 (a, — a,) y por el le
ma |, & - a, € nk 3 = Wk,

LEMA 3. Sea q un ideal primario asociado al primo maxi-

mo p de o, Entonces si X = ile X, ¥ X, - X__, € n2  re-

sulta que X € ¢qb si y sélo si Xx, € q, donde h es un nime-
ro tal que ¢ > pb,

Como p o =, q:;mh.

Si x, € q, entonces Xy, ,X,,5,%Xy,,,... eStdn en q

(Xpey~Xy € »®c< ¢ y como x, € q, X,,, € q, etc.)y por el



lema | resulta que X e g3.

Inversamente, si X « q3 entonces X = ]51!2 Y, Son Yy, ¢ q
Para toda n > N,, y, - x, ¢ n® <q. Supongo N, 2 h. Si
n >N, x, €q porque y, €gq¢ y y, - x, €q. Pero x  x,
= (x, = x,.,) # (x . = x,_,) +o0eut (xy,,-%,); cada uno de lon
sumandos esta en =B (porque n » h) y por consiguiente
X, - X; € mh < ¢ y tomando en cuenta que X, €4 resulta que
Xy € q.

LEMA 4. Si q es un ideal primario para el ideal prime
mdximo P en © entonces § ™ q0 es primario para el drimo
mdximo PO = p en B.

Sean X = lim x_, ¥ = lim y, con x,, y, € » y tales que
X, Vo~ Xpoy Vp-, € ®% X, =X, €em® y y, -y, €n" 51
X 7e€§ yx¢g porel lema 3 x, y, €q, x, fq vorlo
tanto y, € p. Ademds y,, € p para toda n y por lo tanto
¥ e p5 = B. Como también 3e& b y Dbhe § resulta sl lema,

TEOREMA. Si o es un anillo semilocal generalisado, §
su completacidn, p un ideal primo mdximo de o y -5 sy 6a
tension, entonces existe una correspondencia biunfvoca (la ex
tensidn) entre el conjunto de ideales primarics para » en o
y el de ideuales primarios para -ﬁ en o

Fl lema 4 asegura que la imagen de un primario para §p e»
primario para % y debido a la fdrmula a5 o = a, la oo~
rrespondencia es biunivoca. Falta sdlo ver que es sobre,

Sea § un primario para P en 5. gf{lo = q es prima
rio para pfYos el cual es igual a p. Demostraremos que ¢
es la extensicn de ¢. Podemos elegir h tal que pPecgq ¥
Pk < 3. Evidentemente ¢35 §; inversamente, sea & ¢ § por
el lemr 2, existe a ¢ o tal que a=a(imb), de dopde Ba-aehdc=
ChPeq, porlocusl ae § y ae Mo =g, Por otra par



22

te, a8 -aeal=adscpbiec q5 y como 8 € ¢ 93, resul-

ta que & e ¢o, es decir q&= ¢5. Por consiguiente "§-= qB.
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DE LA CONVERGENCIA REGULAR Y LA TOPOLOGIA-E PARA ESPACIOS DR
TRANSFORMACIONES"

Rodolfo Morales Mart{nez™"

El objeto de la presente nota es dar una demomtrecidn del
teoreme de R. Arens que establece la equivalencie de una ea
tructura uniforme (la topologfa de la convergencia regular) y
la topologfa-k en t* cuando Y es un espacio uniforme (I,
pag. 489). Para tal fin, utilizo la técnica de Andre Welil usa
da en [2, pag.25] para establecer un Lema que es generaliszs
cidn de un conocido teorema sobre espacios métricos, a saber:
dos subconjuntos de un espacio métrico, ajenos uno de los ocus
les es compacto y el otro cerrado estan senarados por una dis-

tancia positiva, _
*Recibido el 9 de diciembre de 1953,
**Bocario del Instituto Nacional de la Investigacién Cient{fica.
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Sean X un conjunto no vacio, X x X su producto por si
rismo, es decir, la coleccidn de parejas ordenadas (p,0) con
p,a € X.

Si Va es un subconjunto de X x X, Vs se llamard una
relacidn. Va(p) simboliza el corjunto {ql(p,q) ¢ Vo } ¢

sea, el conjunto de todos los puntos gq € X tales que
(p,a) € Vo, y si Ac=X, Va(4) = | |Va(p).
pe€A

El conjunto formado por todas las parejas (p,q) con
P =4q es la diagonal A,

Dadas las relaciones Vo, V8 sSu producto Va Vg es el
conjunto de todas las parejas (p,r) tales que existe un
qeX y (p,q) ¢ Vs, (qr) e Va.

Se define la snverso de una relacion Va con el conjunto
-1
V., = Up.r}l(r,p) € V,} .

Sea ahora {V.} una familia de relaciones en X x X de-
finida por un conjunto de indices I = {a} sujeta a satisfa-

cer los axiomas:

I) mVa:A

II) e,Bel = yelIs>Vy VaVlg

-1
III) A todo o € I 1le corresponde un B e I 2 VgVg Va .

La familia {Va} verificando las propiedades anteriorea
se llama una estructura uniforme en el sentido de Andre Werr,
y es bien sabido que define en X wuna topologf{a tomando co-

wo vecindades los conjuntos Va(x) con a €I, x e X y que



X es entonces completamente regular (2, pag.13],

El espacio X se llama en ests caso un espacio uniforme.
Una familia amplia de espacios de este tipo es la clase de los
espacios métricos.

De los axioTas'anteriorea. por induccién y con las defini

ciones V_* = (V;)n, V2 =5 para todo a, no es diffoil de
mostrar que: a toda relacion Vs le corresponde otra Vg
tal que V;c::Va para todo entero n.

La topologia-k. Sean X, Y espacios topologicos y e
el conjunto de todas las funciones continuas que transforman s
X en Y. E1l simbolo (K,W) con Ke=X y Wc=Y indioca el
conjunto de todas las funciones f con f(K)&=W. Cuando K
recorre todos los conjuntos compactos en X y W todos los
conjuntos abiertos en Y, la familia <{(K,¥})} towada como sub-
base es la topologia-k en X,

Supongamos que Y tiene una estructura uniforme ({(Va} y
que K" es compacto en X. Se puede establecer en Yx una re
lacion (K/Va) con el criterio: (f,g) ¢ (K/Va) (£(x),g(x))a
€ Va, x € K.

Es facil demostrar que la familia <{(K/Va)} definide en
la forma anterior es una estructura uniforme para ' pussto

que es inmediato que se verifican las proposiciones:

1) (£,8) € (E/Va) para todo a € I en Y, K compacto
arbitrario en X&Ef = g.

II') L UMK, Vge=Va =D (K/Vs)e= (L/Va) N (N/Va) oon
L, M, K compactos.

ITI')  (K/Va) 2= (K/V2)



Estas propiedades, primeramente notadas por R. Arens im-

plican los axiomas I, II y III en ‘& y automdticamente *
tiene una estructura uniforme.

La topologia asi definida se llama la topologf{a de la con-
vergencia regular [}, pag.483). Se indicard con YX(U)

Lema. Si K, F<=Y con K compacto, F cerrado y
KNF = ¢ (conjunto vacfo), entonces existe una relacidn Va
en la estructura de Y tal que Va(x) NF =¢, x e K y co-
mo consecuencia Va(y) NK = ¢, y € F.
N°f“‘ En toda estructura uniforme puede tomarse siemp?e
Va = V_ para todo a E‘I sin perder generalidad [2, pag.9].

Demostracion. Para todo x € K, existe Vﬂ(,, tal que
Vaix) (x) NF =¢ ; como K es compacto hay un ndmero finito
de puntos xi,...,x, € K con K ﬁi Vﬂ(xi)(xi) = W (abier
to). Sea p € K. Existe un indice 7y y otro & con Vy(p)e=H,
Vi(p)c:‘Vy(p), Vs(p) = Vy(p). Cuando p recorre K las ve-
cindades Vs(p) forman una cubierta de K; existe entonces una

subcubierta finita

s, (Pi)oeen, Vsip,) (pn)}

n
Sea a tal que Vo= (M) YS(ri) x e Ki x e Vi) (pr)
) 1=
en donde r es algdh i.

e Va(x) e Va (Vo) (p2)) = V50 (Vi(p0) (P) = Vi(oe) (P ) W

Evidentemente tambien Va(F) N K = ¢.



TEORENA 2 (R.Areps). La tupologfa Yx(U) @8 equivnlontle
a la topolog{a-k.

Demostracion, Sea £ ¢ (K,W). Como f£(K) es compacto y
Y-WN es cerrado con f(K) N (Y-W) ¢, existe un frndice «
por el lema anterior tal que

Va(y) N(Y-W) ¢, y e £(K)
Tomo (K/Va) € U.
g € (K/Va)(f) => (g(x),f(x)) € Va, x ¢ Kedg(x) ¢ Va(f(x)),
x e K=Dg(x) e Y -W g(x) e W=xd>g ¢ (K,W) y
(K/Va) (£) = (K, W) .

Sea (K/Va) (f)eU .

Por II) y III) existen los {ndices &8,y tales que
V::Va. , Vye= v'yC:Vﬁ {2, pag.Q].

Dado x ¢ K, existe una vecindad V(x) con £(V) < Vy(f(x))

y entonces hay un numero finito de puntos x(,...,x, € K 1ta-

les que

K= V(x)) + oo + V(xy)
Hago K, = KN V(x,) que es compacto
£(K) = £(V(xg)) = Vo (£(x,)) = V(£(x,))  T(£(x,))

Entonzes f(K,) =Va(f(x,)) i=1 ..., n.
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n
Tomo U = [)(Ki» Ve(f(x;)) vecindad-k.

i=1

Sea g e U.

¥ ¢ K =px ¢ Krp, r algun velor de i =adf(x) ¢ Va(f(x,)) ¢

(£(x), £(xg)) € Ve

g e U==>g(x) e Va(f(x,)) o6 (f(x,),g(x) e Vg

{1

(2]

(£(x), g(x) e V:CV«:

g € (K/Va) y f e Ux=(K/Va) (f)
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THE INTRODUCTION TO THE THEORY OF ANALYTIC If'UNC‘PlONH'I
Marshall H. Stone.

A pedagogical very satisfactory approach to the study of
integration originates in the search for the primitives of a
given function - that is, for those functions having the ygiven
one as derivative., In the case of real funotions of a reasl
variable this approach has traditional advaitages which, as wo
point out here, are preserved in the consideration of complex
functions of a complex varisble, The study of the equation
(1) dv _
where f is a given continuos function of the complex variable

z with domain D, lead directly and simply to the essential

*
Received September, 1951,
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results of the Cauchy theory. The technical apparatus required
in this development is at a minimum. In the standard theory
all the preliminar labor needed to define integration along a
path is promply shown by the Cauchy integral theorem to have
been essentialy irrelevant; but here contour integreation is a
relegated to its proper place as a useful devise for computation.
Any solution of (!) has an increment along the directed segment
z,,%22 which is given by the integration of f as a function
of a real parameter for the segment. This integral exists in
agy case, since f is continuos; and its value defines a
function H(z,,2») of two complex variables on any convex part
C of D. A solution of (1) will exists if and only if H(z,z2)
is expressible as the increment of a function of one variable;

or, equivalently, if
(2) H(z1,22) + H(z2,23) + H(zs,2:) = 0 .

& sufficient condition for (2) to hold is that f have a deriva
tive, the proof proceeds, along traditional and here clearly
motivated lines, by subdivision of the triangle with vertices at
z,,%2,%3. The problem of matching local solutions of (1) to
obtain a global one presents itself here as an elementary pro-
blem of combinatorial topology. Its solution for any simply
connected open part of D contains the essence of the Cauchy
integral theorem and leads at once to this theorem and the
associated Cauchy integral formula. A familiar argument then
shows that a function wich has a derivative everywhere in an
open set is infinitely differentiable there, and is expressible
locally by mean of power series. The sufficient condition above
then appsars to be necessary as well.

Chicago University.
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OBSERVACION SOBRE UN TEOREMA DE D. BLLIS®

Enrique Valle Florea** '

I. Introduccidn. D.Ellis' obtiene el siguiente

THOREMA. Todo grupo G es (ssomorfo a) unm subprupo
del grupo de movimientos del espacio métrico de Basre formado
sobre G,
para el caso en que el gruro G sea finlito o nucerable. i
seguide se hace ver que lo hecho por Ellis no requiere esen-
cialmente limitacion pars el nimero cardinal de G y que por
consiguiente vals el teorema pars un grupo arbitrario.

2. KL espacio meétrico de Baire B(G) sobre G. Sus

*Presentado ante el III Congreso Nacional de Matematicas, ol
9 de junio de 1953.

**Becario del Instituto Nacional de la Investigacion Clentfficn

'Véase U.Ellis. On metric representation of groups. Mathematics
Magazine. Vol. 28, pp. 183-4 (1953).
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purtos son todas las sucesiones o = (a),a2,...) de elemer-
tos a, € G (naturalmente.que dos puntos se identifican si
tedas sus componentes coinciden). La distancia se define:
d(a,a)= 0 y d(a,%) = I/k si k es el primer entero para
el cual a, # b,. "Es fdcil ver que B(G) resulta espacio
métrico con esa distancia aunque G sea infinito mo numera-
ble.- - Entonces a partir de aqui la demostracion de Ellis pue
de aplicarse (y se hace figurar para que la presente nota )
quede completa).

En efecto, si ® = (by,bs,...), definase para cada

a € G la funcion
(" p(a) : B(G) » 8(G) ,

meiiante ¢(a)b = (ab,,abp,...). Entonces ¢(a) es funcion
sobre en vista de que w(a)(a-lb|,a-|b2,.;.) = b; tambien es
biunivoca puesto que de (aa;,asp,...) = (ab;,8bs,...) se
sigue a; = b, y a=b. Por dltimo es un movimiento de
8(G): si d(a,5) = |/k, entonces es k el primer entero
para el cual a a, # ab, y d(p(a)e,p(a)b) = I/k. Ahora
bien la funcion ¢:G » Movimientos de 8(G) definida medisn
te 1la regla (1) satisface ¢(b)ep(a) = ¢(ba) y de ¢(a) = @(b)
se sigue a = b; luego ella es isomorfismo en y con ello que

da el teorema demostrado.

Instituto de Matematicas de 1ls

Universidad Nacional de Mexico.



BOLETIN DK LA
Vol.X, 3,4 ; K
SOCIEDAD MATKMATICA MEXICANA

SOBRE UNA NOCION NORMAL DE LA TEOKIA D
LAS CLASES
F. Zubiets R.

En le teor{s axiomdtica de Bernays~Gédel, la nocidn
in(X) (la clase X es uniforme) se define poniendo:
n(X) = (u)(v)(w) [Cuv) eX {wvdeX:D. u - w]
Esta definicidén puede también escribirse as{:
nn(X) = (x) (y) (u) (w) [Cux) eX-{wyd eX:D(x = y,>.u = w)

lo que sugiere la idea de introducir una nocion mds genornl
(la clase X es uniforme con respecto a Y), que defino po

niendo:

An(Y,X) = (x)(y)(u) (w) [Cux) eX- <wy) eX: > ({xy) Y. . (uw) e¥)]
®Becario del Instituto Nacional de la Inveéifé}éidﬁ%C1anfinm







RESENA DEL
III CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS

Del 8 al 13 de junio del presente afio tuvo lugar en la
Ciudad de San Luis Potosi el III Congreso Nacional de Matemd
ticas, convooado por la Sociedad Matemdtica Mexicana, con el
proposito de dar a conocer los recientes progresos en las tn
vestigaciones matematicas, de promover e impulsar el interéds
por esas investigaciones y de estrechar lazos de cooperacicn
y amistad entre los intelectuales potosinos dedicados al es-
tudio de las ciencias exactas y los de otros Estados de la -
Repiblica,

4 1la sesion inaugural, efectuada en la Sala Principal
del Teatro de la Paz, concurrid el sefior Gobernador del Esta
do Don Ismael Salas quien declarc inaugurado el Congreso,.
Los sefiores licenciado Ermesto Baes Lozano, Presidente del -~
Comite Local y doctor Alfonso Ndpoles Gandara, Presidente de
la Comisidn Qrganizadora pronunciaron sendos y substanciosos
discursos. El acto estuvo amenizado por numeros musicales -
egecutados por la Banda del Estado, dirigida por el Prof Ra

mon Herndndes.

TRABAJOS

Se mencionan a cont1nuacion los trabajos originales de
investigacidn sobre matematicas puras y aplioadas, en el or-
den en que fueron presentados.

| Ejemplo en superficies ordinarias, que contradice el
enunciado de una conjetura de Birkhoff, por el Dr. A, Nepoles
Gédndara, Director del Instituto de Matemdticas de la Univer—
sidud Nacional de México.

2. Sobre los Conjuntos Compactos en Es#aczos de Funcio-
nes Continuas, por el Mat. Rodolfo Morales Martinez del Ins-
tituto de Matemeticas,
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3. Instrucciones para la resolucion de un sistema de -
ecuaciones normales, hasta de 30 ecuaciones con g0 incognitas,
por el Dr. Honorato de Castro.

4. Una formula que dd los valores de y a partir de los
cuales el Teorema de Fermat es cierto, por el Ing. Francisco
Villasefior, de la Escuela Nacional Preparatoria.

5. Presentaciones duales de grupos de nudos, por el Dr.
Guillermo Torres Diaz, del Instituto de Matemdticas,

8. Representacicn de grupos de nudos por grupos de movi-
mientos del plano, por el Dr. Guillermo Torres Diaz.

7. Metodos numericos en problemas de impacto sobre vigas
y lozas, por el Dr. Emilio Rosenblueth, del Instituto de Geo-
fisica de la Universidad Nacional de Mexico.

8. Respuestas sismicas sobre mantos blandos, por el Dr.
Emilio Rosenblueth.

9. Nota sobre el Teorema de Cayley, por el Mat. Enrique
Valle Flores del Instituto de Matemdticas.

10. Procedimiento para encontrar las formulas de la as-
tronomia de posicion por medio de dos tridngulos astronomicos,
por el Ing. Ricardo Toscano del Instituto de Geofisica.

1. Generalizacion de una wocion normal de la teoria de
las clases, por el M, en C. Francisco Zubieta Russi del Insti
tuto de Matemdticas. -

12, Extensiones de uns valuacion, por el Lic. Mario Ruig
Esparza del Instituto Tecnologico de Monterrey.

13. sobre ideales primarios en anillos semilocales gene-
raligados, por las sefiores Mat. Emilio Lluis Riera y Dr. Fe-
lix Recillas Judrez, del Instituto de Matematicas.

14, La funcion de Hilbert en anillos semilocales, por
los sefiores Dr. Felix Recillas Juarez y Mat. Emilio Lluis -
Riera. , '

{5. Relaciones en potencias reducidas iteradas, envia-
do por el Dr. Jos€ Adem, miembro del Instituto de Matematioas,
desde la Universidad de Princeton donde asctualmente esta co-
misionado. Presentado por el Dr. Roberto Vazquez Garcia.

18. Un sistera formal matemdatico, por el Dr. Harold S.
Dutton, del Instituto Tecnoldgico de Monterrey.



|7. Sobre un lema de tromotopia comtinmatoria, por el -
Dr. Pobertc Vezquez Garcfa del Instituto de Matemdticas.

18, Sobre uno corjetura de R.Vazquez, por la Sra. Profs.
Marts M. de Valle, de la Escuele Nacional Preparatories.

19. Cdlculo Proporcional y Teoria de Conjuntos, por el
Dr. Harold S. Dutton.

20, Reacciones nucleares entre particules cargadas, por
;} Dr. Marcos Moshirsky de los Institutos de Fisica y de Geo-
sica.

2l. Superficies molduras como fronteras rigidas de re-
giones de flujo, por el Dr. Bnzo Levi de la Secretaria de Rex
cursos Hidrdulicos.

Se presentaron ademds los siguientes trabajos diversos,
aue se mencionan en el orden alfabetico de sus sutores.

l. Un procedimiento matemdtico para el cdlculo del de-
sarrollo econdmico, por el Lic. Luis Aguirre Pliego.

2. Construccidn de dbacos para la determinacion de la
latitud por observacion de alturas circunmeridianas, por el
Dr. Honorato de Castro.

3. Presentacion moderna de las ecuaciones. y funciones
en dlgebra de Bachilleres, por el Dr.  Harold S. Dutton.

4. Bl cdlculo de probabilidades en una investigacion
de invalideces, por la Srita. Ana Maria Flores.:

5.° La fotogrametria estereoscdpica o de tres dimensio-
nes, por el Ing. Porfirio Garcia de Leon.

8. Kl Transformador de Laplace, por el Prof, Pedro Le-
zama y Noriega, ’

7. Valuacion de dreas en la superficie de la Tierra,
por el Ing. Carlos Martinez Becerril.:

8. La estadistica matemdtica en el control de calidad
industrial, por el Sr. Jose Nieto de Pascual. 1

9. La matemdtica en la localigacidn de la actividad
economica, por el Ing. Rodolfo Ortega Mata.

1D. Andlisis de algunos conceptos fundamentales de las
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matemdticas, por el Ing. Jose Trevifio Garc{a.

|l. Nareas producidas por los. cuerbos celestes, por el
Ing. Ricardo Toscano.

OTRAS ACTIVIDADES DEL CONGRESO

Se pronunciaron las siguientes conferencias de divulga-
cion sobre matematics moderna, en el Auditorium de la Facultad
de Leyes de la Universidad de San Luis:

!. El dlgebra moderna, por el matematico Enrique Valle
Flores.

2. La Teoria de los conjuntos, por el matematico Emilio
Lluis Riera. ‘

3. Importancia social de la estadistica matematica, por
1; sefiorita Ana Maria Flores de la Direccion General de Esta-
distica. :

Hubo ademas diversos actos sociales tales como la Sesion
solemne del H. Ayuntamiento Potosiuo declarando Huespedes de
Honor a los Delegados al III Congreso Nacional de Matemdticas
efectuada en el Salon Manuel Jose Othon del Palacio de Gobier-
no; la comida ofrecida por el C. Gobernador del Estado, en el
Cafe la Lonja; la visita al Museo Regional Potosino de Monumen
tos Coloniales, la Velada solemne en homenaje al ilustre hom—_
bre de ciencia potosino don Valentin Gama, en el Auditorium de
la Universidad de San Luis, en la cual el ingeniero Carlos Nar-
tinez Becerril pronuncio un interesante discurso sobre la vida
y obra de don Valent{n Gama y por dltimo la Sesion solemne de
clausura en la Sala Flavio F. Carlos del Teatro de la Paz, efec
tuada bajo la presidencia del sefior Gobernador del Estado, Don™
Ismael Salas.

Asistieron al Congreso, dandole realce y como invitados
de honor el Sefior doctor Nabor Carrillo Flores, Rector de la
Universidad Nacional Autonoma de Mexico, quien fungic como Prg
sidente Honorario del Congreso, y los sefiores Dr. Efren del Po
s0, Secretario General de la Universidad Nacional, maestro Ju-
lidn Carrillo, ingeniero Nariano Herndndez Barremechea y licen
ciado Jesids Silva Herzog.
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NOTAS VARIAS

En este verano de 1953 tuvimos el honor de recibir a los
siguientes distinguidos matemdticos visitantes, huespedes del
Tastituto de Matemeticas: Armand Borel, Herbert Busseman,
Solomon Lefschets, Laureut Schwors © Irving Segal cuyas activi
dades en México, que mas adelante detallamos, fueron de valor~
y provecho inestimables,

I

A ocargo del Profesor Borel estuvo un seminario sobre la
Teoria de la Estructura de lLos Grupos de Lie Compactos y tam-—
bién una serie de conferencias relativas a sus dltimes inves-
tigaciones en los espacios homogemeos de grupos de Lie com-
pactos.

II

Por segunda vez de visita en México, el distinguido god
metra H.Buwssemann de la Universidad de California dio unas -~
conferencias sobre los prodlemas actuales de la geometria in-
trinseca de los espacios de Finsler.

II1

Como ez ya costumbre de varios afios, el célebre matems-
tico,S.Lefschetz nos honrd con su visita la que fu€ aprovecha
da para dirigir un seminario esta vexz sobre Geometria Algebrai
-¢ca. Ccaunicamos que.a partir de 1954 la Universided Nacional~
Auténoma de Mexico, en especial la Facultad de Ciencias y el
Instituto de Matematicas se benefician con la estancia defini-
tiva del Profesor Lefschets ya que es bien conocide su influen
cia internacional en el campo de la investigacion matematioca ¥y
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actividades afines y el impulso que dic & estas en el Institusr
to de Estudios Avanzados de 1la Universidad de Princeton, al -
cual deja de pertenecer.

L.a Sociedad Matematica Mexicana felicita a las autorida-
des universitarias de las instituciones citadas, por su valio-
sa adquisicion y a la vez hace wotos por el mejoramiento de -
nuestro medio matemdtico que se dejara sentir en poco tiempo.

v

El Profesor lasrent Schwars expuso en un seminario espe-
cial su teoria de las distribuciones cuyo valor le hizo mere-
cer un premio en el Congreso Internacional de Matematicas -
efectuado en Boston, EE.UU. en 1950. El notable analista fran
cés dictd tambien algunas conferencias abarcando temas de ac-
tualidad como el problema de Cousin em variedades diferencia-
bles, espacios topologicos vectoriales, eotc.

v

El Profesor Segal de la Universidad de Chicago sostuvo -
un seminario sobre variedades diferenciasbles y unas conferen-
cias en relacion con la teoriac de los grupos topologicos. - En
esta ultima especialidad el sustentante es autoridad interna-
cionalmente reconocida.

VI.

Continda comisionado el Dr. Jose Adem por el Instituto
de Matematicas en la Universidad de Princeton en donde ha rea-
lizado valiosas investigaciones sobre Topologia Algebraica.
Sus artfculos relativos a las potencias reducidas de Steenrod
y otros mas han mérecido su publicacicdn en el Boletin de 1la
Academia Nacional de Ciencias del vecino pafs del norte. Pa-
ra su conocimiento entre nuesiros consocios, tales articulas
se presentan en nuestiro Bolet{n.

VII

En la primavera regreso de los Estados Unidos nuestro
consocio el Dr. Julian Adem quien permanecio aproximadamente
un afio en la Universidad de Brown, en donde realizo” investi-
gaciones en el campo de la matema&tica aplicada., Anteriormen-



te ya habie estado nuestro compailero Adem en aquella Univer-
sidad con motivo de la adquisicidn de su grado doctoral.

VIII

Igualmente, comisionado por el Instituto de Matematicas,
el consocio Humberto Cdrdenss permanece todavi{a en la Universi
dad de Princeton en donde investiga sobre la Teorfa ds FHomolo=
¢fa de Grupos.

IX

Disfrutando de una beca, otorgada por la Universidad Na
cional Autdnoma, el compafiero Emilio Lluis Riera permanecera
algunos meses en la Universidad de Clermont-Ferrand para inves
tigar en problemas de Geometria Algebraica en unidn con el ma
temdtico franocds Pierre Samuel, -

X

Desde septiembre del presente afo, nuestra consocia la
Sra, Narta Nejsa de Valle salic a la Universidad de Kansas a
investigar en los espacios de Hilbert en colaboracion con el
Profesor Aronzajn. La Sra, de Valle goza de becas concedidan
por aquella institucion y el Instituto Internacional de Eduoa
ecidn. N

XI

Nuestro compafiero el Dr. Narcos Woshinsky investigador
de los Institutos de F{sica y de Geoffsica, salio” recientemen-
te a Francia para investigar en algunos problemas de matemati-
cas aplicadas en el Instituto Heanri Poincare.

XII

Becado por el Gobierno de Francia, permanecerd en aquel
pais, el Dyr. Felix Recillas Judrez los dltimos meses de (953
y los primeros de 1954 para investigar en la topologia de los
grupos de Lie. El Dr. Recillas dividird su tiempo entre el
Instituto HBenri Poincare en la Universidad de Parfs y el Inati
tuto Elie Cartan en la Universidad de Nancy.
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XIII

En abril pasado regreso de la Universidad de Princeton
nuesiro consocio el Dr. Guillermo Torres Diaz., El tiempo de
su permanencie en el exterior lo utilizo en investigar sobre
algunos problemas de la Teoria de los Nudos en comunicacion
mutua con algunos especislistas muy principalmente con el -
Prof, Ralph H. Fox. El Dr. Torres es conocido en el mundo ma
temdtico por sus recientes artfculos publicados en la presti-
giada reviste Annals of Mathematics de la cual es colaborador.

XIV

Desde septiembre del presente afio salic el Dr Roberto
Vazquez Garcia a la Universidad de Princeton a investigar en
los problemas actuales de la Topologia Algebraica en unidn con
el topdlogo eminente N.F.Steenrod. El Dr. Vazquez aprovecha-
rd su estancia, de aproximadamente un afio, para impartir un
curso de Matematicas en aquella Universidad con su caracter
de profesor visitante, cargo con el que ha sido distinguido.

XV

En junio del presente afio tuvo lugar la eleccicn de la
Mesa Directiva de nuestra Sociedad, correspondiente al bienio
1953-1955 yla cual quedd integrada de la manera siguiente:

Presidente: Dr. Roberto Vazquez Garefa.

Vice-Presidente: Dr. Guillermo Torres Diaz.

Secretario: Mat. Enrique Valle Flores.
Tesorero: C.P.T. Miguel Mier Viesca.
Srio.de Actas: Mat. Rodolfo Morales Martinez.
Vocal: Ing. Esteban Minor.

Vocal: Prof. Anselmo Chargoy.



ERRATA DEL VOL, X Nos. |,2.

P. 17, rengldn 90 | dice "una transformacidn del Toro” debe
decir *una transformacichn Topoldgica del Toro”

P.!7, rengldn 3° ¢ dice * f(vm) = vF(m) " debe decir
“ f(vm) = vf(m)"*

p. |18, renglon 3° % despu€s de “Si u es irracional insertar
la siguiente llamada.2.31 pie de pédgina,

’E1 argumento que sigue se aplica también 8 v =0 o

p. 19, rengloh 5° § dice " i > 1* debe decir "1 » 1*

m
.

p.20, renglon 12° § dice "el entero m", debe decir "el ente-

ro m,
P-20, fdrmula (7) debe ser

m, & ¥k + ...

p.21, renglon 11° 4 desbe decir n'/ng & | — ...

p.22, formula & la mitad de la pagina debe ser "...p, >..."

p.22, renglon 13° ¢ despu€s de Teorems 1 insetar la siguionto
1lamada® al pie de psgina.
3La idea de la demostracioh siguiente se tomo de una -
demostracidn semejante en [, Cep. III, § 3]. Allf po
drd el lector encontrar los detalles que pudo perder
en la discusion presente,

p.24, renglon 8°¢ debe ser "da,a(p,a) = du,a(p,a)"

P 27, renglon 9° t debe ser para m & x & m+l
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p.27,

p.43,
r.44,

P. 44,

p. 45,

p. 45,

p. 486,
p.47,

renglon 7° ¢ dice ’se cortan mas una”, debe decir "se
cortan cuando mas una”. ‘

lines 4-5. For “characteristics” read "characteristic”
line 9 from the bottom. After the work "two” insert
"different”

line 3 from the bottom. After the word "belongs"’
insert a dash,

line 8. For "into” read "on to”.

lines 16~19, Delete one of the repetitions of the
phrase "for any system of values of the propositional
variables that includes the value h.”*

line 18. After the word “whether” insert “there”
line 10. After (3't¢(°‘) and before the dot, insert
the quantifiers (£ ,)(x,).





