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I. Introduccion.

Sea K uncampoy o un ideal homogéneo del anillo de polinomios -
K[X4,e., Xn]. Si §(r,a) es el espacio vectorial sobre K de las formas de -
grado r contenidasen & y H(r) el de todas las formas de grado r, enton-
ces se define la funcién de Hilbert del ideal a como

X(r,) = dim, () - dim, Flr. @) -

D.G.Northcott en [2] generaliza el concepto de funcién de Hilbert a ani-
llos locales. En el presente trabajo se extiende este concepto al caso de anillos
semilocales y se demuestran algunas propiedades fundamentales de dicha funcidn.

2, Definicién de la funcién de Hilbert.

Sea o un anillo semilocal y Py, los ideales primos méximos de -
o, Formemos los anillos de cocientes de o conrespectoa P, o, = Ei en
el sentidode [1], (1< i< h) los cuales coinciden con los anillos de cocientes

con respecto a bi cuando 0 — bi no tienen divisores de cero.



Los anillos 'B'i son anillos locales, siendo P, = b, 0, los ideales ' mé
ximos de las no unidades. Si q; es un ideal primario para ., D.G.Northcott,
[2], define la funcién de Hilbert de un ideal '(‘i' de ’Ki respecto a 'c\ii me-

diante la férmula:
Y08 = dimy (F/FH) - dimy (&0 /(F0F)

donde A, = 'B'i /"\i. y por dim, se entiende la longitud de una serie de com-
i
posicién de A -submédulos propios para los A,.-médulos respectivos. En [2] se

demuestra que
X )= dimy (B, +W/EAED O

En este caso, ('(\ii + ?f;' ) (Ei + ?ﬂ“) es un anillo de Artin* y si en-
tendemos por dimensién de un anillo de Artin R el nimero n de términos de -

una serie de composicién de ideales:

R D€ Dlaes 3°"=(o) ’

entonces en la férmula (1) podemos omitir el indice A, en dimAi ya que ambos
conceptos coinciden.

Sean ahora q1meey ideales primarios para b',...,bh respectivamen-
tey sea a un ideal arbitrariode 0. Sea h' talque a Chsix h')
y af p,(h* +1< i< h). Entonces definimos la funcién de Hilbert de a
respecto a 4 ...,q,, mediante la férmula

’

h
XA . A~
Y= 2, 500

*E sto se debe a que en el anillo semilocal D/a el ideal a+ q/a. es un ideal de de-
finicién de la topologia de n/q y por consiguiente el anillo (n/a) /( at q/CO=

=0/(a+q) esde Artin.



donde a'is a’ﬁ'i y a" = qi’E, (primario para 'sl)'
Si hacemos la convencién de que X ';.(r,?fi) =0, comopara h'+1<i<h

se tiene que a'B’I = 3" , podemos escribir la definicién mediante la férmula

p o (ra)= Z X% (r,3))
! q '
Resulta inmediato de la definicién y de un resultado de P.Samuvel [3], quepara r

suficientemente grande, Xqi ’"'qh(r, a) es un polinomio en r.

3. Algunas propiedades de la funcién de Hilbert.
Teorema 1. Sea © la completacién del anillo semilocal o, Gaeeerqy,
ideales para los primos méximos D1 »...p, de b, W sins ’Eh sus extensiones

en 0, o unidealde B y G suextensién. Entonces

MG~ Xig, g 0% >

(Sabemos que la extensién induce una correspondencia biunivoca entre el conjunto
de ideales primarios para los primos méximos de o y el de primarios para los -
primos méximos de 0 , Bol.Soc.Mat.Mex., 1953).

Con las notaciones anteriores, tenemos, segin la definicién

h
- X~ 3.
X ,--.,q..("“) 21 3, (r,a;)

h' ~
X— P — - X;:,_ -2
q""""h(r'a) ;E 1 ‘h("a'i)

(la h' es lamismaen los dos casos) y por lo tanto bastard demostrar que

X';i(r,ai)= X;i (ra), 1<ish’ .

> ~
Pero segin [2], si o, designa la completacién del anillo local 5, y ?{i,

?l son las extensiones a este anillo de los ideales '(\ii y 'c\fi respectivamen-



te, se tiene

X'\.a. (rr’ai) = x_q-i(rlﬁ‘) ’

y por consiguiente basta comprobar la igualdad
¥ Y K s
3, 05) = X5 08)

la cual se sigue inmediatamente del lema siguiente:

LEMA 1. Los anillos 3‘, y %' son isomorfos y bajo el isomorfismo na
tural al ideal ?f.i le corresponde el ideal %i'

Se sabe (ver [1], pag. 96) que 'Ki g €, donde €, esun idomgotenfe .
de D asociado a —5‘. Andélogamente (con la misma ei) se tiene F... 'o_ei = —Eei
lo cual demuestra la primera parte. Bajo la correspondencia natural del primer iso-
morfismo, al ideal '&'i de B'i le corresponde el ideal _Eei ie Eei~ (aclarando
las notaciones, a (C n,Na".'i = a?)'l .

segundo isomorfismo, a '&i le corresponde también Ee_i’ de donde bajo la co-_

@45, &=70,5,, a,=a0,). Enel

rrespondencia inducida por el isomorfismo natural entre '\ﬁi y B-i , al ideal ?ii
le corresponde el ideal a ..

Seaghora a unidealde Dy o' =0/a. Si b es unideal arbitra-
riode 0, designaremos con b’ elideal b+ a/a de 5'. Asi, a’ de-
signard el ideal cero de 5 '. Con estas notaciones podemos demostrar el siguien-
te teorema:

TEOREMA 2. Sea o wun anillo semilocal, Pji...,p,, los ideales maxi-
mosde O y ;. Sea a unidealde © y h' talque o Ch,(1<i<h’)
y af P, (h* +1< i< h). Entonces

(ra)= X (r,a")
Xq“"'qh q'l,...,q;‘:

Con las notaciones convenidas tenemos, por definicién,

XQ1»--H;,("Q)= ;%: Xqi(r,ai)



e
X ’ (r,a') = Z

X ., ((a))
GameeQp i=1 (q"),

Asi pues, bastard demostrar que
X?i(r,zi) = X('&'l )I(I’,(&' ),) .

Pero como ?)'i es local y el ideal a'i estd contenido en el ideal de las no uni-

dodes de 'B'i, se tiene, [2],
X'Ei(rl'a:i) = x(a‘i )' ('l(a'li) ')
Por consiguiente basta comprobar la igualdad
o (a“ ):(r:(a‘;) ; ) = XG' )i(':(a"' )i ) '

la cual es una consecuencia de la correspondencia entre ideales inducida por el

isomorfismo natural entre los anillos

@)= npi /‘anp.

y (K')i = (n/a)(b/a.) .

Ahora daremos una propiedad que indica que la funcién de Hilbert de un
ideal @ conrespectoa 4y »..,q, nodepende mds que de la interseccion T
de qy »e..q;, el cual es un ideal de definicion de la topologia del anillo semi-
local »o.

Recordamos que si T es un ideal de definicién de 0, entonces o/%
es un anillo de Artin ([3], pag.7), y por lo tanto podemos hablar de la dimensién
de este anillo de Artin o de un subanillo de él.

TEOREMA 3. Sea 1 un anillo semilocal, a un idealde b5, g, oe Ay,
ideales primarios asociados a los ideales mdximos Py ... p, de o y
t= g:N N 9y Entonces



X = di f' r+1
qp...,qh(fla) dim (E* +@)/(2""" + q .
Por los teoremas 1y 2 podemos suponer que © es un anillo semilocal

completo y que a = (0). Asi pues, demostramos que

X = di r r+1
q1,--.,qh(":(°)) =dim T/ T y

Segin la definicién, (r,(0)) = = Xq. (r,(0)) y como los anillos 'Ki

X
G mer sy,
son locales, se tiene, [2],

X’ai(r,(c»)) = dim §1/ 47" = dim T ’&‘:*H

y por consiguiente bastard demostrar que

dim B/ 841§ dim g/ 5T
i=1 T

lo cual serd@ consecuencia de los dos lemas que a continuacién se demostrardn.
_ _ LEMA2, Elanille Et'/ £'*1 es isomorfo a la suma directa de anillos
arartl (- B0y A28 |
q, /q1 tootqy /et
(Observamos aqui que todos estos anillos son anillos de Artin).

Por ser b semilocal completo, sabemos [1] que es isomorfo a lo suma

directa
~ =
D D

D = 1+oco+

h

- . .7 £\ .
Si a, es el homomorfismo proyecciénde © sobre 5, y ¢ wn ideal de o,

entonces_ai(c) = c?)". . Ahora bien, como q; 74 bi (j /i), entonces - -

ai(qi) - ?Si. Por otro lado, ai(q:) - '&: , Y por consiguiente

a (8= a(q’ - q)= a,(qh) . a,(q}) = %: .



De aqui tenemos
P~ o~y ~.
= gt tq]

donde la suma es directay r un entero arbitrario. Esto demuestra ya el lema,
puesto que

TS (G bl %A &

~

R el TR IO e

LEMA3. §i Ay..A, son anillos de Artin, entonces su suma directa
A= Ai* ..t A esunanillode Artin y

dim A = g dim Ai

i=1

Sea d, = dim A. Entonces existen series de composicion de ideales:
A; DAL D Ai2 D) Aidi = (0) .
Formemos la siguiente cadena de ideales para  A:
Au by bt Ry By Hout B ¥R, Ty FouF B, VR T
DALt AL * Ahdh =Artet AL Do DAL DAgg Duee D Ay =(0)
Esta cadena es de longitud dy tdo t .0 dh'

Bastara pues demostrar que es una serie de composicion.

. Consideremos un factor arbitrario

ihe

(Aot AL+ A/ (A ot A HA, L)



= Aii / Aaiﬁ(Al B ¥ By * Ai,;-1) = Aii/ Ai,i-i
los cuales son anillos sin ideales propios por ser
AL DAL DA, D DAy

series de composicion.
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