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l. lntrocluccion. 

Sea K un campo y a.. un ideal homogéneo del anillo de polinomios 

K [X 11 ••• , X11].. Si Ij (r,a) es el espacio wctorial sobre K de las formas de • 

s,ado r contenidas en Q. y .fj(r) el de todas las formas de grado r, enton-

ces se define la función de Hilbert del ideal A como 

X(r,G) = dimK ij(r) - dimK ~(r,a) • 

D.G.Northcott en (2] generaliza el concepto de. función de Hilbert a ani-
llos locales. En el presente troba¡o se extiende este concepto al coso de anillos 
semilocales y se demuestran algunas propiedades fundamentales de dicha función. 

2. Delinición de la lunción de HilNrt. 
Sea .o · un anillo semilocal y Pi-•,~ los ideales primos máximos de -

Q. For~mos los anillos de cocientes de .o con respecto a tl¡, º\)¡ = o'1 en 
el sentido de [ 1]. (1 i h) los cuales coinciden con los aniJlos de cocientes 

con respecto a P¡ cuando .o - P, no tienen divisores de cero. 
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Los anillos O¡ son anillos locales, siendo P;= J:>1 G 1 los ideales ·m~ 

ximos de las no unidades. Si q i es un ideal primario para 

[2] , define la función de Hilbert de un ideal CL. de o. 
' 1 

P;, D.G.Northcott, 
~ respecto a q i me-

diante la fórmula: 

donde A¡= ñ'i / (t¡ y por dimA. se entiende la longitud de una serie de com-
• posición de A¡-submódulos propios para .los A¡-módulos respectivos. En [2] se 

demuestro que 

X ( ~ )· d· e~ ~,)/(~ "'r+1) r, Q.. • 1mA Q. . + q. Q.. + q. 
, • 1 • 1 f I f • 

1 ' 

(1) 

En este caso, {"" + "'r) / e~ + "'r+1) Q.. "' • Q.. h, 1 , 1 f , 1 es un anillo de Artín* y si en-

tende-"'1os por dimensión de un anillo de Artín R el número n de términos de -

una serie de composición de ideales: 

R ) c1 ) ••• ) en = (0) 

entonces en la fórmula (1) podemos omiti r .el índice A¡ 

concep t os coinciden. 

en dimA. 
1 

ya que ambos 

Sean ahora q-1 .,. •• . ,q h ideales primarios para 131, ••• , ph respectivamen-

te y sea a. un ideal arbitrario de 1),, Seo h' tal que a. ( l> ¡(1 i " h') 

y a. e: p. (h' + 1 i h). Entonces definimos la función de Hil&ert de a. 
' res pecto o q-1 .,. •• ~cr h , mediante la fórmula . 

h' 
¿ X~q_(r , a.¡) , 

i = 1 1 

* E •to se debe o que en el an i llo semi local o/ a. el ideal Q. + q/ a. es un ideal de de-
flnl ción de I a topolog í o de Jl / O, y por consiguiente el ani llo ( Jl / a.) / ( Q. + q/ Q) = 

• o/ ( a.+ q) es de Art ín. 
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donde 4¡ = a'.i\'i y q¡ = q i o¡ (prh;.ario para ?¡)• 
Si hacemos la convención de que X q.(r)>) == O, como para h' +1 ¡ h ~ 1 •• tien~ que a.o 1 = .o¡ , podemos escribir fo definición mediante la fórmula 

Resulta inmediato de la definición y de un resultado de P.Samuel [3], que para r 
suficientemente grande, X h q (r, a.) es un poi inomio en r. ,1 ,. •• , h 

3. Algunas propiedades de la función de Hilbert. 

Teorema 1. Sea -:O la complefación del anillo semi/ocal .o, <h,•••, q h 

Ideales para los primos máximos ?1 ,. •• ~h de .o, <h ,. •• ,qh sus •tensiones . 

en .o, a. un ideal de .1) y et su extensión. Entonces 

Xq tt (r ,., - X- - (r CÍ) • , ••• , ,h ,..., - h . ñ ' ,1 ,. •• .,...,h 

(Sabemos que la extensión induce una correspondencia biunívoca entre el conjunto 

de ideales primarios para los primos máximos de .o y el de prim~rios para los -
primos máximos de ii', Bol.Soc.Mat.MexJI, 1953). 

Con las notaciones anteriores, tenemos, según la definición 

h' 
X (r,a.)= L X~ (r,a . .) 'l1 ,. •• ,qh . i =1 ,¡ 1 

h' ~ X - X"' -q A (r,a.} = ·q (r,a..) 
1 ., ... . ,, h i = 1 ¡ 1 

(la h' es la misma en los dos casos) y por lo tanto bastará demostrar que 

~ X~ ~) X~ -h (r,a.. = h (r,a..) , ,¡ 1 ,¡ 1 
l~i~h'. 

Pero según [2]. si .o¡ designa la completación del anillo local ~ ~ .o¡ y G.¡, 

"" 41 son las extensiones a este anillo de los ideales "' Q.. 
1 

respectivamen -



te, se tiene 

~ -( ~) X- ~ X~ r,o.. = ,. (r,a.i) 
q 1 ,. 

• 1 
1 

y por consiguiente basta comprobar la igualdad 

la cual se sigue inmediatamente del lema siguiente: - ~ 
LEMA !:_ Los anillos :01 y ni ~on isomorfos y bajo el isomorfismo n~ 

tural al ideal et. le corresponde el ideal o. .• 
1 - 1 

Se sabe (ver [ 1], pag. 96) que o.~ a€., donde €. es un idempotente -
. 1 1 1 ~ _ 

de .o asociado a· ~.. Análogamente (con la misma E.) se tiene .0
11
•• .08. = o E. 

1"1 1 1 1 

lo cual demuestra la primera parte. Bajo la correspondencia natural del primer iso-

morfismo, al ideal cí. de ñ. le corresponde e_l ideal a.E. de .oe. (aclarando 
1 1 - 1 "v ·~ 

las notaciones, a. ( .o., a.= a.:O,. O.= a..o., ci. = a. Íl., cí."" io. ) . . En el 
I'\, 1 1 1 1 1 1 

segundo isomorfismo, a a.¡ le corresponde también a.:i, de d~de bajo la co-_ 

rrespondencia inducida por el isomorfismo natural entre ~. y o. , al ideal 4. ~ 1 1 1 

le corresponde el ideal a¡• 
Sea ahora a. un ideal de .o y .o ' = .o / a.. Si 

el ideal b + o./ o. de 
i> es un ideal arbitra-

rio de .o, des ignoremos con b' .o '. Así, o., de-
signará el ideal cero de .o'. Con estas notaciones podemos demostrar el siguien-

te teorema: 

TEOREMA 2. Sea .o un anillo ••miloca/, 

mos de .o y cri. Sea a. un ·ideal de .o y h' 
y a. [ P¡ (h' + 1 i h). Entonces 

P 1,-•• ,p h los ideales máxl-

tal que o. C p ¡ ( 1 i h ' ) 

X (r,o.) = X , , (r,a.') 
Cb ,. •• ,et h q 1.,. .. ,Cf h' 

Con las notaciones convenidas tenemos, por definición, 
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X , , (r,o.') = 
Ch,-•• ·Ah' 

Así pues, bastará demostrar que 

~ Pero como .1) ¡ es local y el ideal ~ a.. está contenido en el ideal de las no uni• 
1 

clodes de o., se tiene, (2], 
1 

Por consiguiente basta comprobar la igualdad 

x(q.)'(r,(~)')= Xrq, )¡(r,(~') 1) 
1 

la cual es una consecuencia de la correspondencia entre •ideales inducida por el 

i1omorfismo natwal entre los anillos 

Ahora daremos una propiedad que indica que la función de Hilbert de un 
idea I a. con respecto a (t1 ,. •• ,q h no depend~ _ más que de 'la intersección l 
de <h ,. .. ,qh, el cual es un ideal c?e d~finición de la topología del anillo semi· 
local o. 

Recordamos que si ? es un ideal de definición de .o, entonces .o/ f 
es un anillo de Artín ( [3], pag.7), y por lo tanto podemos hablar de la dimensión 
de este anillo de Artín o de un subanillo de él. 

TEOREMA 3. Sea .o un •illo semilocal, a. un ideal de .o, cri .,. •• At-
ldeales pri,,..io• asociados a los Ideales máximos p1 .,. •• . ~h de .o y 

1 -= ci1n •••rl 'lh• Entonces 
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x q i1 (r,O, = dim (t' + a)/ (l~r+l + a) • 
1,. •• , , h 

Por los teoremas 1 y 2 podemos suponer que o es un anillo semilocal 

completo y que a = (o). Así pues, demostramos que 

X q q (r,(o)) = dim f r / tr+l • 
1 ,. •• , h 

Según la definición , X ñ q (r,{o)) = 2 X ñi (r,(o)) y como los anillos , 1,.••, h , 
son locales, se tiene, [2] , 

"' o. 
1 

X ( { )) d. "'-'r "'-'r +1 d "'-', "'-'r+ l ~ r h I q ,·m q¡I q 1 q , o = rm , . . = 
· 1 1 1 

y por consiguiente bastará demost rar que 

lo c ual será consecuencia de los dos lemas · que a continuación se demostrarán. 

LEMA 2. El anillo l ' / f r+1 es isomorlo o lo sumo directa de anillos 'lf: 1?;+1 + .•• + 4V~t l • 

{Observarnos aquí que todos es.tos anillos son anillos de Art ín). 

Por ser .o semi local completo, sabemos [ 1] que es isomorfo a la suma 

directa 

"' ~ .0= 0 1+ ••• +.o h. 

Si a. es el homomorfismo proyección de 
1 -

~ .o sobre .o. y e un ide al! de .o, 
1 • 

entonces a.( e) :: e o .. 
- 1 

Ahora bien, como q~ (/_ p. (j / i), entonces 
- 1 1 

a..(q-.) = o.. Por otro lado , 
1 1 ' 

a .(q~) = q~ , y por co nsiguiente 
1 1 1 

a .{f') = a .(q' ... q'' = a . (q~) ... a .{q'h) 
1 1 1 h' 1 1 

~ , 
= q i • 



O. aquí tenemos 

'lér "" "'r + + "'q hr "' ;::;; c::t 1 ••• 

donde la sumo es directa y r un entero arbitrario. Esto demuestra ya el"lemo, 

puesto que 

LEMA 3. S; A1, ••• ,Ah son anillos de Artín, entonces su suma directa 

A = A 1 + ••• + Ah es un anillo de Artín y 

dim A= dim A-
;= 1 1 

Sea d.= dim A.. Entonces existen series de composición de ideales: 
1 1 

Formemos lo siguiente cadena de ideales paro A: 

Esta cadena es de longitud d1 + d2 + ••• + dh. 

Bastará pues demostrar que es una serie de composición • 

. Consideremos un factor arbitrario 

~ {A 1 + ••• + A. 1 + A .. )/ (A 1 + ••• + A. 1 + A1 • 1 ) = 
•- 1 1 •- ,¡-

7 
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. 
A .. /A .. n (A1 + ••• + A. + A .. 1 ) = A . ./ A .. 1 IJ t¡ 1•1 11 1" 1f 1,1-

los cuales son anillos sin ideales propios por ser 

series de composición. 
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