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LA FUNCION DE HILBERT EN ANILLOS SEMILOCALES
F. Recillas J. y E. Lluis R.

I. Introduccion.

Sea K uncampoy o un ideal homogéneo del anillo de polinomios -
K[X4,e., Xn]. Si §(r,a) es el espacio vectorial sobre K de las formas de -
grado r contenidasen & y H(r) el de todas las formas de grado r, enton-
ces se define la funcién de Hilbert del ideal a como

X(r,) = dim, () - dim, Flr. @) -

D.G.Northcott en [2] generaliza el concepto de funcién de Hilbert a ani-
llos locales. En el presente trabajo se extiende este concepto al caso de anillos
semilocales y se demuestran algunas propiedades fundamentales de dicha funcidn.

2, Definicién de la funcién de Hilbert.

Sea o un anillo semilocal y Py, los ideales primos méximos de -
o, Formemos los anillos de cocientes de o conrespectoa P, o, = Ei en
el sentidode [1], (1< i< h) los cuales coinciden con los anillos de cocientes

con respecto a bi cuando 0 — bi no tienen divisores de cero.



Los anillos 'B'i son anillos locales, siendo P, = b, 0, los ideales ' mé
ximos de las no unidades. Si q; es un ideal primario para ., D.G.Northcott,
[2], define la funcién de Hilbert de un ideal '(‘i' de ’Ki respecto a 'c\ii me-

diante la férmula:
Y08 = dimy (F/FH) - dimy (&0 /(F0F)

donde A, = 'B'i /"\i. y por dim, se entiende la longitud de una serie de com-
i
posicién de A -submédulos propios para los A,.-médulos respectivos. En [2] se

demuestra que
X )= dimy (B, +W/EAED O

En este caso, ('(\ii + ?f;' ) (Ei + ?ﬂ“) es un anillo de Artin* y si en-
tendemos por dimensién de un anillo de Artin R el nimero n de términos de -

una serie de composicién de ideales:

R D€ Dlaes 3°"=(o) ’

entonces en la férmula (1) podemos omitir el indice A, en dimAi ya que ambos
conceptos coinciden.

Sean ahora q1meey ideales primarios para b',...,bh respectivamen-
tey sea a un ideal arbitrariode 0. Sea h' talque a Chsix h')
y af p,(h* +1< i< h). Entonces definimos la funcién de Hilbert de a
respecto a 4 ...,q,, mediante la férmula

’

h
XA . A~
Y= 2, 500

*E sto se debe a que en el anillo semilocal D/a el ideal a+ q/a. es un ideal de de-
finicién de la topologia de n/q y por consiguiente el anillo (n/a) /( at q/CO=

=0/(a+q) esde Artin.



donde a'is a’ﬁ'i y a" = qi’E, (primario para 'sl)'
Si hacemos la convencién de que X ';.(r,?fi) =0, comopara h'+1<i<h

se tiene que a'B’I = 3" , podemos escribir la definicién mediante la férmula

p o (ra)= Z X% (r,3))
! q '
Resulta inmediato de la definicién y de un resultado de P.Samuvel [3], quepara r

suficientemente grande, Xqi ’"'qh(r, a) es un polinomio en r.

3. Algunas propiedades de la funcién de Hilbert.
Teorema 1. Sea © la completacién del anillo semilocal o, Gaeeerqy,
ideales para los primos méximos D1 »...p, de b, W sins ’Eh sus extensiones

en 0, o unidealde B y G suextensién. Entonces

MG~ Xig, g 0% >

(Sabemos que la extensién induce una correspondencia biunivoca entre el conjunto
de ideales primarios para los primos méximos de o y el de primarios para los -
primos méximos de 0 , Bol.Soc.Mat.Mex., 1953).

Con las notaciones anteriores, tenemos, segin la definicién

h
- X~ 3.
X ,--.,q..("“) 21 3, (r,a;)

h' ~
X— P — - X;:,_ -2
q""""h(r'a) ;E 1 ‘h("a'i)

(la h' es lamismaen los dos casos) y por lo tanto bastard demostrar que

X';i(r,ai)= X;i (ra), 1<ish’ .

> ~
Pero segin [2], si o, designa la completacién del anillo local 5, y ?{i,

?l son las extensiones a este anillo de los ideales '(\ii y 'c\fi respectivamen-



te, se tiene

X'\.a. (rr’ai) = x_q-i(rlﬁ‘) ’

y por consiguiente basta comprobar la igualdad
¥ Y K s
3, 05) = X5 08)

la cual se sigue inmediatamente del lema siguiente:

LEMA 1. Los anillos 3‘, y %' son isomorfos y bajo el isomorfismo na
tural al ideal ?f.i le corresponde el ideal %i'

Se sabe (ver [1], pag. 96) que 'Ki g €, donde €, esun idomgotenfe .
de D asociado a —5‘. Andélogamente (con la misma ei) se tiene F... 'o_ei = —Eei
lo cual demuestra la primera parte. Bajo la correspondencia natural del primer iso-
morfismo, al ideal '&'i de B'i le corresponde el ideal _Eei ie Eei~ (aclarando
las notaciones, a (C n,Na".'i = a?)'l .

segundo isomorfismo, a '&i le corresponde también Ee_i’ de donde bajo la co-_

@45, &=70,5,, a,=a0,). Enel

rrespondencia inducida por el isomorfismo natural entre '\ﬁi y B-i , al ideal ?ii
le corresponde el ideal a ..

Seaghora a unidealde Dy o' =0/a. Si b es unideal arbitra-
riode 0, designaremos con b’ elideal b+ a/a de 5'. Asi, a’ de-
signard el ideal cero de 5 '. Con estas notaciones podemos demostrar el siguien-
te teorema:

TEOREMA 2. Sea o wun anillo semilocal, Pji...,p,, los ideales maxi-
mosde O y ;. Sea a unidealde © y h' talque o Ch,(1<i<h’)
y af P, (h* +1< i< h). Entonces

(ra)= X (r,a")
Xq“"'qh q'l,...,q;‘:

Con las notaciones convenidas tenemos, por definicién,

XQ1»--H;,("Q)= ;%: Xqi(r,ai)



e
X ’ (r,a') = Z

X ., ((a))
GameeQp i=1 (q"),

Asi pues, bastard demostrar que
X?i(r,zi) = X('&'l )I(I’,(&' ),) .

Pero como ?)'i es local y el ideal a'i estd contenido en el ideal de las no uni-

dodes de 'B'i, se tiene, [2],
X'Ei(rl'a:i) = x(a‘i )' ('l(a'li) ')
Por consiguiente basta comprobar la igualdad
o (a“ ):(r:(a‘;) ; ) = XG' )i(':(a"' )i ) '

la cual es una consecuencia de la correspondencia entre ideales inducida por el

isomorfismo natural entre los anillos

@)= npi /‘anp.

y (K')i = (n/a)(b/a.) .

Ahora daremos una propiedad que indica que la funcién de Hilbert de un
ideal @ conrespectoa 4y »..,q, nodepende mds que de la interseccion T
de qy »e..q;, el cual es un ideal de definicion de la topologia del anillo semi-
local »o.

Recordamos que si T es un ideal de definicién de 0, entonces o/%
es un anillo de Artin ([3], pag.7), y por lo tanto podemos hablar de la dimensién
de este anillo de Artin o de un subanillo de él.

TEOREMA 3. Sea 1 un anillo semilocal, a un idealde b5, g, oe Ay,
ideales primarios asociados a los ideales mdximos Py ... p, de o y
t= g:N N 9y Entonces



X = di f' r+1
qp...,qh(fla) dim (E* +@)/(2""" + q .
Por los teoremas 1y 2 podemos suponer que © es un anillo semilocal

completo y que a = (0). Asi pues, demostramos que

X = di r r+1
q1,--.,qh(":(°)) =dim T/ T y

Segin la definicién, (r,(0)) = = Xq. (r,(0)) y como los anillos 'Ki

X
G mer sy,
son locales, se tiene, [2],

X’ai(r,(c»)) = dim §1/ 47" = dim T ’&‘:*H

y por consiguiente bastard demostrar que

dim B/ 841§ dim g/ 5T
i=1 T

lo cual serd@ consecuencia de los dos lemas que a continuacién se demostrardn.
_ _ LEMA2, Elanille Et'/ £'*1 es isomorfo a la suma directa de anillos
arartl (- B0y A28 |
q, /q1 tootqy /et
(Observamos aqui que todos estos anillos son anillos de Artin).

Por ser b semilocal completo, sabemos [1] que es isomorfo a lo suma

directa
~ =
D D

D = 1+oco+

h

- . .7 £\ .
Si a, es el homomorfismo proyecciénde © sobre 5, y ¢ wn ideal de o,

entonces_ai(c) = c?)". . Ahora bien, como q; 74 bi (j /i), entonces - -

ai(qi) - ?Si. Por otro lado, ai(q:) - '&: , Y por consiguiente

a (8= a(q’ - q)= a,(qh) . a,(q}) = %: .



De aqui tenemos
P~ o~y ~.
= gt tq]

donde la suma es directay r un entero arbitrario. Esto demuestra ya el lema,
puesto que

TS (G bl %A &

~

R el TR IO e

LEMA3. §i Ay..A, son anillos de Artin, entonces su suma directa
A= Ai* ..t A esunanillode Artin y

dim A = g dim Ai

i=1

Sea d, = dim A. Entonces existen series de composicion de ideales:
A; DAL D Ai2 D) Aidi = (0) .
Formemos la siguiente cadena de ideales para  A:
Au by bt Ry By Hout B ¥R, Ty FouF B, VR T
DALt AL * Ahdh =Artet AL Do DAL DAgg Duee D Ay =(0)
Esta cadena es de longitud dy tdo t .0 dh'

Bastara pues demostrar que es una serie de composicion.

. Consideremos un factor arbitrario

ihe

(Aot AL+ A/ (A ot A HA, L)



= Aii / Aaiﬁ(Al B ¥ By * Ai,;-1) = Aii/ Ai,i-i
los cuales son anillos sin ideales propios por ser
AL DAL DA, D DAy

series de composicion.
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LOS PRODUCTOS-i CE COCADENAS EN LA
TEORIA SINGULAR CUBICA

R. Vézquez Garcia

§1. INTRODUCCION.

Serre [2, p.441] definié un producto-0 (cup product) de cocadenas en la
teoria singular cibica. Recientemente MacLane [1,-55] demostré que la defini-
cién anterior concverda con la del producto-0 de Cech-Alexander en la teoria singu
lar simplicial. En este articulo se obtienen férmulas explicitas para los produc-
tos-i (cup-i products) de cocadenas, médulo 2, en la teoria singular cibica y se -
demuestra que los cuadrados, que estos productos-i definen en los grupos de coho-
mologia, satisfacen las condiciones que impone Serre [3, p.222] para caracteri-
zar a los cuadrados de Steenrod.

§2. PRELIMINARES.

Sea | el intervalo cerrado [0,1], I"(n > 1) el producto topolégico de
n factores iguales a |. Designemos con | al complejo que se obtiene descom-
poniendo celularmente al intervalo [0,1] del modo usual, esto es, T tiene una
1-célula, los dos vertices 0 y 1, y su orientacién es tal que dl =1-0, donde d
es el operador frontera. Sea 1" el complejo producto de n factores iguales a

T. Unacélula 7 de 1" es un producto topolégico o3 X 05 X ...X & don-
5 poicg -



de 0, es unacélulade |. Por definicién

n dimo, +,..+dim o,
@n d=2@ N P gy %oy X0y % dey, Ry, ke
i=1 ‘

En este articulo usaremos de un modo sistemdtico la notacién siguienfe:

Las letras H, K, L, M denotaran conjuntos finitos de nimeros enteros posi-
tivos; 1{H) serd el nimero cardinal de H. Sea CH el conmplemento de H res-
pecto al conjunto de los enteros positivos; @, representard a la funcion estricta-
mente creciente d¢ CH sobre H\JCH. Usaremos las letras a, 3, ¥, 5 para
designar funciones definidas en alguno de los conjuntos H, K, L, M y con valo-
res en el conjunto . {0,1}; & serd siempre un elemento de este Gltimo conjunto.

Toda célula [ =0y X..X 0o, de 1™ determina biunivocamente al par -
(H,a) definido asi: i€ H siysolosi dimo, =0; afi) =o; para i€ H.
A(H,a) le llamaremos el parde (.

Sea K- s;bifrcrio y [ definidoen K. Si CO"™ esel grupo de coca-

denas enteras d; T" definimos un homomorfismo
(2.2) ' M cim - ™)

de este modo:

Sea I unacélulade 1" y (H,a) su par, entonces

(a) Si (p: (K) C {l,en} s Aﬁg lacélulade T"

cuyo par (L,y) es tal que

“afi) si ieH

L=HUo K) i o) =

Bogi) si i€ gr(K)



1

®  Si ¢y () € {1,in} definimos MgL=0.

Son consecuencias inmediatas de esta definicion:

(2.21) L= )\au I si (H,a) eselparde L
(2.22) XN =N,
donde

Bli) si i€k
=KUY@t L) ;  B6) =
yo(i)  si i eql) .

Cuando a es constante y de valor € se escribird )‘eﬂ en lugar de A%;
si H contiene un solo elemento i se escribira )\? en lugar de )\?{i'}.

Sea ! =0y X...X 0, depar (H,a) ydedimension q. Entonces por -
(2.1):

dim oy +... +dim o, _
=z 0 1 [0y X (X 0p_y %1 % Opyy X ses KOs

0y X.uXoy %X 0 X0y, X, . Xg ]
1 i-1 ity n

(P(-)
g (X0 & Noym 81 -

Por consiguiente
@.3) dr =3 0 (81N L)

Sea 1< m<n M({ {)..n} talque 2(M) = n-m ysea 7y defini-

daen M. Definimos un homomorfismo
2.4) ‘ Az €™ > ci™

- tal que.



(2.41) ARG 1™ =8 A 1"

Proposicién 2.42: Az sumerge C(I™) en C(IM). p
Demostracion: Por (2.22) A% A% I" = Mg A%, 1™ implica A%, 1™ =28 ™

por lo tanto el nicleo de 1‘\7 es cero, Ademas

A X, 1™ ) = NE DG AT 1M =8 AZ08, 1)

Por consiguiente A%, d =d A} .
a T A':A e Af T B 3
Proposicion 2.43: Sea C(I™) 2, C(1") =5 C(IP). Entonces Af Az =AZ
donde el par (K,8) estd determinado por la condicion X’M )\.'f:_ = )\SK .

La demostracion de (2.43) es trivial.
El homomorfismo AyM induce una inmersién

(2.44) ARX A CA™*T™) » Ci" xT7)
definida del modo siguiente:

(2.45) (Az % /\; oy X op) = (Az oy) % (A; o) ., oy, 0 EIT™

Estudiaremos chora, en el caso particular de los complejos 1", a las operacio-

nes Di de grado i (i entero no negativo) definidas en [4] « Previamente recor-
demos algunas definiciones.
Tn

Si ! esunocélulade 1" sea I el subcomplejo de cuyas células -
T

son las caras de . Sea C:I"-=>1"X|" el portador diagonal: C({) =7 * T,

eT |nxln_,|nx|n

son las transformaciones de cadena* definidas asi: e = identidad;

- - . “ . - “
Troducimos asi el término ~ chain mapping .
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(2 % 2,) =228, % ; donde 3 1™ y p; =dim .

Definicion: Una operacién de grado i de ™ X 1™ es un homomoriismo
D;: C(i™) »Ccli"xT")

tal que D, C_(I") C i (™ %5y,

Definicion 2.5: A una sucesién {D;}, i =0,1,2,..., de operaciones de
I™ on I"X1"™ llamaremos aqui sucesién-S en 1" si:

(a) Di tiene el portador C.

(b) D, es una transformacién de cadena.

() dD;+ ("1 Dd=(T +(V'e)D,_, , i3> 1.

Nota: En [4] se demuestra la existencia de sucesiones-S en circunstancias

mucho mds generales que las consideradas aqui,

Se deduce inmediatamente que los términos no nulos de toda sucesion-S en

I son de la siguiente forma:
(2.51) Dge=eX € ;

Dol =01 +1% 1) +(1a) TO x| +1%1) ;

Dyl =Qa-1) 1% 1 ;

donde a es un entero cualquiera.

Definicion 2,52: Llamaremos sucesidon princial en | g |g sucesién-S co-

rrespondiente al valor 1 de q, esto es, aquella en la cual
Dol =0x1+1x1 ; Dyl =1 x1 .

Sean m y n dos enteros positivos. Definimos

(2.53) pr ™2 x (M2 > ™ xT7)’
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tal que
pliley X 0u) % (7 % 5] =271 (0 X 7 )X (0p X B)

donde 03,0, € 1™, 7, % €™ p, =dimo,, qi = dim 7.
Se prueba facil mente que ;. es una transformacién de cadena.
La proposicién que sigue es un caso particular de un resultado bien conocido.
Proposicién ?,54: Si {Dil} i {D;'.} son dos sucesiones-Sen ™, "

'im#n

respectivamente entonces es {Di} una sucesion-S en si

" (2.55) D, o x7) =p I QMM Df oxTIDE, 7,

i o=
donde cel™ 7€el", p =dimo.
(2.56) Tenemos ahora las siguientes definiciones:

La sucesion ‘{Di} en 1™ dada por (2.55) se llamara producto de las -

sucesiones {Di' 3 {D;‘ } en 1™ 1" respectivamente.

Una familia-S es una coleccién de sucesiones-S donde existe para cada n -
una y solo una sucesion-Sen ",

~I_m +n

Una familia admisible es una familia-S donde la sucesién en esel -

producto de las sucesiones en |™, 1" respectivamente. En este caso se dird

que la sucesidn-Sen | genera a la familia admisible.

La familia principal es la familia admisible generada por la sucesion princi-
pal (2.52) en T.

Demostraremos ahora la existencia de familias admisibles y de la familia -
principal.

Teorema 2.57: Toda sucesin-S en | genera a una familia admisible.

Demostracién: Sea {Di} una sucesién-S arbitraria en 1. Obtenemos una
familia-S definiendo inductivamente:
Tn Tn—l

Si n>1 lasucesion-Sen es el producto de la sucesién en

por la sucesion en 1.
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Demostraremos por induccién que esta familia es admisible; la induccién se
horé respecto a la dimensién de los complejos T"* Si n =2 lasucesidénen -
1" e el producto de la sucesion en T por si misma por definicién. Supongamos
shoraque para 2< n< p+q, donde p y q son enteros positivoes, la suce-
I n

slén an es el producto de lus sucesiones en T", T™ donde k+m =n.

Consideremos 1P*9, q > 1. Sean
5 :(l—,w-*)e x T2 > (TP*e)?
pa: TP)* % 19717 » (TP*a-2)?
pa T97H* X T% 5 [T9)*
pot (TP % (TN » (TP*9)?

los transformaciones de cadena definidas en (2.53). Sea { € [P*?  entonces

L=n*X7 donde 7 €1PY9™%, 7, ¢T. Pordefinicién

i (i+j)dim 7T ’

DL=p 2T D aXTID g
_ ; dim Ty i1
=p[D,nXxT'D, 7 +() D,., n* T Dsm] .

Pero 7, =0y X 0, donde 03 € IP, oz € 1971, entonces por la hipétesis de
la induccion tenemos:
(i+j)dim o

D.7 = gy Zo(-) lDi O'1XT‘ Di-io-"’ .

Por consiguiente
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(i+{)dim o

l“'(Di'& x TiDoT,) g .ZD ) ! [,u':l(D 0'1 x Ti D 09)] T D T2
=

i i+j)di : g
S0 5 TR o % (TD, . 6 TUD )
i=0 ] i-f °
i it)dim
5 §o(-)‘ . "D, oy x Ti gD, 0 X T Dy )
=

Andlogamente:

Dnﬂ=#,:<J”‘m”“D

; X TiD s

Z1=1

i (i+j—-1)di "
wD,_, 7 X T Dy ) -# f() e [k4Ooy XTiD,_ (-;02] XTI ID,7,

(i+j=1)dim o

=p _>_: ) 'D, 0y Tk, (D, 5% TP Buay

¢

Por lo tanto

+j)d
Dc#,zn““mﬂoaﬁTmzw XTI, 74

di +di S
+"" 7T T oy x THRID, )

i (itj)dim o
= S ¢
Ma 0()

1 D, oy X Ti D, lo2xm) .
lo que significa que la sucesién en |P*? es el producto de las sucesiones en -
1P e T9. Asipues el teorema esté demostrado.
Podemos caracterizar a las familias admisibles del siguiente modo:
Teorema 2.58: Una condicién necesaria y suficiente para que una familia-S

sea admisible es la conmutatividod de los diagramas
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cim —M 5 (T

Dil lD’
AZ x AY

Ca™xTm M _McirxTny .

Demostracion:

(19) La condicion es necesaria.

Debido a 2,43 basta demostrar Di()\zl“) = (AZX A;) D, I™ lo que haremos
por induccion respectoa n. Si n =2 se comprueba sin dificultad la validez de
la proposicion; supongamos pues n > 2, Sean p y q enteros positivos tales

qua p tq = n; pongamos
H = Mm{ ll"‘lp} ’ K = M n {p ’]l"°ln} ] L -“/’(K)

donde i {pH,...,n} » {1,...,q} es estrictamente creciente. .

Definimos a y 3 en H y L respectivamentede este modo:

a@i) =y() para i€ H; AL =) para j € K .
Se tione: AL L SN L

Si »(M) < n-1 se puede suponer »(H) £ p-1, »(L)< q-1. Ahora por -
(2.55) y utilizando la hipotesis de la induccién

B e L (p=v(H))(i+) 8
DALI"=a 2 () D. AR |*‘><T'Di_i>\L 19

o

L (p=v(H))(i+i) - B, i _
u 20 (A% A D P~ WxAfx A)) TiD, _ 19-4L)

Lo (p=v(H)(i#j)

SEA T AY ay ¢ ~u(H) x Ti ~¥L)
(AKx Ax)(A; XAH)’“ iéo(') Di 1P=v(H) x TlDi—i'q v(

=(Ay X AJ) D, 1™,



Si v(M) =n-1 entonces una de las dos células K’H 1P, )\ﬂL 19 es cero

dimensional. Si Aj 1P, loes
D, X, I" = uDg %, 1P x D, X 19)
S(AR X AR) p' (Do X, 1P x D, 197 (L))
= (A% X A%) D, X 1Pt (L) = (AF x AY YA, XAZ) D, I™
= (A7, x A) D, I™.

Si )\‘:_ 19 es la de dimensién cero, el razonamiento es andlogo.

{2°) La condicién es suficiente.

Sea [ €1", [ =7T:%X7, donde 7€ 1™, 7, ¢1. Basta demostrar
(i+i)dim 7

: 1Dl'rixTiDi_i-n‘.

i
D.Z=pu Z (-
- -)
Podemos considerar dos casgs de acuerdo con la dimension de  7,:

(d) To = by
Sea 71 5}\7“ I""?  entonces §=)\7MI". Por hipstesis D, =(Aaxl\;)
D, I"M) | Ahora
Lo (i%i)dim dim T,

T = .
,u.ifo(-) ‘Di'rjx T'Di_i T T [Di'rlx T'D,l +(-) .

D7 % TL0, 1] = [(A%X A D, =ML Tip ]

dim

(7" T ALK A D, "M xTist ] =
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’ g . dim 7 s 4
(A}, ¥A%) p' [D 1n=2=vM s Tip | +()™" "tp, _ |n=1-vM) x Tim1p ]

(A%, AQ) D, I"™M) = p. ¢

(b) » =¢

Sea T = XyM I"~* entonces [ :XYM ?5,, 1".  Empleando 2.43 puede expre-
sarse la hipétesis asi:

DL = (A x A XA xA%) D, In~M)=

Ahora

I (i4j)dim T : R
H IE-O(-) Di 73X Tl Di"i 7 =uD,nxT'D 9

ST AR u LD, 1P AN T B, o] = (AX AT Dy Mo s M)

wM) !
- (AY € € n=1~-u(M)
ARARA iy * Mgy D17

= (AS XAE)(A, X AZ) D, I"™*M) =p ¢

La proposicién siguiente es una consecuencia inmediata de (2.55):

Proposicién 2.59: Sea {Di} vna familia admisible entonces lo es la fa-
milia {TDi} .

2.6 La Gltima parte de este § comprende dos asuntos. El primero de ellos
es la comparacién entre las operaciones de una familia admisible arbitraria y las
del mismo grado de la familia principal; el segundo es la descripcion de las expre-
siones para D, 1"  en una familia admisible y especialmente en la fomilia princi-

pal.

Las dos afirmaciones siguientes se demuestran por induccién; en estas de-



mostraciones no hay dificultades esenciales y por ese motivo solo se bosquejaran.

Teorema 2.61: Si {Di' } es una familia orbitroric admisible y {Di} es

lo familia principal entonces
° Di' =D, mod.2 paratoda i o Di' =TD, mod.2 para toda i.

Demostracién: En | las operaciones Di' son de la forma (2.51); si a
esimpar D/ =D, mod.2, si a es por D} = TD, mod.2. Ahora por induccién
y usando (2.55), en I" se obtiene en el primer caso Di' =D, mod.2 yenel
segundo D = TD| mod.2.

Teorema 2.62:  Si A{Di} es una familia admisible entonces

(2.63) D, I :(H,ZK) B AﬁK P 1" (i n)
donde H y K son subconjuntos de {1,...n} vy:

(a) By ®Sun nUmero entero.

(b) HMK =0.

() v(HUK) = n-i.

Si {D,} es lafamilia principal se tiene ademds :

W leged =1

(e) La suma (2.63) contiene uno y solo un término para cada par ordenado
(H,K) que satisfaga (b) y (c).

() Sea i =rv[(HUK)NM{1,.r}]l, 7G) =0 si j espar, ofj) =1
si | es impar,

Si reK, Blr)=mG); si reH al) =Tn{.

Demostracién: Se comprueba inmediatamente la validez da (b) a (f) para
n=1 Paa n> 1 pongamos 1™ =1""* X | y apliquemos (2.55); por induc
cién se demuestran (b), (c), (d), (e), y si la familia es la principal se deduce:

Para i par: si neK, Bn) =0; si neH, al) =1.

Para i impar: si ne K, B(n) =1, si neH al)=0.

Consideremos ahora un término arbitrario )\ﬁx " x )\GH I" en (2.63). Sea
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laran, L=HMN{ 1.}, MKN{1,..r}, ¥ y & restricciones de
m y /{ en L y M respectivamente. Entonces )st T x XYL I es un tér-
mino de DI I" donde | =r-v(L'UM), asipues (f) vale.

§3. LOS PRODUCTOS-i.

3.1 Sea X un espacio topolégico. Un cubo singular n-dimensional de
X @s una funcién continua u: "> X, Uncubo u dedimension n> 0 es

degenerado si u(t;,...,t") = “('1:'"",,-1:':.) cualesquiera que sean los valores
tle [ FPITE SR 2 f': . Sea Q(X) el grupo abeliano libre generado por los -
ncubos de X, D_(X) el subgrupode Q_(X) generado por los n-cubos degene-
tados; so definen Q(X) y D(X) como las sumas directas de los grupos Q,(X)
y D, (X) respectivamente.

Para K arbitraricoy 3 definida en K definimos un homomorfismo
(3.11) M QUX) - QUX)

de aste modo:
Sea u unn-cubo de X, entonces
(@) Si KC {1,..n}, )\ﬁKu es el cubo de dimension m =n-v(K) -
tal que
Ai)  si i €K
A/:( u(h,...,fm) = u(y,,...,y") ; donde y, =
tcme si i £K

(b) Si K¢ {1,....,n} definimos )@K v = 0.
Esta definicién es andloga a (2.2) y tiene la misma propiedad formal, a sa-

ber:
=38
(3.12) A M =R,

A(i) si iekK

dond = ok ‘ =
e M KU‘DM(L), &i) 'yw,((i) o i € CP';("(L).
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Haremos también las mismas convenciones de notacidn, esto es, se escribi-
. G .
ré A% enlugarde X cuando a es constante y A, enlugorde X i)
vi
Al cubo )’\'3Ku le llamaremos cara de u.

3.13 El operador frontera
d : Q(X) » Q(X)
se define por la condicién

(3.14) do= 5 050N, n=dimu.

Se deduce facilmente que (3.12) implica dd =0. El grupo D(X) es un
subgrupo estable* del grupo diferencial Q(X) entonces C(X) = Q(X) D(X) es
un grupo diferencial; es, por definicién el grupo de las cadenas cibicas singulares
de X. Se denotacon C,(X) algrupo Q (X) C_(X) vy setiene C(X) =
Z C(X); Cn(X) es el grupo de las n-cadenas y es un grupo libre con una base
:uyos elementos estdn en correspondencia biunivoca con los n-cubos no degenera-
dosde X. Si G es un grupo abeliano C™X;G) es el grupo Hom(C_(X),G)
y se llama el grupo de las n-cocadenas cibicas de X con valoresen G, Si A
es un subconjunto de X el grupo C"(X,A;G) es el subgrupode C"(X;G) cu-
yos elementos se anulan en los cubos de A. El grupo C"(X,A;G) puede iden-
tificarse canénicamente con el subgrupo de Hom(Q,(X),G) cuyos elementos se
anulan en los cubos de Ay en los cubos degenerados de X, Aqui considera-
remos solo el caso en el que G= Z,=grupo de los enteros modulo 2.

3.15 Diremos que un cubo es regular si sus caras son diferentes entre
si. Es facil ver que en X existen cubos regulares de cualquier dimension si y
solo si X posee una arco-componente (componente segun arcos) que no es un -
punto. Si todas las arco-componentes de X son puntos la cohomologia de X
es trivial; en lo que sigue supondremos que no se da este caso.

3.2 Podemos introducir conceptos andlogos a los definidos en §2:

3.21 Elgrupe J(X) = Q(X) ® Q(X) es un grupo diferencial graduado -

TB(X) contiene @ su imagen segun d.
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van ol operador frontera (que también designaremos con lu letra d):

(0.22) du®v) =dvo@v + (-)Pu@dv , p =dimu

y #at4 graduado por los grupos J (X) = *2 Qp(X) ® Q4 (X).
p+e=n

(3.29) T: J(X) = JX)

#s ol homomorfismo tal que T(u®v) = (-)P'v ®u donde p =dimuy, q =dimv.
A la identidad en  J(X) la denctaremos con e.

324 Si u esuncubode X denotemoscon Q[u] al subgrupode QX)
genwirado por todas las coras de u: Q[u] es un subgrupo estable y sumando directo de -
WUX), Sea J{u] = Q[u)@ Q[u]; puede considerarse J[u] como subgrupo estable de J(X).

3.25 Sean s y u dos cubosde X dedimensiones m y n res-
pectivamente y supongamos 1< m< n. Sea M {l,...,n} tal que v(M) =n-m

y y definidoen M. Si s es regular definimos dos homomorfismos

A% Qls] »Qlu] ; AR @AY :J[s] »J[u]

por los condiciones
Ay ®) =X\ v s (AL @ AJ)s' @s™) =A)s' @A) s" .

3.26 Una operacion de grado i de Q(X) en J(X) es un homomorfis

ma

D, : Q(X)~>XX)

que satisface la condicién
D; Q (X) CJ,,,(X

3.27 Una sucesién-Sen X es una sucesién de operaciones {D,}



i=012.. de QX) en J(X) tales que:
(@ D e Jlu]

(b) D, es unao transformacién de codena.

(€) dD; +(-)"**Did = (T +(-) ) D i

(d) Son conmutativos los diagramas (véase 3.25)

j=1 7

AY
Qs] —M— Q]

D; l lDi
¥
A ® Az

Jfa] ————Ju]

3.3 En este parrafo obtendremos algunas proposiciones que permitiran de-
mostrar que toda familia admisible determina una sucesiéon -S en X y recipro-
camente.

Para cada n-cube u de X, n 2 1, definimos un homomorf ismo

(3.31) ug: CI™ > Q(X)

por la condicién
(3.32) vy 1™ = N

Proposicion 3.33: vy es unatransformacion de cadena,
Demostracion: Evidentemente uy conserva el indice de los cadenos
de dimensién cero. El resto de la proposicion es consecuencia inmediata de
(2.3) y (3.14).
Considergmos los homomorfismos Az: caim™-cim) ;
ug: COM > QX) ; O vy : CT™ > QX) donde MC {1,...,n}, v(M) =n-m
y ¥ estd definidaen M. Se tiene la
Proposicién 3.34: ug Az = (XyM Ul

Demostracion: Por las definiciones anteriores



up A O 1™) = 008 X1 = N0 Ry w = (A uly O, 1™)
El homomorfismo uy induce una transformacién de cadena
(3.35) ug ®uy : C™xT™) > J(X)
definida por la condicién
(3.36) (ug @ugllo XD =ug ) @ug(n) ; o, 7el™ .

Nota: La imagen de uy estd contenida en el subgrupo Q[u] de
Q(X). Por ese motivo usaremos también el simbolo uy pora indicar el homomer
fismode C{I") en Q[u] inducido por (3.31). Para vg ® vy horemos
una consideracién semejante,

Es inmediata la

Proposicién 3.37: Los siguvientes diagromas son conmutotivos

- ug ®u _ l‘QS'
cli®n x T -#——#!J(X) ™ x |™) ———— J[s]
T ]' . lT AzXA'{‘l A}'AoA;l
Uy Q@u = .
C™ xT") —— J(X) Ciin xTry —42%, 1y

Definicién* 3.38: Si {D;} es una familia admisible definimos una sin
cesién de operaciones {D;} de Q(X) en J(X) del modo siguiente:
Sea u unn-cubode X entonces

Dju --(U'Qu’) D;I" si n>0
(3.39)
Du=ve®v, Dju=0 wpara i>0, si n=0.

*Esta definicién s consecuencia de una sugestién del Dr. José Ado;.
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Teorema 3.4: La sucesidn définida en 3.38 es una sucesién-S en X,
Demostracion: 3.27(a) es una consecuencia inmediata de (3.36) y (2.63),
Tomemos un n-cubo u de X. Si n =0 es evidente que se satisfacen las

condiciones restantes de 3.27. Si n> 0 y M es arbitrario se tiene
D; N, v = (uy ®uy) D; Ry I

Enefecto: Si n>2, M(C {1,..n} talque (M) <n-1, apliquemos 3.34 y
(2.58); se abtiene

DX, v = (W, 0y @)y D; 177M) = (y, @ up)A7, X A%) D; 1NN
= (U# 2] U#) Di I\.yM "

En los casos restantes se obtiene directamente este resultado.

Asipues para 1<ji<n es D, }f:i v = (up ® uy) D; )‘Ei 1", Por consi-
guiente DI du = (uy® u#) D; di". Ahora en 2,5(b) y (¢) apliquemos el homomor:
fismo ugBuy a ambos miembros de las igualdades correspondientes; por (3.35
y 3.37 resultan 3.27(b) y (c).

Demostremos ahora 3.27(d):

D, AZ ()\“H s)= D, ()\aH XyM v = (e ug) Di )\“H )\7” ol
Por 3.37:
( /\‘{‘ QAZ‘) D, )\“Hs = (A”," QAK‘)(S, ®@sy) D‘ )\?‘ |®

= (uy @ ug) (A, XAZ) D A"

= (U‘ @ U‘) Di X‘:‘ A,YM 'ﬂ
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Por consiguiente D, A (A8 = (A ® AT‘) Di()\“Hs) , ¥ 3.27(d) estd de-
mostrado.

Teorema 3.41: Toda sucesidn-S en X se obtiene de una familia admisi-
ble por medio de (3.39).

Demostracion: Sea {Di} una sucesién-S arbitraria en X. Para cada
n 21 elijomos un n-cubo s regular; los homomorfismos sy ci™m-Q(s] vy
sy ® Syt c{i™ % T") -+ J[s] son isomorfismos y por medio de sus inversos tras-
ladamos @ 1" las operaciones Di restringidas a Q[s]. Se obtiene asi en ™
una sucesion {Di} de operaciones y 3.27(a), (b) y (¢) implican que esta es una
sucesién-S; 3.27(d) implica que la sucesién en T™ no depende del n-cubo regular
elegido. Obtenemos asi una tamilia-S. Sea ahora v = )‘Ii' donde M( {1,..,n}
es tal que n-v(M) 2 1. Pongamos m= n-v(M). Se tiene el diagrama conmuta-

tivo.

‘y -
iy Pl s el s Q] — e o)

D. D. D. D;

7 Y -1
C(T"'x |'")LGVL) J[V]Mﬁ&_._j[s]isjﬁ}__;c(fnxTn)

L.a composicién de los homomorfismos en el primer renglén es Az y en -
el segundoes A} X AY. Por 2.58 la familia-S definida antes es admisible.
Ahora ses v un n-cubo arbitrario con n > 0. Denotemos con A, , A ® A,
a los homomorfismos, definides en 3.25, de Q[s] en Q[u] y J[s] en

J[u] respectivamente. Se tiene el diagrama conmutativo

-y A
ci") —2— s Q[al e Qo]
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La composicion de los homomorfismos en el primer renglones v, yen
el sequndoes vy @ vy, por consiguiente Diu “{up 2uy) D, 1", En consecuen-
cia la sucesién-S en X se obtiene de"una familia admisible por medio de (3.39)

Definicién 3.42: La sucesion principal en X es la sucesion-Sen X
que se obtiene de la familia principal por medio de (3.39).

Los teoremas 2.61 y 2.62 implican a los dos teoremas siguientes:

Teorema 3.43: Sien X es {D/} unaswcesion-S arbitrariay {D.}
es la swcesion principal:

° Dil = Di, mod 2 parateda i o D: TD, mod 2 pora toda .

Teorema 3.44: Si {D,} es unasucesién-Sen X y u es unn-cubo,
se tiene:

Dy = (HZK) Piiie }\iu ® Ny v (i< n)

donde se satisfacen las condiciones (a), (b) y (c) de 2.62. Si {Di } es la suce-

sidn principal se cumplen ademds las condiciones (d) ,(e) y (f) de 2.62.
3.5 Sean fe CP(X,A,‘ZQ), g€ CY(X,A;Z,). Definimos

fege Hom(Jp+q(X),Z 2)

por las condiciones siguientes:

Si u y v sondoscubosde X talesque dimu tdimv=p tq

entonces
(foglu@v) =f(u)glv) si p=dimy, g=dimv
(3.51)
feagllvav)=0 en los casos restantes.
Se obtiene de este modo un apareamiento bilineal de CP(X,A;Z,) y
CYUX,A;Z,) en Hom(JpM(X),ZQ).

Dada una sucesién-S {Di} en X consideremos el dual de Di:



DY : Hom (J(X),Z2) > Hom(Q(X),Z ).

Obsérvese que este homomorfismo proyecta Hom(J (X),Z,;) en
Hom(on_i(x)IZQ)O
Definicion 3.52: El producto-i, fV g, de f y g segin lasucesién

-

{D‘ } estd definido por las igualdades

fVg=Df (fog . i20
1
(3.53)
fVg=0 i<0 .
1
3,54 Si la sucesién {Di} es la principal escribiremos f— g en lu-
1
garde fVg.

Por la condicién (b) de 3.44 se deduce (fV g)(u)=0 si u es uncubo
degenerado; por 3.37(a)  Vg)u)=0 si u es u;r cubo de A. Por consiguien-
te fVge Cp"“i(X,A;Zz)'. ‘

: Proposicién 3.55: El producto-i es bilineal y se tiene la f3rmula
d(f Vg) = dny+f\/dg+fl\/’g +g _Vl{
i i ; b i

Demostracién: La bilinealidad del apareamiento de CP(X,A:Z,) vy
CUX,A;Z;) en Hom(Jp,,q(X),Zg) implica la misma propiedad para el producto-i.
Para demostrar la segunda parte de la proposicion basta emplear a los duales de -
3.27(b) y (c). |

Observacién: El Teorema 3.43 implica: 6 fVgs= ng para toda i
6 fVg=g—f poratoda i. Porlo tanto es suficients considerar Gnicomente
al prolducfo :, 4

Por (3:5‘) y 3.44 se obtiene inmediatomente la siguiente descripcién del
produc to v

Teorema 3.56: Si fe CP(X,A;Z,), ge CUXA;Z,), i<ptg, y
v esun (ptq-—i)cubode X:



B\
(3.57) (o oMo) = 2 H(0) a0

donde H y K son subconjuntosde {1,...pH—-i} y:

(@) HNK=0,

b) vH) =p-i; vK)=g-i .

(¢) La suma en (3.57) contiene uno y solo un término para cada par orde-
nado (H,K) que satisfaga (a) y (b).

(d) Sea j=rv[HIKIN{Lur}], 7(i)=0 si | espar, 9(j)=1
si | es impar,

Si reK, By=mn(); si reH, al)=1n().

§4. LOS CUADRADOS-i

Sea H"(X,A;Z.) el n-grupo de cohomologia de (X,A) con el grupo de
coeficientes Z,. Eneste § & serd el operador cofrontera H™(A;Z,) >
H"**(X,A;Z,). Una funcién continua F:(X,A) - (Y,B) indice un homomorfismo
Fy: Q(X) > Q(Y) cuyovalorenelcubo u de X eselcubo Fu de Y;se
deduce inmediatamente la propiedad: XYM(F'u) = F#(K"Mu) donde (M,)) es ar
bitrario. El homomorfismo F*, dual de Fy, proyecta C™Y,B;Z;) en
C"(X,A;Z;) e induce el homomorfismo F*:H"(Y,B;Z,) » H™(X,A;Z,) asociado
alafuncién F. Si f es un cociclo denotaremos con {f} su clase de coho-
mologia.

Por 3.55 existen homomorfismos

@4.1) Sq tHMX,A;Z,) » H*™T (X,A;Z,)
tales que
(4.2) Sq, {f}={f— ) .

4.3 A continuacion se demuestra que los homomorfismos (4.1) satisfacen
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las condiciones de la caracterizacion de Serre [3,p.222] .

Los homomorfismos (4.1) satisfacen las condiciones siguientes:

(4.31) F*Sq; = Sq; F*  donde Fi(X,A) > (Y,B)
(4.32) 8Sq,= Sq,,, &  donde BHN(A;Z,) > HY'NX,AZ,)
(4.33) Sq,x = x? donde x? es el “cup product”.de x
(4.34) Sq,x = 0 si dimx < i.
Damosicaciin de i3 Sea w wn ol Bk «f 195

por (3.39) se deduce D, u= 0. Porconsiguiente f_f=0 si dimf<i.
Asi pues se satisface (4.34). '

Demostracién de (4.31): Sea f unn-cociclode (Y,B) y u un cubo
de X de dimension 2n-i. Por (434) podemos suponer i< n. Por el teore-

ma 3.56 tenemos

(FYE— 0] () = (Fe DFgu) = 5§08 Fyu) f0%,Fyu)
i i (H,K)
= = FNOS W PR = (FY_ Fiaw) |
(H,K) i
lo que implica (4.31).

Demostracién de (4.32): Sea f unn<cociclode A y ¥ e H"(A;Z,)
su clase de cohomologia. Lo cocadena df es un cociclode (X,A) ysucla-
se de cohomologia es 8 por definicion. Se tiene Sqi“_ST- {df ) df} .
Ahora por 3.55: d(f ) +d(f — df = df — df. Yoque f_ df o o

i i+ it i*1
cadena de (X,A), se obtiene (4.32). '

Demostracién de (4.33): Sea f unn-cociclode {X,A). Por 3.56 se
tiene para i= 0:

P = 2 fe u) HA
(f— (v o (%6 v)* HA%p)

.
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donde H y K son complementarios y H recorre la familia de subconjuntos
con n elementos de {1,...,2n}. Esta es la férmula del cup product, definida

en [2,p.441], para el caso particular en el cual el grupo de coeficientes es  Z..
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SOBRE LOS IDEALES ABIERTOS EN
ANILLOS DE ZARISKI*

Emilio Lluis Riera

En esta nota, llamaremos anillo de Zariskia un m-anillo o tal que =
esté contenido en la interseccién de todos los ideales maximos de 5,1, Designa
remos con B la completacién del anillo de Zariski o ycon @ el ideal Bm
de 8. Como de costumbre, si & es un ideal de o, llamaremos extension de
a al ideal Ba de &.

Recordamos que un ideal a del aniHo de Zariski © es obierto si y
sélosi a contiene una potencia del ideal m.

El objeto de esta nota es de demostrar la siguiente propiedad:

TEOREMA. Si o es unanillo de Zariskiy B sucompletacién, en-
tonces la extension induce una correspondencia biunivoca entre el conjunto de to-
dos los ideales abiertos de 0 y el conjunto de todos los ideales abiertos de B.

En primer lugar, la extensién de un ideal abierto de © es un ideal abier
*Recibido el 25 de febrero de 1554.

1En une nota anterior (Bol.Soc.Ma'.Maxj'cuna, Vol. 10, Nos. 3,4 (1953)) a estos anillos los
Hamamos ~ semilocales generalizados ' .




34

tode B. En efecto, si a es abierto, a- ) m" dedonde aB ) m"3-m",
es decir, &b es abierto.

La férmula a8 Mo = a implica que la correspondencia inducida porla
extensién es una correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos los ideales
abiertos de 0 y sus imdgenes en 8 que como indicamos arriba son también
ideales abiertos.

Entonces falta solamente demostrar que esta comrespondencia es sobre.
Evidentemente si 4 es un ideal abierto de 1§, sy contraccién G\ D es un
ideal abiertode 0, yaquesi & J)@", amp ) ®m" o= n". Demostra-

remos que la extensién de este ideal @ M0 es precisamente &, es decir, que

(@M o) 8= &. Para ello bastaré demostrar que (&M o) & ) 4. Supongamos -
que & ) @" ypor lotanto que &0 ) m", Sea a unelementode &.En
toncesexiste a €5 tal que a sa(ﬁ"), dedonde G-ae R & yporlo tan
to o€ d esdecir, a€ &M0. Porotrolado, a-ac m" o (C (&M o) 8. Las
dos relaciones obtenidas demuestran éue a e ([@Mo)d, con lo que queda demos -

trado el teorema.
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1. ¢Qué es la aritmética?. Ensayo de critica didéética, Por Francisco
Zubieta Russi. $ 300

2. Representaciones del grupo de rotaciones del espacio tridimensional
v sus aplicaciones. Por I. M. Gelfand y Z. Y. Shapiro. Traduccién
del ruso por E. Lluis Riera. Edicién en Ditto.

(Del Indice.) Grupo de rotaciones del espacio tridimensional
(grupo ortogonal). Rotaciones infinitamente pequenas de las re-
presentaciones irreducibles del grupo de rotaciones. Funciones es-
féricas y representaciones del grupo de rotaciones.

_(Del prélogo.) "La teoria de las representaciones, en particu-
lar, de las representaciones del grupo tridimensicnal de rotaciones se
usa profusamente en la mecémica cudntica. Aqui se ha reunido el ma-
terial fundamentalmente necesario para las aplicaciones a la mecénica
cudntica.”

En preparacién

3. Clasifibacién homotédpica de las transiormaciones de la esfera-(n4-2)
en la esfera-n. Por L. S. Pontraiguin. Traduccién del ruso por

E. Lluis Riera.
En preparacién.

4. Clasificacién de las transformaciones de la esfera-(n+1) en un p&—
liedro, cuyos grupos fundamental y de Betti, de dimensiones 2,. . .,

(n-1) son triviales. Por L. S. Pontriaguin. Traduccién del ruso por

E. Lluis Riera. :
~ En preparacién.
5. Clasificacién de las transformaciones continuas de un complejo de
dimensién N + 1 en un espacio topoldgico que es aesférico en di-

mensiones menores que N. or PM. M. Postikov. Traduccién del
ruso por E. Lluis Riera.

En preparacién.



