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SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA 

LA FUNCION DE HILBERT EN ANILLOS SEMILOCALES 
F. Recillas J. y E. Lluis R. 

l. lntrocluccion. 

Sea K un campo y a.. un ideal homogéneo del anillo de polinomios 

K [X 11 ••• , X11].. Si Ij (r,a) es el espacio wctorial sobre K de las formas de • 

s,ado r contenidas en Q. y .fj(r) el de todas las formas de grado r, enton-

ces se define la función de Hilbert del ideal A como 

X(r,G) = dimK ij(r) - dimK ~(r,a) • 

D.G.Northcott en (2] generaliza el concepto de. función de Hilbert a ani-
llos locales. En el presente troba¡o se extiende este concepto al coso de anillos 
semilocales y se demuestran algunas propiedades fundamentales de dicha función. 

2. Delinición de la lunción de HilNrt. 
Sea .o · un anillo semilocal y Pi-•,~ los ideales primos máximos de -

Q. For~mos los anillos de cocientes de .o con respecto a tl¡, º\)¡ = o'1 en 
el sentido de [ 1]. (1 i h) los cuales coinciden con los aniJlos de cocientes 

con respecto a P¡ cuando .o - P, no tienen divisores de cero. 
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Los anillos O¡ son anillos locales, siendo P;= J:>1 G 1 los ideales ·m~ 

ximos de las no unidades. Si q i es un ideal primario para 

[2] , define la función de Hilbert de un ideal CL. de o. 
' 1 

P;, D.G.Northcott, 
~ respecto a q i me-

diante la fórmula: 

donde A¡= ñ'i / (t¡ y por dimA. se entiende la longitud de una serie de com-
• posición de A¡-submódulos propios para .los A¡-módulos respectivos. En [2] se 

demuestro que 

X ( ~ )· d· e~ ~,)/(~ "'r+1) r, Q.. • 1mA Q. . + q. Q.. + q. 
, • 1 • 1 f I f • 

1 ' 

(1) 

En este caso, {"" + "'r) / e~ + "'r+1) Q.. "' • Q.. h, 1 , 1 f , 1 es un anillo de Artín* y si en-

tende-"'1os por dimensión de un anillo de Artín R el número n de términos de -

una serie de composición de ideales: 

R ) c1 ) ••• ) en = (0) 

entonces en la fórmula (1) podemos omiti r .el índice A¡ 

concep t os coinciden. 

en dimA. 
1 

ya que ambos 

Sean ahora q-1 .,. •• . ,q h ideales primarios para 131, ••• , ph respectivamen-

te y sea a. un ideal arbitrario de 1),, Seo h' tal que a. ( l> ¡(1 i " h') 

y a. e: p. (h' + 1 i h). Entonces definimos la función de Hil&ert de a. 
' res pecto o q-1 .,. •• ~cr h , mediante la fórmula . 

h' 
¿ X~q_(r , a.¡) , 

i = 1 1 

* E •to se debe o que en el an i llo semi local o/ a. el ideal Q. + q/ a. es un ideal de de-
flnl ción de I a topolog í o de Jl / O, y por consiguiente el ani llo ( Jl / a.) / ( Q. + q/ Q) = 

• o/ ( a.+ q) es de Art ín. 
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donde 4¡ = a'.i\'i y q¡ = q i o¡ (prh;.ario para ?¡)• 
Si hacemos la convención de que X q.(r)>) == O, como para h' +1 ¡ h ~ 1 •• tien~ que a.o 1 = .o¡ , podemos escribir fo definición mediante la fórmula 

Resulta inmediato de la definición y de un resultado de P.Samuel [3], que para r 
suficientemente grande, X h q (r, a.) es un poi inomio en r. ,1 ,. •• , h 

3. Algunas propiedades de la función de Hilbert. 

Teorema 1. Sea -:O la complefación del anillo semi/ocal .o, <h,•••, q h 

Ideales para los primos máximos ?1 ,. •• ~h de .o, <h ,. •• ,qh sus •tensiones . 

en .o, a. un ideal de .1) y et su extensión. Entonces 

Xq tt (r ,., - X- - (r CÍ) • , ••• , ,h ,..., - h . ñ ' ,1 ,. •• .,...,h 

(Sabemos que la extensión induce una correspondencia biunívoca entre el conjunto 

de ideales primarios para los primos máximos de .o y el de prim~rios para los -
primos máximos de ii', Bol.Soc.Mat.MexJI, 1953). 

Con las notaciones anteriores, tenemos, según la definición 

h' 
X (r,a.)= L X~ (r,a . .) 'l1 ,. •• ,qh . i =1 ,¡ 1 

h' ~ X - X"' -q A (r,a.} = ·q (r,a..) 
1 ., ... . ,, h i = 1 ¡ 1 

(la h' es la misma en los dos casos) y por lo tanto bastará demostrar que 

~ X~ ~) X~ -h (r,a.. = h (r,a..) , ,¡ 1 ,¡ 1 
l~i~h'. 

Pero según [2]. si .o¡ designa la completación del anillo local ~ ~ .o¡ y G.¡, 

"" 41 son las extensiones a este anillo de los ideales "' Q.. 
1 

respectivamen -



te, se tiene 

~ -( ~) X- ~ X~ r,o.. = ,. (r,a.i) 
q 1 ,. 

• 1 
1 

y por consiguiente basta comprobar la igualdad 

la cual se sigue inmediatamente del lema siguiente: - ~ 
LEMA !:_ Los anillos :01 y ni ~on isomorfos y bajo el isomorfismo n~ 

tural al ideal et. le corresponde el ideal o. .• 
1 - 1 

Se sabe (ver [ 1], pag. 96) que o.~ a€., donde €. es un idempotente -
. 1 1 1 ~ _ 

de .o asociado a· ~.. Análogamente (con la misma E.) se tiene .0
11
•• .08. = o E. 

1"1 1 1 1 

lo cual demuestra la primera parte. Bajo la correspondencia natural del primer iso-

morfismo, al ideal cí. de ñ. le corresponde e_l ideal a.E. de .oe. (aclarando 
1 1 - 1 "v ·~ 

las notaciones, a. ( .o., a.= a.:O,. O.= a..o., ci. = a. Íl., cí."" io. ) . . En el 
I'\, 1 1 1 1 1 1 

segundo isomorfismo, a a.¡ le corresponde también a.:i, de d~de bajo la co-_ 

rrespondencia inducida por el isomorfismo natural entre ~. y o. , al ideal 4. ~ 1 1 1 

le corresponde el ideal a¡• 
Sea ahora a. un ideal de .o y .o ' = .o / a.. Si 

el ideal b + o./ o. de 
i> es un ideal arbitra-

rio de .o, des ignoremos con b' .o '. Así, o., de-
signará el ideal cero de .o'. Con estas notaciones podemos demostrar el siguien-

te teorema: 

TEOREMA 2. Sea .o un anillo ••miloca/, 

mos de .o y cri. Sea a. un ·ideal de .o y h' 
y a. [ P¡ (h' + 1 i h). Entonces 

P 1,-•• ,p h los ideales máxl-

tal que o. C p ¡ ( 1 i h ' ) 

X (r,o.) = X , , (r,a.') 
Cb ,. •• ,et h q 1.,. .. ,Cf h' 

Con las notaciones convenidas tenemos, por definición, 
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X , , (r,o.') = 
Ch,-•• ·Ah' 

Así pues, bastará demostrar que 

~ Pero como .1) ¡ es local y el ideal ~ a.. está contenido en el ideal de las no uni• 
1 

clodes de o., se tiene, (2], 
1 

Por consiguiente basta comprobar la igualdad 

x(q.)'(r,(~)')= Xrq, )¡(r,(~') 1) 
1 

la cual es una consecuencia de la correspondencia entre •ideales inducida por el 

i1omorfismo natwal entre los anillos 

Ahora daremos una propiedad que indica que la función de Hilbert de un 
idea I a. con respecto a (t1 ,. •• ,q h no depend~ _ más que de 'la intersección l 
de <h ,. .. ,qh, el cual es un ideal c?e d~finición de la topología del anillo semi· 
local o. 

Recordamos que si ? es un ideal de definición de .o, entonces .o/ f 
es un anillo de Artín ( [3], pag.7), y por lo tanto podemos hablar de la dimensión 
de este anillo de Artín o de un subanillo de él. 

TEOREMA 3. Sea .o un •illo semilocal, a. un ideal de .o, cri .,. •• At-
ldeales pri,,..io• asociados a los Ideales máximos p1 .,. •• . ~h de .o y 

1 -= ci1n •••rl 'lh• Entonces 
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x q i1 (r,O, = dim (t' + a)/ (l~r+l + a) • 
1,. •• , , h 

Por los teoremas 1 y 2 podemos suponer que o es un anillo semilocal 

completo y que a = (o). Así pues, demostramos que 

X q q (r,(o)) = dim f r / tr+l • 
1 ,. •• , h 

Según la definición , X ñ q (r,{o)) = 2 X ñi (r,(o)) y como los anillos , 1,.••, h , 
son locales, se tiene, [2] , 

"' o. 
1 

X ( { )) d. "'-'r "'-'r +1 d "'-', "'-'r+ l ~ r h I q ,·m q¡I q 1 q , o = rm , . . = 
· 1 1 1 

y por consiguiente bastará demost rar que 

lo c ual será consecuencia de los dos lemas · que a continuación se demostrarán. 

LEMA 2. El anillo l ' / f r+1 es isomorlo o lo sumo directa de anillos 'lf: 1?;+1 + .•• + 4V~t l • 

{Observarnos aquí que todos es.tos anillos son anillos de Art ín). 

Por ser .o semi local completo, sabemos [ 1] que es isomorfo a la suma 

directa 

"' ~ .0= 0 1+ ••• +.o h. 

Si a. es el homomorfismo proyección de 
1 -

~ .o sobre .o. y e un ide al! de .o, 
1 • 

entonces a.( e) :: e o .. 
- 1 

Ahora bien, como q~ (/_ p. (j / i), entonces 
- 1 1 

a..(q-.) = o.. Por otro lado , 
1 1 ' 

a .(q~) = q~ , y por co nsiguiente 
1 1 1 

a .{f') = a .(q' ... q'' = a . (q~) ... a .{q'h) 
1 1 1 h' 1 1 

~ , 
= q i • 



O. aquí tenemos 

'lér "" "'r + + "'q hr "' ;::;; c::t 1 ••• 

donde la sumo es directa y r un entero arbitrario. Esto demuestra ya el"lemo, 

puesto que 

LEMA 3. S; A1, ••• ,Ah son anillos de Artín, entonces su suma directa 

A = A 1 + ••• + Ah es un anillo de Artín y 

dim A= dim A-
;= 1 1 

Sea d.= dim A.. Entonces existen series de composición de ideales: 
1 1 

Formemos lo siguiente cadena de ideales paro A: 

Esta cadena es de longitud d1 + d2 + ••• + dh. 

Bastará pues demostrar que es una serie de composición • 

. Consideremos un factor arbitrario 

~ {A 1 + ••• + A. 1 + A .. )/ (A 1 + ••• + A. 1 + A1 • 1 ) = 
•- 1 1 •- ,¡-

7 
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. 
A .. /A .. n (A1 + ••• + A. + A .. 1 ) = A . ./ A .. 1 IJ t¡ 1•1 11 1" 1f 1,1-

los cuales son anillos sin ideales propios por ser 

series de composición. 
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Serre [2, p.441] definió un producto-O (cup product) de cocadenas en la 

teoría singular cúbico. Recientemente MacLane [ 1,-§5] demostró que lo defini -

c ión anterior concuerda con la del producto-O de Cech-Alexander en la teoría s ing~ 

lar simplicial. En este artículo se obtienen fórmulas explícitas para los produc-

to s- i {cup-i products) de cocadenas, módulo 2, en la teoría singular cúbica y se -

demuestra que los cuadrados, que estos productos-i definen en los grupos de coho-

mología, satisfacen las condiciones que impone Serre (3, p.222 ] paro caracteri-

zar o los cuadrados de Steenrod. 

§2. PRELIMINARES. 

Seo el intervalo cerrado [O, 1] , l"(n 1) el producto topológico de 

n factores iguales o l. Designemos con T al complejo que se obtiene descom-
poniendo celulormente al intervalo [ O, 1 J del modo usual, esto es, T tiene uno 

1-célula , los dos vértices O y 1, y su orientación es tal que di = 1-0, donde d 

es el operador frontera. Seo T n el complejo producto de n factores iguales a 

1 • Una célula , de I" es un producto topológico o-1 x 02 x .. . >< o" don-
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de o-. es uno célula de T. Por definición 1 

(2.1) 
n dimu- 1 + ••• • dim u. 

d r = ,e- () 1-1 X X <_, L • 0"1 0-2 • ., X 
i = l 

o. X de,·. 
1- 1 1 

X a X • •• x , 
i + l n 

En este artículo usaremos de un modo sistemático la notación siguienfe : 

Los letras H, K, L, M denotarán conjuntos finitos de números enteros posi-

tivos; 1-{H) será el número cardinal de· H. Sea CH el complemento de H res-

pecto al conjunto de los enteros positivos; 

mente creciente de CH sobre HU CH. 
q>H representará a la función estricta-

Usaremos las letras a., /3, y , S para 

designar funciones definidas en alguno de los conjuntos H, K, L, M y con valo -
res en el conjunto {O, 1}; e será siempre un elemento de este último conj11.1nto. 

Toda célula = o-1 x ••• x O"n de I " determina biunívocamente al par -

(H,a ) definido así: i € H si y solo si dim o-. =O; 
1 

A(H, a ) le llamaremos e/ par de ~ . 

a {i) = o. 
1 

poro H. 

Sea K . q.rbifrario y /3 definida en K. Si C(ín} es el grupo de coca-
rs 

denos enteras de I" definimos un homomorfismo 

(2.2) >{ : C(Í") • C(í") 

de este modo: 

Sea , una célu1a de I" y (H,a) su par, entonces 

(o) Si <P~1 (K) ( { 1, ••• ,n} es >13 K ' la célula de T" 

cuyo par ( L,y) es tal que 

· a {i) si € H 
L = H Uq>- 1(K) y (i) = H 

P<PH(i) si i € <p;/(K) 



(b) Si q,.: (K) ( { 1, ••• ,n } defin imos >{, ... O • 

Son con s ecuencias inm.d iotas de esta de finic ión: 

(2.2 1J t"" x.~H I" si (H,a) e s e l por de 

(2.22) >l >/3 L K =~ 
donde 

.B(i) s i 

M = KU ~- 1 (L) . o ( i) = K , 

yq,K(i) s i 

11 

{:_ 

i e K 

i e q,K1(L) • 

Cuando a e s constante y de valor e se escribirá x.t en lugar de A~ ; 

a i H cont iene un s olo el emento i se escribirá A~ en lugcr de A17(¡}• 
S. a i =o-1 x ••• x O-n de par (H,a ) y de dimen si ón q. Entonces por -

(2.1) : 

clha o-1+ •• • + d hn a , 1 [ 
d ( = L (-) ,- a1 x . .. xu- i- 1 x l x o-1+1 x ••• xo-n• 

i (H 

- q>H(i) [ o 1 - ¿ (-} ~m ( · ) ~ - X. m ( º) i ] • 
i fH TH I TH • 

Por consigu iente 

(2.3) 

Seo 1 m n, M ( { 1, ••• ,n } tal que v (M) = n-m y seo y def ini-
da en M. Defin j mos un homomorf is mo 

(2 • .C) 

tal que . 
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(2.41) A "Y (A.ª I "'} ::: 'A.ª 'A._'Y In 
M H H M 

Proposición 2.42: A~ sumerge C(I"') en C(Iº). 

Demostración: Por (2.22) .X..ªH >.,YM I" = >-{ X~ I" implica 

por lo tanto el núcleo de A~ es cero. Además 

Por consiguiente A"YM d = d A~ • 

- A1 - Af -Proposición 2.43: Sea C.(lm) C(I n) ---+ C(I P). Entonces 

donde el par (K,S) utá determinado por la condición x>'M = tK . 
La demostración de (2.43) es trivial. 
El homomorfismo AYM induce una inmersión 

(2.44) A~X A~: qTm X Tm) • c(fn xT") 

definida del modo siguiente: 

(2.45) 

Estudiaremos ahora, en el caso particular de los complejos I", a las operacio-

nes D ¡ de grado i ( i entero no negativo) def inidos en [ 4] • Previamente recor -

demos algunos definiciones. 

Si , es uno célula de I" • sea I el subcomplejo de I" cuyos células -

son las caras de (. Sea C : I" • I" x I" el portad~ diagonal : C(O = I x ,. 

e, T : 1° XI" • I" XI" 

son las transformaciones de cadena* definidas así: e = identidad; 

* Tr a ducimos así el término II chain mopping ". 
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P· = dim {,-. 1 1 
donde 

Definición: Una operación de grado de I" XI" es un homomorfismo 

tol que D. e (fn) e e . (I" xT"). 
1 q q+ 1 

Definición 2.5: A uno sucesión { O¡}, i = O, 1,2, ••• , de operaciones de 

1" cm I" x I" llamaremos aquí sucesión-S en I" sí: 

(a) 

(b) 

(e) 

D. tiene e I portador C. 
1 

D 0 es una transformación de cadena. 

dD¡ + (-)i+1D¡d = (T +(-)¡e) D¡_
1 

, i l. 
Nota: En [ 4] se demuestra lo existencia de sucesiones-Sen circunstancias 

mucho más generales que las cons ideradas aquí. 

Se deduce inmediatamente que los términos no nulos de todo sucesión-S en 

son de la siguiente forma: 

(2.51} . , 

D0 J, = a(OX 1 + 1 X 1) +(1-o}T(O x 1 +I x 1) 

0 1 1 =(2o-l) 1 x 1 ; 

donde o es un entero cualquiera. 

Definición 2.52: Llomoremo ,s sucesión princial en 

rrespo ndiente at valor l de o, esto es, aquello en lo cual 

0 0 1 = Ü X 1 + 1 X 1 , 

Sean m y n dos enteros positivos. Definimos 

(2.53) 

a lo sucesión-S co-
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tal que 

donde CT1, 0-2 € 1 m, 7 1, T2 E I"; p 2 =dimo-?, q 1 = dim 7 1 • 

Se pruebo fáci I mente que µ es una transformación de cadena. 

Lo proposidón que sigue es un caso particular de un resultado bien conocido . 
Proposición ?.!;4: Si {D/}, {D¡' .} son dos sucesiones-Sen Tm, I" 

respectivamente entonces es {D.} una suces ión-S en Tm +n s; 
' 

. (2.55) 
i 

D. (a x r) - µ L (-)p(i+¡) D.1 a- x Ti O'.' .. r , 
1 i ::-.: o 1 ,-, 

donde u- E Tm, TE I" , p - dimo. 

(2.56) Tenemos ahora las siguientes definiciones: 

- + La sucesión {D.} en I m n dado por (2.55) se llamará producto de las -
• 1 

sucesiones {D¡'}, { D;'} en Tm,Tn respectivamente. 

Uno fomil ia-S es una. colección de suces iones-S donde existe para cada n 

uno y solo una sucesión-Sen I". 
Una familia admisible es una fomília-S donde la sucesión en ¡m+n es el -

producto de las sucesiones en Tm, I" respectivamente. En este caso se dirá 

que lo sucesión-Sen T genera a la familia admisible. 

La familia principal es lo familia admisible generada por la sucesión princi-

pal (2.52) en T. 
Demostraremos ahora lo existencia de familias admisibles y de la familia 

principal. 

Teorema 2.57: 

Demostración: 

Toda sucesión-$ en genera a una familia admisible. 

Sea {D.} una s uce s ión-S arbitraria en 1 • Obtenernos uno 
1 

fomil io-S definiendo inductivamente: 

Si n > l la sucesión-Sen 1" es el producto de la sucesión en l"- 1 

por lo sucesión en l. 
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D•mostraremos por inducción que esta familia es admisible; la inducción se 

hord rHpecto a la dimensión de los complejos I" · Si n = 2 la sucesión en • 

P' H el producto de la sucesión en T por sí mismo por definición. Supongamos 

al.ora que para 2 < n < p + q, donde p y q son enteros positivos, ~a suce-

tl ón •n I" es el producto de las sucesiones en Tk, Tm donde k + m = n. 
- + ur11id1re mos I P q, q > l. Sean 

101 transformaciones de cadena definidas en (2.53). Sea , € Tp+q entonces 

donde Por definición 

i (i+j)dim -r o.,=µ L (·) 1 D.T1xTiD. ,T2 
• i =O •-1 

[ . d ¡ m -r 1 T ¡ -1 D ] = µ D. 71 X T' D 'T2 + (-) D. 'T1 X 1¼'. • 1 O 1-1 ' 

P•ro r 1 = o-1 x o-2 donde a-1 € TP, 0-2 € Tq-i, entonces por la hipótesis de 

lo Induce ión tenemos: 

i (i+j)dim a-1 . 
D. 7i = µ 1 L (-) D. 0-1 X T 1 D .. 0-2 • 

' i =O 1 •-1 

Por consiguiente 
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. ( i+j)dim o-1 µ( D.T1 X T'D 7"?) = µ ¿_ (-) ( µ1(D. (T¡ X Ti D .. 0'2)] X Ti D T2 
' o j:!!O 1 ,-, o 

i ( i+¡)dim u . = /J,3 ¿ (-) 1 D. cri x µ.2 (T 1 D. , a 2 x Ti D
0 

T2 ) 
¡=O I t- 1 

Anó logamente: 

i- 1 (i+¡-1)dlm CT1 D. Ti = µ 1 L (-) D. CT1 X Ti D. . ª2 , •- 1 j=O ,-,-1 

i ( 1 +¡ -1)d im o- . - . . 
== µ. 3 ¿ <·> . i o. o-1 x T' µ 2 (O .. 1 ª 2 x r•-,-1 D1r.2> 

j = O 1 1-1-

Por lo tanto 

( )d ¡ m a 1 + d ¡ m -r 1 O T ¡ -, · -1 O 1 ,r2 ] + . . . (7,. X ,. . ,-,-1 .. 
, . 

lo que significa que la sucesión en Tp+q es el producto de las sucesiones en -

fP e Tq. Así pues el teorema está demostrado. 

Podemos caracterizar a las familias admisibles del siguiente modo: 

Teorema 2.58 : Uno condición necesaria y sulici•nt• para que uno lami lla-S 
sea admisil,/e es la r:onmutatividod de los diagramas 
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/\,'Y C (1 m) ___ M_~ 

Di l 
Demos tración: 

( 1°) La condición es necesario. 

Debido a 2.43 basta de~ostrar Di(~I") = (A~x A;) Di lm lo que haremos 

1•nr Inducc ión respecto o n. Si n = 2 se compruebo sin dificultad lo validez de 

lo ,,, oposic ión; supongamos pues n > 2. Sean p y q enteros positivos tales 

ífuñ p • q = n; pongamos 

H = Mn { l, .•• ,p}, K = M n {p+l, ••• ,n}, 

rlnr-ulo V': { p+l , ••• ,n} • { l, ••• ,q} es estrictamente creciente. _ 

Defin imos a y /3 en H y L respectivomentede este modo: 

n.(i) = y(i) para i E H ; /J/l(j) = y (j) paro E K • 

~. 11ene: /\."Y I" = >.ª jP X A/3 !P M ''H L 

Si z,,(M) < n-1 se puede suponer v(H) p-1, v(L) -:S q-1. Ahora por -

(2.55) y utilizando lo hipótesis de la inducción 

0
1 

"-'YM I" = µ ± (-)(p-v(H))(i+j) D_ /\. ª 1P X TÍ D .. 0 lq 
¡ = O I H 1-1 L 

= ,, .i (p-v(H})(í+j) Aª\ D.lp-a,(H)x(Afix AP) TÍ D .. ¡q-v(L) ,- (-) (AH X 1-f , L L 1 -, 
i= o 

=( A'Yx A'Y)(A ª xAª)µ' (-)(p-v(H))(i+¡)D. lp- v(H) x TíD. ¡q-v(L) 
K K H H i = O 1-¡ 

= (A: x A~) Di lm. 
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Si v(M) = n-1 entonces una de las dos células X1H !P, >-!l lq es cero 

dimensional. Si !P, lo es 

=(A'Y X /\.'Y) '(D Aª lp X D lq-v(L)) K K µ 0 H i 

Si lq es la de dimensión cero, el razonamiento es análogo. 

(29) La condición es suficiente, 

Sea Basta demostrar 

i (i+¡)dim -r • 
D . S = µ L (-) 1 0. T1 X TI O¡ -,· 'T2 

' j=O 

Podemos considerar dos casqs de acuerdo con la dimensión de T2 : 

(a) T2 = i • 

Sea ..,-1 =.\?'M1n-l entonces ,=X"Ml". Porhipó _tesis D¡t=(¡\;xA~) · 
O. ¡n-v(M) • Ahora 

1 

i {i+j)dim -r . . dim r. 
µ ¿ {-} 1 D. T1 X TIº¡-,· T2 = µ [D. 'T1 X 11 D01 + (-) 1 

j=O ' 

D. T- X ri-l o I] = 11. [(A'Y X A'Y\ D. 1n-l-v(M) X Ti D 1 + 
1-1 1 1 r-. M 1K I o 



19 

D. i 
1 

(b) 'T2 = E 

Sea T 1 ::: ">? l"- 1 entonces M r ='R' >f I" '.:. M n • E mpleondo 2.43 puede expre-

t«rt• la hipótesis así: 

Ahora 

1 ( i +j}dim -r1 } 1 ): ( - ) D. T1 X l j D. . T2 = µ(D. T1 X l i D E) 1- 0 1 1-1 1 o 

= (¡\ MYx ¡\MY)µ' [D .• 1n-1-v(M) xTi Do E] = (AYxAY)D· AE ¡n-J.'(M) 
M M I n-v(M) 

= (AY x AY)(A E x AE } D 1n-1-v(M) 
M M n-v(M) n-v(M) i 

Lo proposición siguiente es uno consecuencia inmediata de (2.55): 

Proposición 2.59: Sea {O.} una familia admisible entonces lo es la fa. 
1 

milla { TD .}. 
1 

2.6 La última parte de este§ comprende dos asuntos. El primero de ellos 

H lo comparación entre las operaciones de una familia adm isible arbitraria y las 

del mis mo grado de la familia princ ipal; el segundo es la descripción de las expre- . 

• Iones para 

pal. 

D. lh en una familia admisible y especialmente en la familia princi-
' 

Las dos afirmaciones siguientes se demuestran por inducción ; en estas de-
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'1\0straciones no hay dificultades ese~ciales y por ese motivo solo se bosquejarán. 

Teorema 2.61: Si {D.'} es vna familia arbitraria admisible y {D} es 
1 i 

la familia principal entonces 

o D! = D 
1 Í mod.2 para toda ' o D.' = T D 

1 Í 
mod.2 para toda i. 

Demostración: En las operaciones D' son de la forma (2.51); si a i 
es impar D .' = D. 

1 1 
mod,2, si o es par D~ = TD. mod.2. Ahora por inducción 

1 1 

y usando (2.55), en . I" se obtiene en el primer caso D.' == D. mod.2 y en el 
1 1 

segundo D ¡' = T D~ mod.2. 

(2.63) 

donde 

Teorema 2.62 : -. S; '{D.} es una familia admisible entonces 
1 

H 

(a) 

(b) 

(e) 

Si 
(d} 

(e) 

D. I" = 
1 

¿ p 
(H,K) HK 

-,! I" X 'A_ª I" K H 

y K son subcon;untos de { 1, ••• ,n} y: 

pH K es un número entero. 

H nK = O. 
v(HU K) = n-i. 

(i..::; n) 

{Di} es la familia principal se tiene además : 

1 PHK 1 = l 
La suma (2.63) contiene uno y solo un término para cada par ordenado 

(H,K) que sati.fa9a (b) y (c). 

(f) Seo = r-v [(HU K) n{ 1, ••• ,r} J, T¡(j) = O si es par, 7,(j) = l 

si es impar. 

Si r E K, ,B(r) = TJ(j); si r H, a(r) = l-17(j). 

Demostración: Se compruebo inmediatamente la validez de (b) a (f) para 

n == l. Para n > 1 pongamos I" = 1"- 1 X I y apliquemos (2.55); por indu~ 

ción se demuestran (b), (e), (d), (e), y si la familia es la principal se deduce: 

Para par: si n E K, ,B(n) = O; si n EH, a(n) = 1 • 

Para impar: si n E K, {~(n) = 1; si n E H, a(n) = O. 

Consideremos ahora un término arbitrario f K 1" x A.ªH 1" en (2.63 ). Seo 
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1 r .( 11, L = H r'"1{ 1, ..• ,r} , M = K n { 1, ••• ,r} , --y y s restricciones de 
,, y /l 011 L y M respectivamente. Entonces Ar, I' X 

M 
-,.._y I' 

L es un tér-

ml,111 do D. 
1 

I' donde = r-v(LUM}, así pues (f) vale. 

§3. LOS PRODUCTOS-i. 

3.1 Sea X un espacio topológico. Un cubo singu-lar n-dimensional de 
)( "ª un<J función continua u : I" • X. Un cubo u de dimensión n > O es 

Jtg•nerado s i u(t 1,•••,tn) = u(t 1, ••• ,t 0 _ 1,t~) cualesquiera que sean los valores 

Ut! t1,•••,tn_ 1 , t 0 , t~ • Sea Qn(X) el grupo abeliano libre generado por los -

1• • 11h01 de X, Dn(X) el subgrupo de Q"(X) generado por los n-cubos degene-

r•udot; s e definen Q.(X) y D(X) como las sumas directas de los grupos Q0 (X~ 

y D,,(X) respectivamente. 

P oro K arbitrari~ y /3 definido en K definimos un homomorfismo 

(~t.11) .>f!K : Q(X) • Q(X) 

Je u te modo : 

Sea u un n-cubo de X, entonces 

(a) Si K ( { 1, ••• ,n} , ,>!K u es el cubo de dimensión m = n-v(K} -

In I que 

IJ.r: 

(3. l 2) 

donde 

donde Y¡ = 

(b) Si K ( {1, ••• ,n} definimos .,í1K u = O. 

,E{i) si i E K 

si i /K 

Esta definición es análoga a (2.2) y tiene la misma propiedad formal, a sa-

si i E K 
M = KUcp-~ (L); S{i) = 

si j E cp~1 (L). 
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Haremos también las mismas convenciones de notación, esto es, se escribi-

rá "-EH en lugar de AªH cuando et es constante y A~ en lugar de -\\ ¡}·· 

Al cubo JJ3K u le I lamoremos coro de u. 

3. 13 E I operador frontero 

d : Q(X) • Q(X) 

se define por lo condición 

(3. 14) 
n i 

du::: ¿ (-) (.>f.u - >tu}, 
' f i= 1 

n ::: dim u • 

Se deduce fácilmente que (3.12) implico dd :::Q. El grupo D(X) es un 
,. 

subgrupo estable* del grupo diferencio/ Q(X) entonces C(X) ::: Q(X) D(X} es 

un grupo diferencial¡ es, por definición el grupo de los cadenas cúbicos singulares 

de X. Se denoto con Cn(X) al grupo Qn(X) Cn(X) y se tiene C(X) = 
L Cn(X); C (X) es el grupo de los n-cadenos y es un grupo libre con uno base n n 
cuyos elementos están en correspondencia biunívoco con los n-cubos no degenera-

dos de X. Si G es un grupo abeliono C"(X;G) es el grupo Hom(Cn{X),G} 

y se l lomo el grupo de los n-cocodenos cúbicos de X con valores en G. Si A 

es un subconjunto de X el grupo C" (X,A;G) es el subgrupo de Cn(X;G) cu-

yos elementos se anulan en los cubos de A . E I grupo C" (X,A;G) puede iden-

tificarse canónicamente con el subgrupo de Hom(Qn(X),G) cuyos ~lementos se 

anulan en los cubos de A y en los cubos degenerados de X. Aquí considera-

remos solo el caso en el que G = Z 2 = grupo de los enteros módulo 2. 

3.15 Diremos que un cubo es regular si sus caras son diferentes entre 

sí. Es fáci I ver que en X existen cubos regulares de cualquier dimensión ·si y 

solo si X posee uno arco-componente (componente según arcos) que no es un -

punto, Si todas los orco-componentes de X son puntos lo cohomologío de X 

es trivial; en lo que sigue supondremos que no se da este caso. 

3 ,2 Podemos introducir conceptos análogos o los definidos en §2: 

3,21 El grupo J(X) = Q(X) '8 Q(X) es un grupo diferencial graduado _ -
• D(X) contiene o su imagen segun d. 
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, •111 ,1 ori•ro dor frontero (que también designaremos con I<. letra d): 

d(u ® v) = du v + (-)P u ® dv , p = dim u 

-.i Jlt I'• urmlvodo por los grupos J 0 (X) = X Qp(X) ® Qq(X). 
p+q=n 

j 1,:11) T : J(X) • J(X) 

•• •I liomtJmorf ia mo tal que T(u ® v) = (-)pq v ® u donde p =dim u, q = dim v. 

14 l,t ldu1tldod on J(X) la denotaremos con e. 
:l,'.l-4 SI u es un cubo de X denotemos con Q [u] al sli>grupo de Q(X) 

"911f'todv por 1odas los caras de u~ Q [ u] es un subgrupo estable y sumando directo de -
¡¡,<), :.i.n Jlul • Q[ u]0 Q[u]; puede considerarse J[u] comosubgrupo•tabledeJ(X). 

3.2.5 Sean s y u dos cubos de X de dimensiones m y n res-

r .. , t lvumwnt• y su pongamos l m .( n. Sea M ( { l, ... ,n} tal que v(M) =n-m 

'y y d•flnlda en M. Si s es regular definimos dos homomorfismos 

A~: Q[s] • Q[u]; A~ ®A': J[s] • J[u] 

t•or lu1 ondlci ones 

3.26 Una operoc ión de grado de Q(X) en J(X) es un homomorfi_s 

'"º 
D. : Q(X) • J(X) 

1 

•1u• •ot la face la condición 

3.2 7 Una sucesión-Sen X es una sucesión de operaciones {O¡} 
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i = 0,.1,2, •• , de Q(X) en J(X) taleg que: 

(a) D,u E J [u] 
(b) DO es una transformación de cadena. 

(c) dD¡ +(-)i+l D¡d = (T +(-)¡ e) D¡_ 1 , i l. 

(d) Son conmutativos los diagramas (véase 3.25) 

Q [s] 
A'>' M 

D; l 
A'Y ® A'Y 

J [s] 
M M JI u] 

3.3 En este párrafo obtendremos algunos proposiciones que permitirán de-

mostrar que toda familia admisible determina uno sucesión -S en X y recípro-

camente. 

Para cada n-cubo u de X, n 1, definimos un homomorfismo 

(3.31) u# : C(I") • Q(X) 

por la condición 

(3.32) 

Proposición 3.33: u# es una transformación de cadena. 

Demostración: Evidentemente u# conserva el índice de las cadenas 

de dimensión cero. El resto de la proposición es consecuencia inmediato de 

(2.3) y (3.14). 
Cons ider1 ,mos los homomorfismos A~: C{ím) • C(í") ; 

u# : C{Í") • Q(X) ; (~ u)# : c(ím) • Q(X) donde M ( { l , ••• ,n} , v(M) =n-m 

y y está definida en M. Se tiene la 

Proposición 3.34: u# A~ = (,\?'M u 

Demostración: Por las definiciones anteriores 



El homomorfismo u, induce una transformaciÓn de cadena 

(3.35} u, @ u, : c(ín x I") • J(X) 

definida por la condición 

(3.36) (u1 u¡)(o x 7)) = u# 0-) ® u1 (T) ; u,-,- E I" 

Nota: la imagen de u# está conten _ida en el subgrupo Q[u] de 
Q(X). Por ese motivo usaremos también el símbolo u, para indicar •1 homtmm' 
fismo de C(í") en Q [ u] inducido por (3.31). Para u1 ® u1 haremo1 
i.ia cons id e roe ión semejante. 

Es inmediata la 

Proposición 3.37: Los siguientes diogra,z,,as son conm_utatlYOa 

C(í" XI") 
u,® u, 

J{X) C(Í"' X lm) 
s 1 e s1 

J{1) 

T l ll A'Y X A-Y l A7 eA 7 l M M M M 
u# ~u# u,eu, J[u] C(Í" xT") J(X) C(Í" XI"} 

Definición* 3.38: Si { D1} es una familia admisibJe definimo• utta i . 
cesión de o~raciones {D¡} de Q(X) en J(X) del modo sigui•nt•: 

Sea u un n-c:ubo de X entonces 

si n > O 
(3.39) 

D
O 

u = u e u , DI u = O . paro i > O , si n = O. 

* . 
Esto definición •• consecuencia de uno sugestión d•I Dr. José Adem. 
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Teorema 3.4: Lo sucesión definida en 3.38 es una sucesión-Sen X. 

Demostración: 3.27(a) es una consecuencia inmed iota de (3.36) y (2.63), 

Tornemos un n-cubo u de X. Si n = O es evidente que se satisfacen las 

condiciones restantes de 3.27. Si n > O y M es arbitrario se tiene 

Enefecto: Si n~2, M({l,.,.,n} talque v(M)<n-1, apliquemos3.3.4y 

(2.58); se obtiene 

En los casos restantes se obtiene directamente este resultado. 

Así pues para l j n es D¡ >-_E:¡ u= (u#~ u#) D¡ ti I". Por consi-

guiente Di du = (u# 8 u1) D¡ di". Ahora en 2.S(b} y (c) apliquemos el homomor· 

fismo u# '8l u# a ambos miembros de las igualdades correspondientes; por (3.35 

y 3.37 resultan 3.27(b} y (c). 

Demostremos ahora 3.27(d): 

Por 3.37: 
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Por consiguiente Di AYM(A~i) = (A~ @A-r) D¡(.>\..a.Hs), y 3.27(d) está de~ 
mostrado. 

Teorema 3.41: Toda sucesión-S en X se obtiene de una lamilia adtnlsl 9 

ble por medio de (3.39). 

Demostración: Seo { D ¡} una sucesión-S arbitrari~ en X. Para coda 

n 1 elijamos un n-cubo s regular; los homomorfismos s 1: C(í") • Q [s] y 

s# ® s#: C(f" x I") • J [s l son isomorfismos y por medio de sus inversos tras -

ladamos o I" los operaciones D. restr ingidas a Q [ s]. Se obtiene así en I" 
1 

una sucesión {D¡} de operaciones y 3.27(a), (b} y (e) implican que esta es una 

sucesión-S; 3.27(d} implica que la sucesión en I" no depende del n-cubo regular 

elegido. Obtenemos así una tamilia-5. Sea ahora v = A~ s donde M ( { l, ... ,n} 
es tal que n- v (M) 1. Pongamos m = n-v (M). Se tiene el diagrama conmuta-

tivo. 

c{fm) V# Q [ v] 
A'Y M Q [s] 

s¡1 
• C{f") 

D. 

l D l D; l 1D; 1 

' AY @AY 
V#® "# {s# ®s#)- 1 

-c(fm X 1 m) J[v] M M ) J [ S] · ) C(I " X T"> 

Lo composición de los homomorfismos en el primer renglón es A~ y en -

el segundo es A~ x A~. Por 2.58 lo fomilia-S definido antes es adm isible. 

Ahora seo u un n-cubo arbitrario can n > O. Denotemos con A
0 

, A
0 

® A0 

t1 los homomorfismos, definidos en 3.25, de Q [s] en Q [u] y J [s] en 

J ( u] respectivamente. Se tiene el diagramo conmutativo 

c(ín) s, 
Q [s] 

A o , Q [u] 

:'L s# sg 
D; l 

A @A 
1 D; 

C(I n X In) J [ sJ _g o, J [u] 
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la composición de los homomorfismos en el primer renglón es u11 y en 

el segundo es u#~ u#, por consiguiente Diu -_ .(u 11 % u11) Di In. En co nsecu en -

cia la sucesión-Sen X se obtiene de"una familia admisible por medi o de (3.39) 
Definición 3.42: La sucesión principal en X es la sucesión -Sen X 

que se obtiene de la familia principal por medio de (3. 39). 

Los teoremas 2.61 y 2.62 implican a los dos teoremas siguientes: 

Teorema3,43: Sien X es { D.'} unasucesión-Sarbitrariay { D .} 
1 1 

es la sucesión principal: 

o D.' = D.' mod 2 para toda o D'. ::. TD. mod 2 para todo i . 
1 1 1 1 

Teorema 3.44: Si { D. } es una sucesión-$ en X y u es un n-cubo, 
1 

se tiene: 

D.u = 
1 

(i n) 

donde se satisfacen las condiciones (a), (b) y (e) de 2.62. Si { D. } es la suce-• 
sión principal se cumplen además las condiciones (d) ,(e) y (f) de 2.62. 

3.5 Sean f t: CP(X,A¡Z 2 ), g E Cl(X,A;Z 2 ). Definimos 

f ® 9 E Hom(J + (X ),Z 2) p q 

por las condiciones siguientes: 

Si u y v son dos cubos de X tales que dim u + dim v:: p + q 

entonces 

(f © g)(u@ v) -= f{u),g(v) si p = dim u, q = dim v 

(3.51) 

(f ® g)(u ® v) "' O en I os casos res tan tes. 

, 
Se obtiene de este modo un apareamiento bilineal de CP(X,A;Z 2 ) y 

Cq(X,A;Z 2 ) en Hom(Jp+q(X),Z 2 ). 

Dada una sucesíón-S { D.} en X consíderemos el dual de D.: 
1 1 



D~: Hom (J(X),Z 2 ) • Hom(Q(X),Z 2 ). 
1 

Obsérvese que este homomorfismo proyectd 

Hom(Q .(X),Z:.tl• n-1 
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en 

Definición 3.52: E I producto-i, 

{Di} está definido por las igualdades 

f V g, de f y g según la sucesión 
i / 

(3.53) 

f V g = D~ (f ® g) , i O 
i 1 

f V g = O 
i 

i < o • 

3.54 Si la sucesión {D.} es la principal escribiremos 
1 f-:---g ~n lu-

' gar de f V g. 
i 

Por la condición (b) de 3.44 se deduce {f \( g)(u) = O si u es un cubo 
1 

degenerado; por 3.37(0) · (f 1/ g)(u} = O si u es un cubo de A. Por consiguien-
• 1 

te f V g E cp-+q-•(X,A;Z2) • 
i 

Proposición 3.55: El producto-i es bilineal y se tiene /o f5rmula 
d(f V g)::; df V g + f V dg + f V g + g V f 

i j j ¡-1 ¡-1 

Demostración: La bilineolidad del apareamiento de CP(X,A;Z 2 ) y 

Cq(X,A;Z 2 ) en Hom(Jp+q(X),2 2 ) implico lo mismo propiedad para el producto-i. 

Para demostrar la segunda porte de lo proposición basto emplear o los duales de -

3.l7(b) y (e). 

Observación: El Teorema 3.43 implica: ó f V g = f _.g paro todo 
. . ' i 1 

ó f \/ g = g_f para toda i. Por lo tonto .es suficiente considerar únicamente 
i i 

al producto _ • 
i 

Por (3.51) y 3.44 se obtiene inmediatamente la sig .uiente descripción del ' 

producto ._ : 
1 

T eoremo 3.56: Si f E CP(X,A;Z 2 ), g E Cq{X.A; Z 2 ), i p + q, y 

u es un (p + q - i)-cuf»a de X: 
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(3.57) 

donde H y K .son .subconjuntos de { l, ••• ,p-+q-i} y: 

(o) Hn K = O. 
(b) v(H) "' p-i ; v(K) = q-i • 

(e) La suma en (3.57) contiene uno y solo un término para cada par orde-

nado (H,K) que satislaga (a) y (b). 
(d) Sea ¡ = r-v[(HU K)n{l, ••• ,r}], 77(¡) = O si es par, 1](j) = 1 

si es impar. 

Si r E K, ,B(t) = 77{¡); si r E H, a(r) = l-77(¡) • 

§4. LOS CUADRADOS-i 

Sea H"(X,A;Z 2 ) el n-grupo de cohomología de (X,A) con el grupo de 

coeficientes Z 2 • En este § S será el operador cofrontera H "(A;Z 2 ) • 

H"+ 1 (X,A;Z 2 ). Una función continuo F:(X, A) • (Y,B) induce un homomorfismo 

F #: Q(X) • Q(Y) cuyo valor en el cubo u de X es el cubo Fu de Y; se 

deduce inmediatamente la propiedad: .>-.:M(F f.u) -= F tC.>-.:Mu) donde (M, es ª! 

bitrario. El homomorfismo F#, dual de F#, proyecta C"(Y,B;Z 2 } en 

C"(X,A;Z 2 ) e induce el homomorfismo f*:H"(Y,B;Z 2 ) • H"(X,A;Z 2 ) asociado 

a la función F. Si f es un cocido denotaremos con { f} su clase de coho-

mología. 

Por 3.55 existen homomorfismos 

(4.1) 

tales que 

(4.2) Sq ¡ { f} .., { f f} 
1 

4.3 A continuación se demuestra que los homomorfisrnos (4.1) satisfacen 
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los condi -ciones de la caracterización -de Serre [3,p.222) • 

Los homomorfismos (4.1} satisfacen los condiciones siguientes: 

(4.31) F*Sq¡ = Sq¡ F* donde F :(X,A) • (Y ,B) 

\ 
(4.32) SSq¡ = Sqi+1 s donde S~H"(A;Z2) • H"+1 (X,A;Z 2) 

(4.33) Sq x = x 2 
o donde x2 es e 1 "cup product" . de X 

(4.34) Sq. X= o 
1 

si d im x < j • 

' Demostración de (4.34): 

por (3.39) se deduce D ¡ u = O. 
Sea u un cubo de dimensión 2n-i; si i > n, 

Por consiguiente f.._, f == O si dim f < i. 
i 

Así pues se satisface (4.34). 

Demostración de (4.31}: Sea f un n-coc iclo de (Y, B) y u un cubo 

de X de d imensión 2n-i. Por (4.34} podemos suponer i ..$-n. Por el teore-

ma 3.56 tenemos 

"" F# . /3 # (1 # # = L f(A:Ku) •F f{.\Hu) = {F f ,_, F f)(u) , 
(H,K) i 

lo que implica (4.31). 
Demostración de (4.32): Sea f un n-cociclo de A y f E H"(A;Z 2) 

su clase de cohomología. Lo cocadena df es un cociclo de (X,A) y su cla-

se de cohomología es Sf por definición. Se tiene Sq .+1_of= {df - df}. 
1 i+1 

Ahora por 3.55: d(f_ f) + d{f _ df) = df -- df. Ya que f ._.. df es una co-
i ¡+1 i+1 ih 

cadena de (X,A), se obtiene (4.32). 

Demostración de (4.33): Sea f un n-c:ocicl o de {X,A}. Por 3.56 se 

tiene para i = O: 
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donde H y K son complementarios y H recorre la familia de subconjuntos 

con n elementos de { l,.,.,2n}. Esta es la fórmula del cup product, definida 

en [2,p.441], para el caso particular en el cual el grupo de coeficientes es Z 2 • 
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En esta noto, llamaremos anillo de Zariski a un m-anillo .o tal que • 

esté conten ido en la intersección de todos los ideales máximos de n, 1• Designa 

remos con E la completación del anillo de Zarisk i n y con ti el ideal i>• 
de .8. Como de costumbre, si a es un ideal de o, llamaremos extensión de 

a. al ideal Ea. de o. 
Recordamos que un ideal a. del ani }-to de Zariski .o es abierto si y 

sólo si .a contiene una potencia del ideal m. 

El objeto de esta noto es de demostrar la siguiente propiedad : 

TEOREMA. Si .o es un anillo de Zariski y .6 su completoción, en -

tonces la extensión induce una correspondencia biunívoca entre el conjunto de to-
dos los ideales ab iertos de .o y e/ conjunto de toáos /os ideales abiertos de o_ 

En primer lugar, lo extensión de un ideal abierto de o es un ideal abi• 
* Recibido el 25 de febrero de 19~. 
1 En uno noto anterior (Bol.Soc,Mot.Mexj,cono, Vol. 10, Nos, 3,-' (1953}) o estos anillos los 

11 amomo s .semi locales general izados '. 
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to de 
A n. En efecto, si 

es decir, a..o es abierto, 

a es abierto, a· ) m n de donde a.o J m "º= m", -

La fórmula a o n.o'"' a implica que la correspondercia inducida por la 

extensión es una correspondencia biunívoca entre el conjunto de todos los ideales 

abiertos de o y sus imágenes en o que como indicamos arriba son también 

ideales abiertos. 

Entonces folta solamente demostrar que esta-correspondencia es sobre. 

Evidentemente si a. es un ideal abierto de .o , su contracción -an .o es un 

ideal abierto de .o, ya que si <i ) mº, a r)L} J fu "n .o= m". Demostra-

remos que la extensión de este ideal a. n.o es precisamente a., es decir, que 

(
A ) A A a.n.o .o= a. 

·, 
que 'a J ~--n 
tonces existe 

Para ello bastará demostrar que (a.n .o) o ) a,. Supongamos -

y por lo tonto que a.no) m" . Sea 

a E .o tal que a =a(~"), de donde 

a un elemento de a..En 

to o E a., es decir, Por otro lado, 

o - o E Ul e a. y por lo t ª!:.' 
a -a E m n (l e (a.n .o) .o. Las 

dos relaciones obtenidos demuestran que a E (a. n.o)~, con lo que queda demos -

trado el teorema. 
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