DE LAS SINGULARIDADES QUE APARECEN AL PROYECTAR
VARIEDADES ALGEBRAICAS

Por Eminto Lyurs

1. Introducciéon

En la clisica obra “Théorie des fonctions algébriques” de E. Picard y G.
Simart se menciona la propiedad siguiente: a toda superficie algebraica (sin
singularidades) se le puede asociar birracionalmente una superficie (X, V', Z) =
0 contenida en el espacio proyectivo tridimensional sin méds singularidades que
una curva doble con puntos triples, siendo estas singularidades las mds generales
en su género. .

El objeto principal de este trabajo es el de estudiar las singularidades que
aparecen al proyectar una variedad sin puntos singulares de.un espacio pro-
yectivo en otro, y aplicar estos resultados para transformar birracionalmente
una variedad de dimensién cualquiera sin singularidades en una hipersuperficie
introduciendo singularidades de tipo simple. Durante el estudio se encuentra
que ciertas propiedades dependen de la caracteristica del campo.

2. Algunos resultados preliminares

Leuma 1. Sea V una variedad del espacio proyectivo P" definida sobre un campo
—1 - s . . ’ . . .
ky L™ un hiperplano genérico sobre k. Si V n L esid conlenida en una variedad
. . . . . . -1
Lineal M de dimension n — 2 entonces V estd contenida en un subespacio P*™ de P™.

Para n = 2 las hipdtesis del lema implican que ¥V es un punto o que V es una
curva de grado uno, es decir, una recta. En amhos casos, V < P'. Asi pues hare-
mos la demostracion por induceidn.

SiVnL = &, V esun punto y la conclusién es trivial. Si V n L es un punto
@ entonces V es una curva de grado uno, es decir, una recta y la conclusién es
también cierta.

Supongamos pues que ¢ y €' son dos puntos de V.n L. Proyectando desde ¢
a un hiperplano N transversal a la recta Q@ resulta: pra{Vn L) C pryM y
como L es unién de proyectantes, pra(Vn L) = pryVnpryL < praM, y dim
pryl = n — 2, dim pryM = n — 3. Aplicando la hipétesis de induccién resulta
que pryV estd en un espacio proyectivo de dimensidn n — 2 y por consiguiente
V est4 contenida en un espacio proyectivo P""".

Aplicando sucesivamente este lema resulta el

. S 1
Corovrario 1. Sea V una variedad de P" definida sobre un campo k y L™ un
hiperplano genérico sobre k. St V n L estd contenida en una variedad lineal de
. .. . . . +1
dimension q, entonces V estd conlenida en un subespacio P*" de P”.

. . 3
Corovrario 2. Sea V una variedad de P* definida sobre un campo k y L una
. . , . t ’ . . .
variedad lineal genérica sobre k. St V n L estd contenida en una variedad lineal
. s . . . - ~1 3
de dimension t — 1 entonces V estd contenida en un subespacio P™ de P,
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La demostracién se hace ficilmente si representamos L como interseccién de
hiperplanos y aplicamos el Corolario 1.
También el siguiente teorema es consecuencia del Lema 1:

TeoreEMA 1. 87 V7 es una vartedad algebraica de grado d, entonces V' estd con-
tenida en un espacto proyectivo de dimension v+ d — 1.

Lema 2. Sea C una curva sin singularidades de P" tal que toda secante doble es
triple. Entonces o bien todas las tangentes a C pasan por un punto, o bien la curva
es plana.

Sean (z), (z'), (y), (") cuatro puntos genéricos de C sobre un campo k. Sea (z)
un punto de interseccién de la recta determinada por (z), (y) con C, (2’) el de
interseccién de la recta (x’), (y) con C, correspondiente a (z), y finalmente (")
el de interseccién de la recta (z), (¥') con C, también correspondiente a (z).

La especializacién (z') — (x) sobre k determina de modo {inico un lugar del
campo k(z, y, 2, ', 2’) sobre k(z, y, z). En este lugar, la secante determinada por
(z), {z') se especializa en la tangente T'(x) a C en el punto (z), la secante deter-
minada por (2), (2) se especializa en T'(z) y el plano determinado por (z), (y),
(z') en cierto plano = (aqui hay que excluir el caso cuando T(y) es igual a la
recta (z), (y), (2) pero esto implica que C = T'(y)). Asi pues, m es un plano que
contiene T'(z), T'(z) y la recta (z), (v), (2). Anilogamente con la especializacién
(y") — (y) sobre k, obtenemos un plano m; tal que contiene T'(y), T'(z) y la recta
(z), (), (). De aqui se ve que m; = =, y por lo tanto T(x)n T(y) #= &. Sea
Q = T(z)n T'(y), (u) un punto genérico de C sobre k(z, y) y T(u) la tangente.
Si T(u) pasa por @ esto implica que todas las tangentes pasan por Q. Si no, T'(u)
intersecta a T'(z) vy T(y), es decir, T(u) estd en el plano = determinado por
T(z), T(y), de donde resulta que la curva es plana.

Cororario. Si C estd definida sobre un campo de caracteristica cero y toda se-
cante doble es triple entonces la curva C es plana.

Esto se debe a que en caracteristica cero las tinicas curvas cuyas tangentes
pasan por un punto fijo son las rectas.

Lema 3. Sea V' una variedad del espacio P™ definida sobre un campo k de ca-
ractertstica cero tal que toda variedad lineal de dimension ¢ (¢ + 1 = n — r) que
pasa por ¢ + 1 puntosde V pase por g + 2. Enionces V esid contenida en un subes-
pacio P de P™.

Sea M una variedad lineal genérica de P" sobre & de dimensiénn —r + 1y
C la curva VnlM. Sean @, ---, Q,u1 puntos genéricos independientes de C
sobre K, siendo K la cerradura algebraica del campo obtenido de k& adjuntando
los coeficientes de las ecuaciones de M. Sea finalmente N la variedad lineal de
dimensién ¢ — 2 determinada por estos puntos (en caso de que @;, ---, @1
generasen una variedad lineal de dimensién menor que ¢ — 2, la afirmacién es
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inmediata si se toma en cuenta el Corolario 2 del Lema 1). Por esta misma razon
podemos también suponer que @, , Q1 ¢ N. En M vamos a proyectar € desde
N a un subespacio proyectivo ¥, con s = n — r — ¢ -+ 2. Debido a nuestras
hipétesis, s = 3. Sea R’ la variedad lincal generada por el centro de proyeccion
N y la recta L' determinada por los puntos @, y @,41 . Como R pasa por r + 1
puntos de V, por la hipdtesis, £ pasa por otro punto ¢,.. el cual forzosamente
estd en C. Sea C' = proC y L' = preL. I/ es una secante doble genérica.de ¢’
y como Q.2 e M, pre*@,.s e L'. Por lo tanto C’ satisface las condiciones del
Corolario al Lema 2, de donde €’ es plana. Por lo tanto C estd en un espacio
proyectivo de dimension (n — r + 1) — (s — 2) y como s > 2, se puede aplicar
el Corolario 2 del Lema 1, obteniendo que V estd en un P"™.

Luma 4. Sean A y D dos subvariedades de una variedad V y sea G un grupo
algebraico transitivo de lransformaciones de V. Entonces exisle un elemento s en G
tal que el ciclo s(A)- D estd definido.

Siendo a, d, r, g las dimensiones de 4, D, V, (7 respectivamente, demostraremos
primero que si el lema es cierto para @ 4+ d < r, lo es también para a + d = 7.
En efecto, supongamos a + o = r. Sea entonces L una variedad lineal genérica
sobre un campo comin de definicién de nuestras variedades y de dimensién
n — (@ +d—r+ 1), donde n es la dimensién del espacio ambiente. Entonces,
siendo D’ = L- D, resulta que el ciclo s(4)-D estd definido si y sélo si s(4)- D’
lo estd, siendo aqui a -+ dim D’ < r, q.e.d.

Supondremos pues ahora que a + d < ry demostraremos el lema por reduc-
¢ién al absurdo, suponiendo que para toda s € (7, s(A)n D # &.

“Para (x), () en V, designaremos con G(z, y) el conjunto de elementos s e
tales que s(x) = (y). Asi, G(z, ) = G(z) es el estabilizador de (z). Estos, son
subgrupos algebraicos de . Como ((z, y) = $,G(x) = G(y)szy , estos conjuntos
algebraicos son isomorfos. Demostraremos que su dimensién es ¢ — r. En efecto,
sea M C G X V X V la grifica de la operacién de G X V en V. Debido a la
transitividad, prv.ovM = V X V y por consiguiente, siendo (£, 7) genérico de
V¥ X ¥ sobre el campo considetado, tenemos dim (M n (G X () X @H) =
r4+g—2r =9 — r. Como Mn(( X (£) X (i) = G(&, 7), tenemos, segin
lo anterior,

dim Gleyy) =g — 1 ()
Sea ¥ = Mn (G X A X V). Es facil ver que la condicién s(Aya D = &

para toda s de G cquivale a pre(N (D)) = (. Asl pues, debido a nuestra hipéte-
sis, tenemos

dim (N(D)) = ¢. (2)

Por otro lado, para (z) e V, (G X A X (@))n N = Uwpes G, x), y por consi-
guiente, segin (1), dim (((¢ X A X (z))nN) = a 4+ g — r. Ademds, como
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N'D) = @ XAXDnaN=Ugo (@ XA X (x)nN) tenemos, segiin
lo anterior, que
dim WD) =d+a+g—r @)

De (2) v (3), llegamos a la contradiceién de que d + a = r, con lo que queda
demostrado el lema.!

Cororario. Sean A, Dy, -+, D, subvariedades de una variedad V y sea G un
grupo algebraico transitivo de transformaciones de V. Entonces, st s es un elemento
genérico de G, los ciclos s(A)-B; (I £ 1 £ q) estdn todos definidos.

3. Sobre las ramas analiticas

TrorEMA 2. Sea V una variedad del espacio proyectivo P* y V' la imagen de V
en un espacio P™ segiin una proyeccién birracional de centro ajeno a V. Si el punto
@' de V' es imagen de u puntos simples Qv, -+ -, Q. de V, entonces en @' hay p
ramas. Ademds si la variedad lineal tangente a un punto de estos no intersecia al
centro de proyeccion, entonces la rama correspondiente es lineal.

Supondremos que P™ tiene por ecuaciones: X,y = 0, - -+, X, = 0, y que el
centro de proyeccién es la variedad lineal al infinito de ecuaciones X; = 0, - - -,
X .. = 0. Supondremos también que @, y @ son los origenes de P" y P™ respec-
tivamente. Si (21, ---, z.) es un punto génerico de V sobre un campo k, los
anillos locales de @, y @ en V y V' son respectivamente

0 = ]C[xl y TN xn]I ’ o = ]C[xl y T mm];' 3

siendo % el ideal generado por (z,, ---, z.) en klzy, - -+, z.] vy & el generado
por (x1, '+, Tn) en kfx, - -+, Z,]. Evidentemente o’ se identifica canénica-
mente a un subanillo de 0. Designaremos con m y nt’ los ideales méximos de o y o',
Como el centro de proyeccién no intersecta a la variedad, @pniq, -+ -, T, SO0t
enteros sobre el anillo k[x; , « - - , x,] v por consiguiente sobre o’. De aqui resulta
que el anillo A = o' [Tpy1, -, %] €s un o’—mddulo finito. Esto implica que I
es un anillo semilocal. Sean m,, ---, m; los distintos ideales miximos de 2

y sean
P = MmN k[T, o, T, =1+, h.

Demostraremos que los ideales p;, - - - , b, son distintos. En efecto, sea 7 # j.
Entonces, como m; £ m; existe un elemento « tal que @ e m; vy a ¢ m;. El ele-
mento « es un polinomio en %,.41, - - -, &, con coeficientes en o', Sean a,/b, estos
coeficientes, con a, , by ekl®r, - - 2,] y b¢¥X . Sea b = H, b, . Tenemos

menklr, ccan] = O@nm)nklx, -, xn =m0k, o, 2. = ¥
Como beklti, -+, 2] v be¢X resulta que bem; y bem;. Asl pues,
ba eklr,, - -, %], ba e m; , ba ¢ m; y de aqui, ba ¢ p; , be € p;, es decir, p; # p;,
g.e.d.

Ademds, como p;nkfx:, -+, T = X es un ideal maximo y k1, - - -, 2.

! Esta demostracidn se ha tomado de las conferencias que P. Samuel sustenté durante
el verano de 1955 en Ia Universidad de México.
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es entero sobre kfx;, - -+, x,] resulta que (ver por ejemplo {2]) p, ---, by son
ideales méximos. Por lo tanto son los ideales, en el anillo de coordenadas
klz,, - -+, @), de h puntos distintos de V que se proyectan en @', de donde
resulta que h £ p.

Inversamente, sea p* un ideal miximo del anillo de coordenadas k[z,, - - -, ]
tal que p*n klw, -+ -, z.] = ¥, es decir, el ideal de un punto que se proyecte
en Q. Si p*9 = ¥ entonces tendriamos 1 = Z Py con pi e p¥, a; e A, Bseri-
biendo «; en forma de polinomio en .41, --+, . con coeficientes a./b, en
o'(av, by eklz, -+, ], by ¢ ¥') y multiplicando la relacién 1 = Y p.a, por el
producto b = IL b, resulta que bep*nklz, -, . y beX. Asl pues queda
demostrado que p*U = . Entonces p*¥ estd contenido en un ideal maximo
de ¥, digamos m; . Por consiguiente,

P = 1myn /{'[Qh y ttt, Ty D ]3“»)( n /\7[.'81 y T, .”C,,,] D D*,

de donde p* = p;, es decir, A = p.

Asf pues hemos demostrado que / = p.

Sea A = a0 + -+ 4+ ao'(a;ed). Entonces ([1], Prop. 7) A =
ait’ + -+ - 4+ @b’ y los elementos de 5 que no son divisores de cero en &' tam-
poco lo son en . Llamando pues & el conjunto de elementos de 8’ que no son
divisores de cero, puede construirse ¥z .

Demostraremos que 5e = %> . Evidentemente o5 < s . Inversamente, como
9 estd contenido en el campo de cocientes de o, sea a; = b;/c;, con b;, ¢; e0’,
¢; # 0. Tenemos ¢; ¢ S, de donde a; = bi/c, ebs , y de aqui, s < 55, q.e.d.

Supongamos que el ndmero de ramas en Q' es 5. Esto quiere decir que la des-
composicidn en primos del ideal (0) de &’ es:

(08 =wmn---nu,.

Sabemos por otro lado que

= g)[ml A+ + ?Imu

siendo la suma directa. Sea a; el conjunto de elementos de esta suma directa de
la forma (a1, -~ , @iy, 0, @ip1, -+, a.). Bl ideal a; es un ideal primo de %

y ) v +1 y Mo
debido al hecho de que ., no tiene divisores de cero, por ser A ., isomorfo a
Elzr, -+, tuls, , anillo local del punto sinvple @; en V. Tenemos pues la suma
H b 12
directa

b
—

N =oqa 4+ --- “{"ﬂ“.
Para demostrar el teorema necesitamos ver primero que s = u. En efecto:
Del hecho de que si un ideal primo de ', intersecta a & entonces no es ideal
primo minimo de (0), resulta que los tnicos primos tales que no intersectan a

. . . _t L .
© son los ideales n;(s = 1, -+, s). Por consiguiente en 9z los tnicos ideales
. = », AT . . .
primos son Gett; . Ademds a,n & = & de donde a;%e son ideales primos (y dis-
. 7 ! . - .
tintos) de e = Bz . De-aqui resulta que s = p. Consideremos ahora it; =

_7 = . — = . . . . . .
petl; © Ne . El ideal fi;n I es primo, y contiene un primo minimo, digamos a;
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(con un posible cambio de numeracién). Asi pues
m =100 = {@n)nd Dand
v por lo tanto u = s, es decir, ¢ = s y con una numeracién conveniente
n; = @q;nd =1, w.

Con esto qued6 demostrada la primera parte del teorema.

Hs facil ver que si el centro de proyececién no intersecta a la variedad lineal
tangente a V en un punto, digamos @ , entonces la variedad lineal proyectante
es transversal a dicha variedad lineal tangente, e inversamente. Por lo tanto,
m'o = in ({7], pag 68) (un sistema de ecuaciones de la proyectante es X1 =
0,---,X,=0).

Para demostrar que la rama correspondiente a @) es lineal, demostraremos que
b’/n; es regular, [5].

Como &' na; = 1, el anillo 3 /m es isomorfo a un subanillo de A/a; = A, = b,
el cual es regular. Ademis, los campos residuales de 5'/n; y de 5 son iguales,
debido a la birracionalidad de la proyeccién y finalmente, la extensién del ideal
maximo de §'/m es igual al ideal méximo de §, debido a que m = om’. Estas
tres condiciones implican que §'/m; = B, con lo que queda demostrada la tdltima
parte del Teorema, 2.

OBsERVACION., Aqui no solamente hemos demostrado que la rama correspon-
diente a un punto simple cuya variedad lineal tangente no intersecta al centro
de proyeccién es lineal, sino que se ha demostrado que 3'/n; = 5, es decir, que
la. proyeceién es una transformacién analitica de la vecindad del punto, en la
rama correspondiente. Segiin una observacién de P. Samuel, la propiedad in-
versa también es cierta, es decir, si la transformacién es analitica, la variedad
lineal tangente no intersecta al centro de proyeccion.

4. Singularidades de inmersién por proyeccion

Sea V7 una variedad sin singularidades del espacio P" definida sobre un campo
k. Se quiere proyectar birracionalmente V" en un espacio P™, m < n, introdu-
ciendo un minimo de singularidades. Supondremos que V no estd contenida en
ningun subespacio proyectivo propio de P”. Para simplificar el lenguage expre-
saremos este hecho diciendo que V7 estd contenida efectivamente en P". También
supondremos desde luego que m = r + 1.

Como las variedades lineales proyectantes van a ser de dimensién ¢ = n — m,
nos seran ttiles las subvariedades de la grassmanniana G(g, n) de variedades
lineales de dimensién ¢ en P" que vamos a definir.

Sea 0 < 7 < ¢y L' una variedad lineal de dimensién ¢ definida sobre un campo
K. Sea A(L?) la subvariedad de G(g, n) formada por aquellas variedades lineales
de dimensién ¢ que contienen a L'. A(L) estd definida sobre K(L") y se tiene:

dim A(LY) = dim G(g — G+ 1), =n—(G+1)= (¢~ — 9.



VARIEDADES ALGEBRAICAS 7

Sea ahora 0 = ¢ < ¢y D; la subvariedad de G(g, n) formada por las variedades
lineales de dimensién ¢ que pasen por al menos (7 -+ 1) puntos de V. Se tiene:

dim D; £ (¢ — 9)(n — ¢) + @ + D).

En efecto, sean @r, - -+, Q.1 , puntos genéricos de V' independientes sobre
ky L' la variedad lineal que generan. L’ est4 definida sobre K = k(Q1, - - - , Qi)
Si A es un punto genérico de A(LY) sobre K, tenemos dim D; =
dimA £ dimgA + dimpK = dim ALY 4+ @ + ).

Con estas notaciones pasaremos ahora a demostrar el siguiente teorema.

TeoreMA 3. Sea V' una variedad sin singularidades contenida efectivamente en
el espacto proyectivo P" iy sea m un entero (n > m = r + 1). Entonces existe un
modelo birracional Vo de V' contenido en P™ y obtenido por proyeccion, en el cual
hay una cadena descendente de subconjuntos algebraicos V; (1 < ¢ = n — m) de
dimension menor o igual a r — i(m — 1) tal que los punios de {V,a} — {Vi}
tienen 1 ramas, las cuales son lineales excepto por subvariedades de dos dimensiones
menos. St ademds la caracteristica es cero los puntos de V, , excepto subvariedades,
tienen ¢ + 1 ramas.

El centro de proyeccién serd una variedad lineal L y las proyectantes serdn
las variedades de A(L*™). Considerando como grupo transitivo de transforma-
ciones de G(g, n) el correspondiente al de las transformaciones proyectivas de
P", segin el Corolario del Lema 4, casi para toda A(L?™"), las intersecciones
AL ™ nD;, (0 £ 1 £ g), tienen todas sus componentes propias. En otras
palabras, casi para toda L' de P", la dimensién del ciclo A(L*)- D, es igual a

dim A(L"™Y) 4 dim D; — dim G(g, »)
sS@—-g¢g+Dn—-—+@—9Dn -+ E+ Dr—(+ D —0q
=r—n—qg—r) =v7’—i(m—r).

Asi pues, proyectando desde una L genérica, obtenemos un modelo birracional
Vode V (m = 7 + 1) en el cual los ciclos (L") - D, nos determinan subconjuntos
algebraicos V; (0 < 7 < ¢) y tenemos

dim V; = dim A@L*™-D; £ r — i(m — r).

Comon — ¢ = r + 1, V" no intersecta al centro L' y como los puntos de
{V:ia) — {V.:] son imagen de 7 puntos, del Teorema 2 se sigue que dichos puntos
tienen 7 ramas. Ademds, ya que el conjunto de puntos de V; cuyas variedades
lineales tangentes intersectan el centro de proyeccién estd contenido en un con-
junto algebraico de dimensién menor o igual a » — 2, resulta que, excepto por
subconjuntos algebraicos de dos dimensiones menos, dichas ramas son lineales,
debido a que, segin la tltima parte del Teorema 2, la proyeccién es analitica.
La tltima parte del Teorema es consecuencia del Lema 3.

El siguiente teorema es un caso particular del anterior, si tomamos en cuenta
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que toda variedad sin singularidades tiene un modelo birracional efectivamente
. 2741
contenido en P,

TroreMA 4. Toda variedad sin singularidades V' es birracionalmente equivalente
a una hipersuperficie Vi en P™ en la cual existe una cadena descendente de sub-
conjuntos algebraicos V,; (1 = 7 £ r) de dimensién menor o igual a r — <, tal que
los puntos de { V1) — {V.} lienen 1 ramas, las cuales son lineales excepto por sub-
variedades de dos dimensiones menos. Ademds si la caracteristica es cero, los puntos
de V., son puntos con r -+ 1 ramas.

Este teorema nos dice, por ejemplo, que toda curva sin singularidades (y
después del teorema de reduccién de singularidades, toda curva) sobre un campo
de caracterfstica cero tiene un modelo birracional plano con un nimero finito de
puntos dobles. Si la caracteristica es distinta de cero, hay curvas, como por
eemplo X = ¢, YV =4¢,72 = 2, tales que toda recta que corte la curva en 2
puntos, la corta en p puntos (p = caract.). El autor ignora si puede ocurrir esto
cuando no hay singularidades.

Para superficies sin singularidades los resultados anteriores nos aseguran la
existencia de un modelo birracional birregular en P°, un modelo birracional en
P* con un numero finito de puntos dobles (p = 0) y un modelo birracional en
P’ con una “curva doble” con un ntimero finito de puntos triples (p = 0).

5. Observacion acerca de las tangentes

Finalmente vamos a demostrar que para ¢ < ¢, los puntos de V,_; tales que
las variedades lineales tangentes a sus 7 ramas lineales no son todas distintas,
forman un conjunto algebraico de dimensién estrictamente menor que
r— (@ — 1)m — r).

En efecto, supongamos lo contrario y sea € la correspondencia entre
V X -+ X V (¢ factores) y G(g — 1, n), formada por el conjunto de

(@, -, Q:i, L") tales que un L* de A(L*™) pasa por los 7 puntos @ , - -+, Q;
de V. Esta correspondencia es no degenerada pues supondremos que la dimen-
sién de Vg es 7 — ( — 1)(m — r). Por esta misma razén, dim C'(L*™")

r — (i — 1)(m — r), para L genérica. Sean Q; y Q. dos de los puntos de V°
tales que las ramas lineales correspondientes en la proyeccion tengan la misma
variedad lineal tangente y sean T y T las variedades lineales tangentes a 7 en
Q1 v Q.. Entonces, seglin nuestra hipétesis, L*" genera la misma variedad
lineal M con T: que con Ts. Por consiguiente, dim ¢ *(Q., ---, Q;) =
(g — i + 1)r + ¢ (es decir igual a dim AL"™™) en M7, mas dim G(g — 1, ¢)).
De aqui, ‘

rnm+@@—7i+1lr4+g=qgn—qg+1)+r—3G~-1Dn—q—r7),

de donde resulta (7 — 1 — ¢)(n — ¢ — r) = 0 lo cual es una contradiccién a
los hechos que m = r + 1,7 = ¢. ’

UNIVERSIDAD NACIONAL AuTéNoma bE MEXICO E
INsTITUTO NACIONAL DE LA INVEsTIGACION CIENTIFICA
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