
DE LAS SINGULARIDADES QUE APARECEN AL PROYECTAR 
VARIEDADES ALGEBRAICAS 

PoR EMILIO LLUit> 

1. Introducción 

En la clásica obra "Théorie des fonctions algébriques" ele E. Picare! y G. 
Simart se menciona la propiedad siguiente: a toda superficie algebraiea (sin 
singularidades) se le puede asociar birracionalmente una superficie F(X, 1·, Z) = 
O contenida en el espacio proyectivo tridimensional sin más singularidades que 
una curva doble eon puntos triples, siendo estas singularidades las más generales 
en su género. 

El objeto principal ele este trabajo es el ele estudiar las sii~gularidades que 
aparecen al proyectar una variedad sin puntos singulares de,:un espacio pro
yectivo en otro, y aplicar estos resultados para transformar hirracionalrnente 
una variedad de dimensión cualquiera sin singularidades en una hipersuperf-icie 
introduciendo singularidades de .tipo simple. Durante el estudio se encuentra 
que ciertas propiedades dependen de la característica del campo. 

2. Algunos resultados preliminares 

LEMA 1. Sea V nna variedad del espacin proyectivn P" definida sobre un campo 
k y L n-i un hiperplano genéricn sobre k. Si V n L estri contenida en una varz·edad 
lineal 111 de dimensinn n - 2 entonces V eslri r,nnlcm:da en un subespacio pn-l de Pn. 

Para n = 2 las hipótesis del lema implican que V es un punto o que V es una 
curva de grado uno, es decir, una recta. En ambos casos, V e P 1

• Así pues hare
mos la demostración por inducción. 

Si V n L = 0, TI es un punto y la ronelnsión es trivial. Si V n L es un punto 
Q entonces ll es una curva de grado uno, es decir, nna recta y la conclusión es 
también r,ierta. 

Supongamos pues que Q y Q' son dos puntos de V n L. Proyectando desde Q 
a un hipcrplano N transversal a la recta QQ' resulta: prN(V n L) e prN1l1 y 
como L es unión de proyectantm,, prN(V n [.1) = prN V n prNL e prNM, y dim 
prNL = n - 2, dim prNM = n - 3. Aplicando la hipótesis de inducción resulta 
que prN F está en un espacio proyectivo de dimensión n - 2 y por consiguiente 
r está contenida en un espacio proyectivo pn-i_ 

Aplicando sucesivamente este lema resulta el 

COROLARIO l. Sea V una variedad de pn definida sobre un campo k y L"- 1 un 
hiperplano genéricn sobre k. Si 11 n L estri contenida en una variedad lineal de 
dimensión q, entonces V está contenida en un 8Ubespacin pq+I de Pn. 

COROLARIO 2. 8ea V 11,na variedad de pn definida sobre un campo k y L
1 

una 
z,ariedad lineal genérica sobre k. Si 11 n L t estri contenida en una variedad lineal 
de dimensión t - l cnlnnces V estri cnn/.enida r,n un subespacio pn-i de P"'. 
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La demostración se hace fácilmente si representamos L como intersección de 
hiperplanos y aplicamos el Corolario 1. 

También el siguiente teorema es consecuencia del Lema 1 : 

TEOREMA l. Si vr es una variedad algebraica de grado d, entonces vr está con
tenida en un espacio proyectivo de dimensión r + d - 1. 

LEMA 2. Sea C una curva sin singularidades de pn tal que toda secante doble es 
triple. Entonces o bien todas las tangentes a C pasan por un punto, o bien la curva 
es plana. 

Sean (x), (x'), (y), (y') cuatro puntos genéricos de C sobre un campo k. Sea (z) 
un punto de intersección de la recta determinada por (x), (y) con C, (z') el de 
intersección de la recta (x'), (y) con C, correspondiente a (z), y finalmente (z") 
el de intersección de la recta (x), (y') con C, también correspondiente a (z). 

La especialización (x') - (x) sobre k determina de modo único un lugar del 
campo k(x, y, z, x', z') sobre k(x, y, z). En este lugar, la secante determinada por 
(x), í.x') se especializa en la tangente T(x) a C en el punto (x), la secante deter
minada por (z), (z') se especializa en T(z) y el plano determinado por (x), (y), 
(x') en cierto plano '11'1 (aquí hay que excluir el caso cuando T(y) es igual a la 
recta (x), (y), (z) pero esto implica que C = T(y)). Así pues, '11'1 es un plano que 
contiene T(x), T(z) y la recta (x), (y), (z). Análogamente con la especialización 
(y') - (y) sobre k, obtenemos un plano '11'2 tal que contiene T(y), T(z) y la recta 
(x), (y), (z). De aquí se ve que '11'1 = '11'2 y por lo tanto T(x) n T(y) ,r5. !25. Sea 
Q = T(x) n T(y), (u) un punto genérico de C sobre k(x, y) y T(u) la tangente. 
Si T(u) pasa por Q esto implica que todas lai-: tangentes pasan por Q. Si no, T(u) 
intersecta a T(x) y T(y), es decir, T(u) está en el plano '1T' determinado por 
T(x), T(y), de donde resulta que la curva es plana. 

COROLARIO. Si C está defiuida sobre un campo de característica cero y toaa se
cante doble es triple entonces la curva C es plana. 

Esto se debe a que en característica cero las únicas curvas cuyas tangentes 
pasan por un punto fijo son las rectas. 

LEMA 3. Sea Vr una variedad del espacio pn definida sobre un campo k de ca
racterística cero tal que toda variedad lineal de dimensión q ( q + 1 ~ n - r) que 
pasa por q + 1 puntos de V pase por q + 2. Entonces V está contenida en un subes
pacio pn-l de Pn. 

Sea M una variedad lineal genérica de pn sobre k de dimensión n - r + 1 y 
C la curva V n M. Sean Q1, · · · , QH 1 puntos genéricos independientes de C 
sobre K, siendo K la cerradura algebraica del campo obtenido de le adjuntando 
los coeficientes de las ecuaciones de M. Sea finalmente N la variedad lineal de 
dimensión q - 2 determinada por estos puntos (en caso de que Q1 , • • • , Qq-l 
generasen una variedad lineal de dimensión menor que q - 2, la afirmación es 
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inmediata si se toma en cuenta el Corolario 2 del Lema 1). Por esta misma razón 
podemos también suponer que Qq , Qq+1 ~ N. En M vamos a proyectar C desde 
N a un subespacio proyectivo P', con s = n - r - r¡ + 2. Debido a nuestras 
hipótesis, s ~ 3. Sea R,, la variedad lineal generada por el centro de proyección 
N y la recta L 1 determinada por los puntos Qr y Qr+I . Como R pasa por r + 1 
puntos de V, por la hipótesis, R, pasa por otro punto Qr+2 el cual forzosamente 
está en C. Sea C' = prp·'C y L' = prp·' L. L' es una secante doble genérica de C' 
y como Qr+2 E Af., prp·'Qr+2 EL'. Por lo tanto C' satisface las condiciones del 
Corolario al Lema 2, de donde C' es plana. Por lo tanto C está en un espacio 
proyectivo de dimensión (n - r + 1) - (s - 2) y comos > 2, se puede aplicar 
el Corolario 2 del Lema 1, obteniendo que V está en un P"- 1

• 

LEMA 4. Sean A JJ D dos subvariedades de una variedad V y sea G un grupo 
algebraico transitivo de transformaciones de V. Entonces existe un elemento s en G 
tal que el ciclo s(A) · D está definido. 

Siendo a, d, r, glas dimensiones .de A, IJ, V, (J respectivamente, demostraremos 
primero que si el lema es cierto para a, + d < r, lo es también para a + d ~ r. 
En efeC'to, supongamos a + d ~ r. Sea entonces Luna variedad lineal genérica 
sohre un campo común de definición de nuestras variedades y de dimensión 
n - (a. + d - r + I), donde n es la dimensión del espacio ambiente. Entonces, 
siendo D' = L · D, resulta que el ciclo s(A) · D está definido si y sólo si s(A) · D' 
lo está, siendo aquí a + dim D' < r, q.e.d. 

Supondremos pueH ahora que a + rl < r y demostraremos el lema por reduc
ción al absurdo, Hupotüendo que para toda s E G, s(A) n D ~ 0. 

- Para (x), (y) en V, designaremos con G(x, y) el conjunto de elementos s E G 
tales que s(;r) = (y). AHÍ, G(x, x) = G(x) es el estabilizador de (x). Estos, son 
subgrupos algebraicor; de G. Como G(x, y) = sx,,G(x) = G(y)sx11 , estos conjuntos 
algehrair.os son ir;omorfos. Demostraremos que su dimensión es g - r. En efecto, 
sea M e G X V X V la gráfica de la operación de G X Y en V. Debido a la 
transiti,·idad, prvxvM = V X V y por con:,;iguiente, Hiendo (x, y) genérico de 
V X V sohrc el campo conr;idetado, tenemos dim (M n (G X (x) X (jj)) = 
r + g - 2r a - r. Como M n (U X (x) X ('[j)) G(x, y), tenemos, según 
lo anterior, 

dim G(.r,· y) = (J - r. (1) 

Sea N = M n (G X A X V). Es fácil ver que la condición s(A) n D ~ 0 
para todas de G equivale a prr.(N- 1(D)) = G. Así pues, debido a nuestra hipóte
sis, tenemos 

(2) 

Por otro lado, para (x) E V, (G X A X (;-r)) n N U<yJe.1 G(y, x), y por consi-
guiente, según (1), dim ((G X A X (x)) n N) = a + g - r. Además, como 
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(G X A X D) n N = u(x),D ((G X A X (x)) n N) tenemos, según 
lo anterior, que 

dim (N- 1(D)) = d + a+ g - r. (3) 

De (2) y (3), llegamos a la contradicción de que d + a ~ r, con lo que queda 
demostrado el lema. 1 

COROLARIO. Sean A, D 1 , • • • , Dª subvariedades de una variedad V y sea G un 
grupo algebraico transitivo de transformaciones de V. Entonces, si s es mi elemento 
genérico de G, los ciclos s(A) .l)i (1 ~ i ~ q) están todos definidos. 

3. Sobre las ramas analíticas 

TEOREMA 2. Sea V una variedad del espacio proyectivo pn y V' la imagen de V 
en un espacio pm según una proyección birracional de centro ajeno a V. Si el punto 
Q' de V' es imagen de µ puntos simples Q1 , · · · , Qi, de V, entonces en Q' ~ay µ 

ramas. Además si la variedad lineal tangente a un punto de estos no intersecta al 
centro de proyección, entonces la rama correspondiente es lineal. 

Supondremos que pm tiene por ecuaciones: Xm+1 = O, · · · , Xn = O, y que el 
centro de proyección es la variedad lineal al infinito de ecuaciones X1 = O, · · · , 
X m = O. Supondremos también que Q1 y Q' son los orígenes de pn y pm respec
tivamente. Si (x1 , • • · , x,,) es un punto génerico de V sobre un campo le, lm 
anillos locales de Q1 y Q' en V y V' son respectivamente 

o = k[x¡ , ... ' Xnh ' o' = lc[x1 , · · · , x,,,h, , 

siendo x el ideal generado por (x1 , · · · , Xn) en lc[x1 , · · · , x,.] y x' el generado 
por (x1, · · · , Xm) en lc[x1 , · · · , x,,J. Evidentemente o' se identifica canónica
mente a un subanillo de o. Designaremos con m y m' los ideales máximos de o y o'. 

Como el centro de proyección no intersecta a la variedad, Xm+i , · · · , Xn son 
enteros sobre el anillo lc[x1 , · · • , x,,.] y por consiguiente sobre o'. De aquí resulta 
que el anillo í!! = o'[xm+1, · · · , Xn] es un o'-módulo finito. Esto implica que í!! 
es un anillo semilocal. Sean m, , • · · , m,, los distintos ideales máximos de í!! 
y sean 

lJ; = m;n k[x1, · · · , x,J, i = 1, ···,h. 

Demostraremos que los ideales \)1 , · · · , \Jh son distintos. En efecto, sea i ,6. j. 
Entonces, como mi ,6. mi existe un elemento a tal que a e mi y a 4 m;. El ele
mento a es un polinomio en Xm+i, · · · , x,, con coeficientes en o'. Sean a,/b, estos 
coeficientes, con ª• , b, E k[x1 , ... Xm] y b 4 x'. Sea b = IL bv . Tenemos 

m; n k[x1 1 • • • Xm] = (o' n mi) n lc[x1 1 º º • 1 Xm] = m' n lc[x1 1 • º º 1 XmJ = ;('. 

Como b e lc[xi , · · · , x,,] y b 4 x' resulta que b 4 m; y b 4 mi . Así pues, 
ba e k[x1, · · · , Xnl, ba e mi, ba 4 mi y de aquí, ba 4 \Ji, ba e \Ji, es decir, \J; ,6. lJj, 
q.e.d. 

Además, como \Ji n lc[x1 , • • • 1 Xm] = x' es un ideal máximo Y k[X¡ , ' · ' 1 x,,] 

1 Esta demostración se ha tomado de las conferencias que P. Samuel sustentó durante 
el verano de 1955 en fa Universidad de México. 
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es entero sobre k[x1, · · · , Xm] resulta que (ver por ejemplo [2]) \)1 , • • • , \)1,, son 
ideales máximos. Por lo tanto son los ideales, en el anillo ele coordenadas 
lc[x1 , · · · , x,,], ele h puntos distintos ele V que se proyectan en Q', ele donde 
resulta que h ~ µ. 

Inversamente, sea p* un ideal máximo del anillo ele coordenadas k[x1 , • • • , x,,] 
tal que p* n k[x1 , · · · , Xm] = x', es decir, el ideal ele un punto que se proyecte 
en Q'. Si p*~( = ~ entonces tendríamos 1 = ¿ p 1a., con p, E p*, a.1 E ~- ERcri
biendo a.¡ en forma de polinomio en Xm+i , • · · , x,, con coeficientes a,/b,, en 
o' (a, , b, E lc[x1 , · · · , Xm], b, 4 I') y multiplicando la relación 1 = ¿ p,a.1 por el 
producto b = IL /J, resulta que b E p* n k[x1, · · · , Xm] y b ~ x'. Así pues queda 
demostrado que p*W ~ ~- Entonces p*~! está contenido en un ideal máximo 
de ~, digamos m1 . Por consiguiente, 

\J1 = m1 n k[x1 , · · · , x,,.J :::J p*~( n k[x1 , · · · , x,,.] :::J p*, 

de donde p* p1 , es decir, h ~ µ. 

Así pues hemos demostrado que h = µ. 

Sea ~ a10' + · · · + a,o'(a; E~). Entonces ([1], Prop. 7) fil 
aiñ' + · • · + a,ñ' y los elementos de o' que no son divisores de cero en o' tam
poco lo son en fil. Llamando pues @5 el conjunto de elementos de o' que no son 
divisores de cero, puede construirse files . 

Demostraremos que o~ = files . Evidentemente o~ e files . Inversamente, como 
~ está contenido en el campo de cocientes de o', sea a, = b;jci, con bi, Ci E o', 
ci ~ O. Tenemos ci E @5, de donde a,: = b;jc; E o~ , y de aquí, filrs e o~ , q.e.d. 

Supongamos que el número de ramas en Q' es s. Esto quiere decir que la des
composición en primos del ideal (O) de o' efl: 

(O)ñ' = n1 n · · · n n., . 

Sahcmm, por otro lado que 

fil Wm1 + · · · + film, 
siendo la suma directa. Sea a; el conjunto de elementos de esta ,,urna directa de 
la forma ( a1 , · · • , a,-_1 , O, a,:+1 , • · · , aµ.). El ideal a,: efi un ideal primo de fil 
debido al hecho de que fil 111,: no tiene divisores de cero, por ser ~ m¡ isomorfo a 
k[i:1 , • • • , .r11]u1 , anillo local del punto sinrple Q; en V. Tenemos pues la surna 
directa 

fil= Q¡ + ... + ªµ.• 

Para demostrar el teorema nece,,itamm; ver primero que s = µ. En efecto: 
Del herho de que si un ideal primo ele 61

, intersecta a 5 entonces no es ideal 
primo mí.nimn ele (O), resulta que los únicos primos tales que no intersectan a 
® son los ideales n,(i = 1, • · · , s). Por consiguiente en ñ~ los únicos ideales 
primos son o~n; . Además a, n @5 = 0 de donde a,:~ son ideales primos (y dis
tintos) de files = o~ . De ·aquí resulta que s ~ µ. Consideremos ahora n,: == 
o~n, e iiirs . El ideal fi,: n fil es primo, y contiene un primo mínimo, digamos a, 
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(con un posible cambio de numeración). Asi pues 

TI; = fi; n ii' = (ñ; n ii) n ii' :::> a, n ii' 

y por lo tantoµ ~ s, es decir,µ = s y con una numeración conveniente 

TI; = U; n 01 (i = 1, · · · , µ). 

Con esto quedó demostrada la primera parte del teorema. 
Es fácil ver que si el centro de proyección no intersecta a la variedad lineal 

tangente a V en un punto, digamos Q1 , entonces la variedad lineal proyectante 
es transversal a dicha variedad lineal tangente, P. inversamente. Por lo tanto, 
m'o = in ([7], pag 68) (un sistema de ecuaciones de la pwyectante es X,,.+1 = 
O, · · · , Xn = O). 

Para demostrar que la rama correspondiente a Q1 es lineal, demostraremos que 
ii' /n¡ es regular, [5]. 

Como ii' n a1 = n1 , el anillo ii' /111 es isomorfo a un subanillo de ii/a1 = ii m1 = ii, 
el cual es regular. Además, los campos residuales de ii' /n, y de ii son iguales, 
debido a la birracionalidad de la proyección y finalmente, la extensión del ideal 
máximo de ii' /TI 1 es igual al ideal máximo de ii, debido a que m = om'. Estas 
tres condiciones implican que ii' /TI 1 = ii, con lo que queda demostrada la última 
parte del Teorema 2. 

OBSERVACIÓN. Aqui no solamente hemos demostrado que la rama correspon
diente a un punto simple cuya variedad lineal tangente no intersecta al centro 
de proyección es lineal, sino que se ha demostrado que ii' /n 1 = ii, es decir, que 
la proyección es una transformación analitica de la vecindad del punto, en la 
rama correspondiente. Según una observación de P. Samuel, la propiedad in
versa también es cierta, es decir, si la transformación es analitica, la variedad 
lineal tangente no intersecta al centro de proyección. 

4. Singularidades de inmersión por proyección 

Sea yr una variedad sin singularidades del espacio pn definida sobre un campo 
k. Se quiere proyectar birracionalmente yr en un espacio Pm, m < n, introdu
ciendo un minimo de singularidades. Supondremos que V no está contenida en 
ningún subespacio proyectivo propio de Pn. Para simplificar el lenguage expre
saremos este hecho diciendo que yr está contenida efectivamente en pn_ También 
supondremos desde luego que m ~ r + 1. 

Como las variedades lineales proyectantes van a ser de dimensión q = n - m, 
nos serán útiles las subvariedades de la grassmanniana G(q, n) de variedades 
lineales de dimensión q en pn que vamos a definir. 

Sea O ~ i ~ q y Li una variedad lineal de dimensión i definida sobre un campo 
K.. Sea t:,,.(Li) la subvariedad de G(q, n) formada por aquellas variedades lineales 
de dimensión q que contienen a Li. t:.(Li) está definida sobre K(Li) y se tiene: 

dim t:.(Li) = dim G(q - (i + 1), n - (i + 1)) = (q - i)(n - q). 
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Sea ahora O ;;:; i ;;:; q y Di la subvariedad de G(q, n) formada por las variedades 
lineales de dimensión q que pasen por al menos (i + 1) puntos de vr. Se tiene: 

dim Di ;;::; (q - i)(n - q) + (i + l)r. 

En efecto, sean Q1, · · · , Qi+1 , puntos genéricos de vr independientes sobre 
k y Lila variedad lineal que generan. Li está definida sobre K. = k(Q1 , · · · , Qi+1). 
Si A es lln punto genérico de !::,,.(Li) sobre K, tenemos dim Di 
dimkA ;;:; dimKA + dimd{ = dim !::i.(Li) + (i + l)r. 

Con estas notaciones pasaremos ahora a demostrar el siguiente teorema. 

TEOREMA 3. Sea Vr una variedad sin singularidades contenida efectivamente en 
el espacio proyectivo pn y sea m un entero (n > m ;;;; r + l). Entonces existe un 
modelo birracional V0 de V contenido en pm y obtenido por proyección, en el cual 
hay una cadena descendente de subconjuntos algebraicos V; (1 ;;:; i ;;:; n - m) de 
dimensión menor o igual a r - i(m - r) tal que los puntos de / Vi-d - / Vd 
tienen i ramas, las cuales son lineales excepto por subvariedades de dos dimensiones 
menos. Si además la caracteristica es cero los puntos de Vª, excepto subvariedades, 
tienen q + l ramas. 

El centro de proyección será una variedad lineal Lª- 1 y las proyectantes serán 
las variedades de !::i.(Lª-1). Considerando como grupo transitivo de transforma
ciones de G(q, n) el correspondiente al de las transformaciones proyectivas de 
Pn, según el Corolario del Lema 4, casi para toda !::i.(Lª-1), las intersecciones 
!::i.(U-1) n D;, (O ;;:; i ;;:; q), tienen todas sus componentes propias. En otras 
~alabras, casi para toda u- 1 de Pn, la dimensión del ciclo !::i.(U.,...1)-Di es igual a 

dim !::i.(Lª-1) + dim Di - dim G(q, n) 

;;::; (q - q + l)(n - q) + (q - i)(n - q) + (i + l)r - (q + l)(n - q) 

= r - i(n - q - r) = r - i(m - r). 

Así pues, proyectando desde una. Lª- 1 genérica, obtenemos un modelo birracional 
V0 de V (m;;;; r + 1) en el cual los ciclos (Lª- 1) ·D; nos determinan subconjuntos 
algebraicos V; (O ;;:; i ;;:; q) y tenemos 

dim V; = dim !::,,.(Lq-1) ·D; ;;::; r - i(m - r). 

Como n - q ;;;; r + l, vr no intersecta al centro Lª- 1 y como los puntos de 
{ V;_i) - { Vd son imagen de i puntos, del Teorema 2 se sigue que dichos puntos 
tienen i ramas. Además, ya que el conjunto de puntos de Vi cuyas variedades 
lineales tangentes intersectan el centro de proyección está contenido en un con
junto algebraico de dimensión menor o igual a r - 2, resulta que, excepto por 
subconjuntos algebraicos de dos dimensiones menos, dichas ramas son lineales, 
debido a que, según la última parte del Teorema 2, la proyección es analítica. 
La última. parte del Teorema es consecuencia del Lema 3. 

El siguiente teorema es un caso particular del anterior, si tomamos en cuenta 
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que toda variedad sin singularidades tiene un modelo birracional efectivamente 
contenido en P 2'+ 1

. 

TEOREMA 4. Toda variedad sin singularidades Vr es birracionalmente equivalente 
a una hipersuperficie V~ en pr+i en la cual existe una cadena descendente de sub
conjuntos algebraicos V; (1 ~ i ~ r) de dimensión menor o igual a r - i, tal que 
los puntos de [ Vi-il - { V;} tienen i ramas, las cuales son lineales excepto por sub
variedades de dos dimensiones nwnos. Además si la característica es cero, los puntos 
de V r son puntos con r + 1 ramas. 

Este teorema nos dice, por ejemplo, que toda curva sin singularidades (y 
después del teorema de reducción de singularidades, toda curva) sobre un campo 
de característica cero tiene un modelo birracional plano con un número finito de 
puntos dobles. Si la característica es distinta de cero, hay curvas, como por 
ejemplo X = t, Y = t, Z = t 2

, tales que toda recta que corte la curva en 2 
puntos, la corta en p puntos (p = caract.). El autor ignora si puede ocurrir esto 
cuando no hay singularidades. 

Para superficies sin singularidades los resultados anteriores nos aseguran la 
existencia de un modelo birracioiml birregular en P 5

, un modelo birracional en 
P 4 con un número finito de puntos dobles (p = O) y un modelo birracional en 
P 3 con una "curva doble" con un número finito de puntos triples (p = O). 

5. Observación acerca de las tangentes 

Finalmente vamos a demostrar que para i ~ q, los puntos de Vi-l tales que 
las variedades lineales tangentes a sus i ramas lineales no son todas distintas, 
forman un conjunto algebraico de dimensión estrictamente menor que 
r - (i - l)(m - r). 

En efecto, supongamos lo contrario y sea C la correspondencia entre 
V X · · · X V (i factores) y G(q - 1, n), formada por el conjunto de 
(Q1 , · ··· , Q; , v- 1) tales que un Lª de 6.(Lª- 1

) pasa por los i puntos Q1 , · · · , Qi 
de V. Esta correspondencia es no degenerada pues supondremos que la dimen
sión de V;-1 es r - (i - l)(m - r). Por esta misma razón, dim c-1(Lª- 1

) = 
r - (i - l)(m - r), para v-r genérica. Sean Q1 y Q2 dos de los puntos de F 
tales que las ramas lineales correspondientes en la proyección tengan la misma 
variedad lineal tangente y sean T1 y T2 las variedades lineales tangentes a V en 
Q1 y Q2 . Entonces, según nuestra hipótesis, v-r genera la misma variedad 
lineal M·r+q con T1 que con T2 . Por consiguiente, dim c-1(Q1 , · · · , Q;) = 
(q - i + l)r + q (es decir igual a dim 6.(Li- 1

) en Nr+\ más dim G(q - 1, q)). 
De aquí, 

ri + (q - i + l)r + q = q(n - q + 1) + r - (i - l)(n - q - r), 

de donde resulta (i - 1 - q)(n - q - r) = O lo cual es una contradicción a 
los hechos que m ~ r + 1, i ~ q. 
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