UN CRITERIO COHOMOLOGICO PARA DETERMINAR
COMPOSICIONES ESENCIALES DE
TRANSFORMACIONES

Por Jost ApEm

1. Introduccién

Una operacién cohomolégica estable, relativa a un grupo G de coeficientes, es
una coleccién de homomorfismos

6*:HY(K, L; G) - H" (K, L; @),

definidos para todo par (K, L) y entero g, con la propiedad de conmutar con
el operador cofrontera y con los homomorfismos inducidos por transforma-
ciones." Las potencias de Steenrod (cf. [15]) Sq%, Sq°Sq’, ®%, etc., son opera-
ciones cohomoldgicas estables.

Por simplicidad, omitiremos el grupo G de coeficientes, escribiendo H*(K, L)
en lugar de HY(K, L; @). Designamos con S:HY(K, L) ~ H""™(SK, SL) el
isomorfismo suspensién, definido como en [13; p. 305]. La suspensién determina
un isomorfismo entre las sucesiones de cohomologia de (K, L) y (SK, SL).
Las operaciones cohomol6gicas estables conmutan con la suspensién, ya que S
se expresa como la composicién de un operador cofrontera y homomorfismos
inducidos por transformaciones.

Usando el método de Steenrod (cf. [14]) definimos, con cada transformacién
(continua) f:X — Y, la operacién cohomolégica funcional 65 (cf. §4). El
dominio de 67 es cierto subgrupo de cohomologia y el contradominio un grupo
cociente.

Sean ¢:W — X, f:X — Y dos transformaciones y 6°, 6% dos operaciones re-
lativas al mismo grupo de coeficientes. Con las hipétesis necesarias sobre 67,
se define la operacién compuesta '65(6%w), donde ‘65 es la operacién inducida
por 65 pasando al cociente.

Sif =0, se tiene 67 = 0. Por lo tanto, 6u % 0 para cierta u, implica que
7 es esencial. Sin embargo, ' 0367w 7 0 no necesariamente implica que la com-
posicién fg es esencial, como lo ilustra el ejemplo siguiente. Consideremos las
transformaciones entre esferas, g: 8" — S"*, f: 8" — 8" con n = 6, que
se obtienen mediante suspensiones de las transformaciones de Hopf, respectiva-
mente, S* — S, S* — §° SiueH"(S™) es un generador, resulta SqiSqfu # 0
(cf. [14; p. 985]). Por otra parte, de acuerdo con Serre (cf. [10; p. 231]) y Toda
(cf. [16; p. 43]), se tiene que 7,4+4(S™) = 0 para n = 6. Por consiguiente fg =~ 0.

El objeto principal de este trabajo es establecer un criterio que en ciertos
casos permitird, de ‘8567u 7 0, deducir que fg es esencial.®

1 En realidad se trata de toda una familia de operaciones cohomoldgicas en el sentido
de Serre (cf. [10; p. 220]).
2 En conexién con este problema, varios resultados interesantes han sido obtenidos por
F. Peterson (Trabajo inédito).
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2. Construccién de espacios asociados a transformaciones

Todos los espacios que consideramos en este trabajo son complejos con un
ntmero finito de celdas. Sea X un tal complejo, z uno de sus puntos tomado
como punto base y E' el intervalo —1 < ¢ < 1. Siguiendo [12] definimos CX,
el cono sobre X, como el espacio que se obtiene de X X E' al deformar (X X
—1) u (=g X EY) en un punto. En forma analoga, SX, la suspension de X, se
define como el espacio que se obtiene de X X E' al deformar (X X —1)u
(o X E"u (X X 1) en un punto. Designaremos con (z, ¢) el punto de CX o
de SX que corresponde al punto (z, ) de X X E'. Con la identificacién x =
(x, 1) resulta X < CX.Sif:X — Y es una transformacién, definimos Cf:CX —
CY como Cf(z, t) = (f(z), t). En igual forma se define Sf:SX — SY la sus-
pensién de f.

Formemos CX v Y, la unién-de los espacios CX, Y, que suponemos ajenos.
En forma aniloga a la construccién de Y, , el espacio de la transformacién
cilindrica de f, definido en [14; p. 966], consideramos una descomposicién de
CX v Y formada con los puntos z de CX — X y los conjuntos y u f '(y) X 1.
Esta descomposicién es semi-continua superiormente y el espacio identifi-
cacién que resulta lo designamos con CX u;¥. La transformacién natural de
CX uY en CX v,Y, define

2.1) 7:(CX, X) —» (CX v,Y, V),

con f | X = f. Decimos que CX u,Y se obtiene ‘“pegando” CX con ¥ por medio
def: X -7,
Lema 2.2. Los espacios S(CX u;Y) y (CSX) ug (SY) son homeomorfos.
DEMosTRACION: Sean E', E™ dos copias del intervalo [—1, 1], representando
un elemento arbitrario respectivamente por ¢, ¢'. Si 2 es el punto base de X,
el punto base de Y es yy = f(zo). Es fdcil verificar que S(CX u;Y) se obtiene

de (X X E' X EYu (Y X E"), mediante la siguiente descomposicién: los
puntos (z, ¢, &) con x e X — xp, —1 <t < 1, —1 < ¢ < 1; los conjuntos

X e (y) X1 X1)
conyeY — 5, —1 < t' < 1;y el conjunto que resulta de la unién de
(XXE X {=1,1)u(X X =1 X E"u(zo X B X EY

con (fyo) X 1 X EMNu(¥Y X {—1, 1)) u(y X E™), donde {—1, 1} es el
conjunto cuyos tnicos elementos con —1, 1.

E! homeomorfismo natural entre X X E'X E'y X X E' X E', que trans-
forma (z, t, ') en (z, ¥, t), translada la descomposicién al espacio

(X X E*" X ENYu (Y X EY).

Por otra parte, la descomposicién asi obtenida es la que define (CSX) us/(SY),
donde Sf resulta de f X 1: X X E''— ¥ X E" al hacer las identificaciones.
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Luego, el homeomorfismo inducido, es un homeomorfismo entre S(CX v,;Y) y
(CSX) ug,(SY), lo que demuestra 2.2,

Sea ¥; el espacio que resulta de Y al deformar z, X ™, 1] en el punto yo =
f(zo). En ¥, , igual que en Y, , el espacio X se indentifica con la seceién X X 0.
Obviamente, las relaciones establecidas en [14; p. 966] entre X, Y, ¥, se tienen
también con ¥, . Esto es, si:X C ¥;, k:¥ c ¥, son las inclusiones respec-
tivas, f: ¥, — Y es la transformacién natural que comprime ¥, en ¥, resulta
i = f, & = identidad, kf ~ identidad; por lo tanto, el par f, k& constituye una
equivalencia homotdpica entre ¥, y V.

Sea C1X el sub-espacio de CX que corresponde al sub-espacio X X [—1, 0]
de X X E'. Claramente, se tiene CX u;Y = C.X u ¥;.

Lema 2.3. St f, g son dos transformaciones homotépicas de X — Y, los espacios
CX vusY, CX u,Y resultan del mismo tipo de homotopia.

Omitiremos la demostracién, ya que esencialmente es la dada en [14; teorema
10.1].

3. Una sucesion exacta

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de espacios y transforma-
ciones

7,.x) L7, L,y
/
1’” ll sk
(CX u,Y, (1 X) & CX u,Y

donde j, k, I, m, n son las respectivas inclusiones. El correspondiente diagrama
conmutativo en cohomologia es

7, x) 3 mr) L g

[m* <
HYCX u,Y, ClX) Hq(CX u;Y)

donde f*, m*, n* son isomorfismos. El primero por ser f una equivalencia ho-
motdpica; m* por ser m una excisién; n* por ser n una inclusién con C1X de-
formable en sf mismo a un punto.

Si escribimos » = m*n*", y combinamos con la sucesién de cohomologia del
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par (¥, X), se obtiene
71 8 ar 7 .7 * pre i* q
- —H(X) — HYY;, X) 25 H*(Y;) — HYX) — ---
I [

¥
HY(CX v, Y) — HYY)

con v, f* isomorfismos. Este didgrama define la sucesién exacta

@1 --- —-H(X) 2 BH(CX u,Y) R HY(Y) I HY(X) — - -

—1 s . . .
donde u = v 5, f* = ¢*f*. Obviamente, se tiene un isomorfismo natural entre
esta sucesion y la sucesién de cohomologia de (Y, X).

Lema 3.2. Sea t*:H*(SX) — H*(CX v /Y) el homomorfismo inducido por la
transformacion natural 1:CX u;Y — SX, que se obliene al identificar Y con el
punio zode X. Si S:H (X)) — H(SX) es el isomorfismo suspension, resulta p =
—*8.

DemosTrACION: Observamos primero que (CX u;Y; C.X, ¥;) es una terna
propia (cf. [5; p. 34]) con X = C1X n Y, . Luego formamos el siguiente exdgono
de grupos y homomorfismos

H(CX usY)
n* s NG
/ N
Hq<CX UIY, ClX) _7; Hq<CX UfY, Yf)
\{’f JE/
m* H(CX u,Y, X) mi

i3,/ A\

N N

H'(Y,, X) 8 HY(C1 X, X)

N /

"\ /8

H9—1<X)

donde todos los homomorfismos, con excepcién de 8, son los inducidos por las
transformaciones de inclusién. Como la terna es propia, el diagrama satisface
las hipétesis del “lema exagonal” (cf. [5; p. 38]), y por lo tanto

*ly _ *, ¥l

u = n*m —nimy

. - spre ¥ k—1 3
En lo que sigue identificaremos nym; 8 con *8. Consideramos

,r*

7x) . mrex, x) L HY(SX),
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donde r* es el homomorfismo inducido por la transformacién natural
ri(CX, X) — (8X, o),

que identifica X con el punto z,. Obviamente, 6, 7* son isomorfismos y el iso-
morfismo suspensién se define como S = r* ', Formamos el diagrama con-
mutativo

k k
@) L B x, ¥ M gex oy, ) M H(CX u,Y)

o e

*

HY(CX u,Y, ¥) S HY(SX)

donde k*, [* son los homomorfismos inducidos por las respectivas inclusiones y
% .y, . % .
¢1 por la transformacién ¢ que se deriva de ¢{. Claramente, I*, {; son isomorfis-

mos y S = i *mi 8. Luego t*S = nimi™8, y el lema queda demostrado.
Combinando 3.1 con 3.2 se obtiene la siguiente sucesién exacta

- — H*((CSX) us/(SY)) (8B HY(SY) _8n*

* %k
msx) -2 mCex uy) o mUY) = -

4. Operaciones cohomolégicas funcionales
Sea #” una operacién cohomolégica estable, relativa a un grupo G de coefi-
cientes (cf. §1). Con la sucesién 3.1 formamos el siguiente diagrama conmuta-
tivo

n—1 14 a k* n f* n
H(X) — H"(CX vY) — HY(Y) = H"'(X)

nta—1 I n+a k* ntea f* ntea
H (X) — H"(CX u¥) — H"™(Y) -~— H"*(X)

Con este diagrama, empleande el mismo método usado en [14; p. 978] para
definir los cuadrados funcionales, se construye la operacién cohomoldgica
funcional 65 . Asi, sea K"(f*, 8%) el subgrupo de H*(Y) que se obtiene como la
interseccién de los nicleos de f* y 6% Sea

LM%, 6%) = FAHTY) + 0°H (),

el menor subgrupo de H"*(X) que contiene las imdgenes de f* y 6% Si u e
K"(f*, 6%), entonces f*u = 0, 6 = 0. Por la exactitud de la sucesién superior
existe v’ ¢ H"(CX u,Y.) tal que k*»' = u. Formamos §%u’. Puesto que k*6°u’ =
0% = 0, la exactitud de la sucesién inferior implica que existe u” ¢ H**7(X)
tal que u(u") = 6%'. Las elecciones de u/, u” s6lo pueden alterarse suméndo-
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seles elementos arbitrarios, respectivamente en pH" ' (X), f*H""*7(¥). Luego,
la clase de " médulo L™ *7!(f*, 6%) es dnica y determina 67u. Se tiene

0}1:1—(71()0*’ oa) _ Hn+a—1(X)/Ln+a—1(f*’ 00‘)‘

Obviamente, la operacién 6; es equivalente a la que se deriva utilizando la
sucesién de cohomologia de (Y, X), en lugar de la sucesién 3.1.

Consideremos ahora, otra operacién cohomolégica 6°, relativa al mismo
grupo G de coeficientes y sea 6°6° la composicién de 6% con 6°. Claramente,
K°(f*, 6%) < K'(f*, 6°6%) y 6° transforma L(f*, 6%) en L7™(f* 6°*) y por lo
tanto, pasando al cociente, 6° define

% HY(X)/ L (1%, 6%) — H™(X)/L(f*, 6°6%).
Con la inclusién L(f*, 6°6%) < L(f*, 6°) definimos
N:HY(X)/LO(f*, 6°6%) — HY(X)/L'(f*, 6°),

como el homomorfismo natural.

Lema 4.1. St w e K*(f*, 6%) entonces 07u, (6°0%)u estdn definidos y (6°0%),u =
¥6P (67 w).

Lema 42. Si we K (f* 6°0%) entonces 03(6%w), (6°6%),u estdn definidos y
A6P0%) u = 65(0%w).

Las demostraciones de 4.1, 4.2 son inmediatas a partir de las definiciones.
Consideremos los espacios W, X, ¥, y las transformaciones g: W — X, f: X —
-Y. Con 6, 6* formamos las operaciones funcionales 67, 67 . Suponemos que

L, 07) © K7, 6,
y definimos
R, ) = K™ (g%, €)/L7 71, 67).
Sea ‘6% la operacién que se obtiene de 65 pasando al cociente. Resulta
65 K™T 7 (g¥, 6°) — [HMT=7 (W) /L g, 6|/ 0L (r, 6.

Si para cierta u e K*(f*, %) se tiene que 6fu ¢ K" 7(g*, 6°), entonces pode-

mos definir ‘6567 w.
5. Algunos lemas auxiliares

Si A es un sub-espacio cerrado de X, designaremos con X el espacio que
resulta al identificar A con un punto as de A. Se tiene la transformacién na-
tural 7:(X, 4) — (X, a).

Lema 5.1. Sea f:(X, A) — (¥, B) una transformacion, j: (X, A) — (X, ao),
k:(Y, B) — (¥, bo) las transformaciones naturales, obtenidas al identificar A con
aceA, B con boeB. Si & = j(z), definimos f':(X, as) — (¥, by) como f'(%) =
kf(x). Entonces, f'5 = kf, f' es continua y si f =~ g resulta f" ~ ¢'.
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La demostracion de este lema es elemental.

Leva 5.2. Sean g: W — X, f: X — Y dos transformaciones tales que su com-
posicién fg >~ 0. Sea t:CX v, Y — SX la transformacién natural que se obtiene
al identificar Y con el punto xo de X. Entonces, existe una transformacion h: SW —
CX vu/Y, tal que Sg ~ th.

DxemosTrAcION: Con g, f construimos Cg, f (cf. §2),

cw, w) -9, «ox,x) L, ©ox oy, V).

Se tiene, fg = jCg | W = 0. Luego, el teorema de extensién de la homotopia
implica que fCg ~ I, donde (W) = y, es un punto de Y. Consideremos el si-
guiente diagrama conmutativo,

(cw, w)
]C/ lll \l
e

SW, m) % (©X 6,7, g - ©X u,¥, V) —Ls (SX, 20)

donde: k, j son las transformaciones que se obtienen al identificar respectiva-
mente, W, ¥ con los puntos wy, 2o ; ¢ es la inclusién; I’ es la transformacién
definida por I; h es la transformacién inducida por /' (cf 5.1). Haciendo ¢ = ji
el lema se sigue facilmente de 5.1, lo que concluye la demostracién de 5.2.

Dados los espacios W, X, ¥ y una transformacién f: X — ¥, se tiene £:CX vy
Y — SX definida como en 5.2. Sea h:SW — CX u;Y una transformacién
arbitraria. Con h construimos el espacio (CSW) ux(CX u,Y). Si identificamos
el sub-espacio ¥ de (CSW) u,(CX v,Y) con el punto z,, resulta (CSW) vy,
(8X). Sea

t:(CSW) up(CX v, Y) — (CSW) uu(SX)
la transformacién natural de identificacién. En forma breve escribiremos
K = CX v/Y,
L = (C8W) vu(8X),
M = (CSW) u(CX u,Y).
Designamos las transformaciones de inelusién con

k:Y C K, k:SX c L, k:K c M.

Lema 5.3. 8i H" (W) = 0, entonces para cada u e H'(Y) tal que f*u = 0,
existen w e H'(K), u” e H"(M) tales que v = k*u', ' = kiu”. Por lo tanic
u = k*ksu.

La demostracién es una aplicacién directa de 3.1.

Lema 5.4. 8 HY(Y) = 0, entonces t*: H*(L) — H*(M) es un monomorfismo.
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DEMosTRACION: Sea {1: (M, Y) — (L, z) la transformacién que se deriva de
. Con la sucesién de cohomologia del par (M, Y) formamos el siguiente dia-
grama conmutativo

. .
S HTY) 2L B vy 2L mron S HY(Y) —

N 7
BN
H(L)

! . ! . . .
Por ser ¢1 un homeomorfismo relativo, {;* es un isomorfismo y por consiguiente
t'* resulta un monomorfismo.

LeMa 5.5. En la sucesion

*

H(L) —) Hq(M) HY(K) —> HY(Y),
el miicleo de k*ks es igual a la imdgen de t'*.

DeMosTrRACION: Se sigue observando en el diagrama usado para 5.4 que
R Y
7* = ¥k, .

6. El lema principal

LeMa 6.1. Sean g:W — X, f:X — Y dos transformaciones tales que '6567u =
0- para cierta w e H*(Y). Supongamos H™ (W) = 0, H* *¥Y(¥) = 0. En-
lonces, fg es esencial si para toda h:SW — CX uY y v e H*((CSW) u,
(CX u,Y)) con i*u” = u se tiene 6°60°u” =-0, donde ©* estd inducido por ©:Y C
(CSW) up(CX vy, 7).

Demostraci6N: Con las hipétesis de 6.1 supongamos que fg ~ 0, y
sea h: SW — CX u,Y la transformacién determinada en 5.2, tal que Sg ~ th.
Usando esta h particular y conservando la notacién de §5, consideramos los.
espacios K, L, M, y las transformaciones , k; , ks, ¢, ¢'.

Ahora, por 5.3, existen v’ e H"(K), " ¢ H*(M) tales que v = k*/, v =

ksu”, u = k*su” = *u”. Como 8fu s 0 se tiene 6°u’ > 0 (cf. §4),.
luego ki 0°u” = 6°ksu” # 0, por lo tanto §°u” > 0. Por otra parte k*kz 0*u” =
6°u = 0, y 5.5 implica que existe v e H*"%(L) tal que t'*' = §%u”. Se tiene
que,

£ 3 £ 3
0% = ks 0°u” = Lst'®' = (*kiv'.

Puesto que ‘6597w > 0, resulta '65(S67u) = 0. Luego, de la definicién de ope-
racién funcional junto con 2.3, 3.2, se sigue que v = kiv’ es un representante
de — S6%u. Por lo tanto, 6%’ # 0y como ¢* es un monomorfismo en la dimen-
sion n + a + B (cf. 5.4), se sigue que ¢'*6% = 6°9°u” = 0, en contradiccién
con las hipétesis de 6.1, por lo tanto fg es esencial y el lema queda demostrado.
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7. Relaciones en potencias iteradas

Con el fin de hacer algunas aplicaciones de 6.1 escribiremos explicitamente
ciertas relaciones entre las p-potencias iteradas de Steenrod (cf. [2, 3]).

Para p = 2, definimos @* = 8q”. Considerando casos especiales de las fér-
mulas 23.8, 23.9 de [2], se obtiene

—i i 20°* sie = 8
7.1 P'e* = D% S prttip wtf . ’
@.1) =t + @ +ﬂ, sla > 8,

eona 2 B,a=7p"8=7p,p =2 donde

Lo = (_1)~:+1 <(a - 7:)(13 —-1) - 1>
T 6 . lp .

son coeficientes binomiales médulo p.

8. Transformaciones de esferas en esferas

Sea f:8* — 8" una transformacién de una k-esfera en una n-esfera tal que
®;u 5% 0, donde u ¢ H"(S™) es un generador. Entonces f es esencial y su esen-
cialidad puede determinarse mediante ®“. Como es bien sabido, en este caso
o = p°, ademés, sip = 2setienek — n=@a — 1,n = a, ysip > 2 entonces
E—mn=2ap—1) —1,n > 2« (cf. [6; p. 342]).

Ejemplos de tales transformaciones para p = 2, son las transformaciones de
Hopf ‘ '

15 8 . 7 4 3 2
S — 8, S — 8, S — 5,
¥y sus suspensiones.

Ejemplos para toda p > 2, con @ = 1, son los elementos esenciales de la p-
componente de ,(S°), isomorfa con Z, (cf. [4, 7, 11]), y sus suspensiones.
Ademsds, segin trabajos de Cartan, Moore (cf. [9]) y Toda, existen también
ejemplos para toda p > 2, con a = p.

Para este tipo de transformaciones demostraremos lo siguiente.

TroreMA 8.1. Sean ¢g:8™ — 8*, f:8° — 8" dos transformaciones tales que
®efu = 0, donde u e H*(S") es un generador y « = B.

La composicién fg y su suspension ilerada r veces son esenciales en los casos
siguientes: ‘

<y p=2 a=8 0=r<w,

(2) p=2 a>B O0=r<a+§B—n,
3) p = 3, a =3, 0<r<4a—mn,

() p=3a>8 0=r=2 +28—n,
®) p>3 az2pB, O0=r=<2+28—n
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DeMosTRACION: Sean ¢': 8™ — S, £:87 — S™ las transformaciones
que se obtienen al suspender r veces (r = 0) las transformaciones ¢, f. Aplicare-
mos 6.1 con W = 8™, X = 8§, ¥V = §™". El espacio CX uqY es el com-
plejo celular ¢ u 8™*". Con cualquier h: 8™ — 'y §** formamos
(CSW) u(CX u; YY), que resulta ser el complejo M = "7y y 8,
La cohomologia de M es diferente de cero tinicamente en las dimensiones 0,
n-+rk-+r-+1,m-+r -+ 2 Luego, siu” e H"(M) es un generador, se sigue
usando la formula 7.1 que @’®%u” = 0 para los valores de r donde 8.1 afirma
que f'g’ es esencial, lo que demuestra 8.1.

Los casos (1), (2) del teorema 8.1 fueron publicados por el autor en [1; p. 723],
sin demonstraciones.

9. Otros ejemplos

Supongamos que f:S™ — S” representa un elemento de orden k en ,(S") y
que todas sus suspensiones (Sf):S™ — S™* son esenciales. Designamos con
k:8™ — 8" una transformacién de grado k. Definimos e”™ v 8™ = (CS™) u;
S™. Luego, "' u 8™ es el complejo que resulta al pegar a S” una (m + 1)-
célula con grado k en la frontera. Con f construimos las transformaciones esen-
ciales

frre™ My 8™ — 87

‘f” . Sﬂm—n+1 N em+1 U Sm,

(9.1)

comu sigue. f’ es una extensién de f que obviamente existe y es esencial. Para
la construccién de f” consideramos la suspensién (S™7"f): 87" — S". Se
tiene k(S™"f) =~ 0 y usando 5.2 vesulta f”, que es esencial puesto que
(8" =17

Consideremos ahora f:S8”*"™° — S" que se obtiene suspendiendo n — 3
veces un representante esencial en la p-componente de m,(S*). Se tiene que f
es de orden p y si w e H*(S") es un generador, resulta ®u = 0.

Sean

2 —2 2p+n—3
f’:E’“’H—n USp 2 —>S",

dp+n—5 2 —2 2 ~2
f”:S pHn _}ep+n u Sp+n

bl

dos transformaciones derivadas de f segtin 9.1.

“Como es bien sabido, la composicidn f’f” es esencial y genera la p-componente
de mippas(S")(n = 3), que es isomorfa con Z, (cf. [8, 11]).

Por otra parte, si u ¢ H*(S™) es un generador se tiene ®;(§*®"),u =
@7 3*(®pu) # 0 (cf. 4.1), donde 8 es el operador cofrontera asociado con la
sucesion de coeficientes 0 — Z, — Z,» — Z, — 0. Como ilustracién de 6.1 se
demostrard que f'f” es esencial. Con W = §77"° X = (7% ¢ P
Y = 8", formamos CX u, ¥ = 7"y ¢ y S". Luego, con cualquier
h:SW — CX v Y construimos el complejo

4p+n—3 2p+n—1 2p+n—2 ¥
M=yt " ue™ Ty S
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Siu” ¢ H"(M) es un generador, se tiene (cf. [2; 23.10])
P = s*eTu” + E%*u” = 0,
lo que demuestra que f'f” es esencial.
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