DEFINICIONES FORMALES DE NUMERABILIDAD

Por GonzarLo ZusieTa R.

El objeto de esta exposicién es poner de relieve el cardcter relativo del con-
cepto de numerabilidad en un sistema formal, al considerar en dicho sistema dos
definiciones no equivalentes de numerabilidad, las cuales corresponden de -
manera igualmente legftima a la idea ordinaria.

Por su simplicidad he elegido el sistema de axiomas NF de Quine, [1], formu-
lado en el sistema Sq que se describe en la seccién 1. ,

Para el estudio de Sy he encontrado conveniente el considerarlo sumergido
en un sistema S, el cual constituye una ampliacién conservadora de Sp. Las
secciones 1, 2, y 3 estdn dedicadas a definiciones y teoremas relativos a S y a
So. La demostracién del teorema 3.3. es esencialmente la de L. Henkin [3] con
la simplificacién introducida por G. Hasenjaeger [4].

1. Definicién del sistema S

Los stmbolos nominales que intervienen en la construccién de S se clasifican
en vartables y constantes.

Variables: z, y, 2, t, w, v, w, &', ¢/, - -

Constantes: 1, 2, 3,4, 5,6, ---

Las férmulas de S se definen como sigue:

1. Para simbolos nominales cualesquiera o, 7, la expresiéu (¢ e 7) es férmula
de S.

2. Si® es férmula de S, también (~®) lo es.

3. Si® y ¥ son férmulas de S, también lo es (@ — ¥).

4. Si® es formula de S v « una variable nominal, entonces (da®) es férmula
de S.

5 Sélo expresiones de las descritas en 1—4 son férmulas de S.

Supondremos una numeracién fija de las férmulas de S en una lista, a la cual
nos referiremos algunas veces.

Introducinmos las siguientes abreviaturas de férmulas:

Df. 1. @ v ¥) abreviatura de ((~®) — ¥).

Df. 2. (® & ¥) abreviatura de (~(® — (~7T)))

Df. 3. (® <> V) abreviatura de ((® — ¥) & (¥ — B)).
Df. 4. (a)® abreviatura de (~(Ja(~®))).

Una presencia dada de la variable « en la férmula ® estd ligada si estd con-
tenida en una parte de ® de la forma (da¥) siendo ¥ una férmula. Una pre-
sencia de simbolo nominal es l7bre si no estd ligada. Todas las presencias de
constantes en una férmula son libres,
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Llamaremos S-a la clase de las férmulas de S que no contienen presencias
libres de variables (férmulas cerradas), y Sy al sistema formado por las férmulas
de S que no contienen constantes.

Una férmula de S es tautologia si se obtiene, por substitucién, de una tauto-
logia del cdleulo proposicional.

Dada una férmula ® de S, una variable ¢ y un simbolo nominal (variable o

., T . , .
constante) o, usaremos la notacién ® — para referirnos a la férmula ¥ que se
o

obtiene de ® al substituir por ¢ todas las presencias libres de a en &, siempre
que las presencias resultantes de o en ¥ sean también libres. Si alguna de las

. P a .
presencias resultantes de o estd ligada en ¥, entonces hacemos ® — igual a &.
84

Pasamos ahora a describir las férmulas que adoptaremos como aziomas en S.

Al. Si® es tautologia de S entonces ® es axioma.

A2, Si® es una férmula cualquiera de S y « una variable, entonces la férmula
cbg — Ho® es un axioma.

Las reglas de tnferencia son:

I. De ® — ¥ y & obtener ¥. (mp.)

I1. Si ¥ no contiene presencias libres de la variable «, entonces de & — ¥
obtener (a®) — V.

Sea K una clase de férmulas. Decimos que ® es deducible de K, en simbolos
K + &, si existe una sucesidn finita ®;, --- , ®,, ® de férmulas de S tal que
cada elemento de la sucesién es una férmula de K o un axioma que se obtiene
de elementos anteriores de acuerdo con I 6 II. La sucesién &, --- , ., P es,
en este caso, una deduccién de ® con hipdtesis en K 4, brevemente, una deduccién
de K - ®. Si K es vacia escribimos simplemente —&.

1.1. 8¢ la formula T no contiene presencias libres de vartables y si K o T = ®,
entonces K = T — ®. (Teorema de la deduccién.)

DemosTRACION. Para toda ® deducible de K T, demostraremos, por re-
currencia, que K — T — &. 1) 81 ® coincide con la férmula T, entonces T' — &
es axioma, luego K = T' — &, 2) Si ® es férmula de K o axioma, entonces la
siguiente es una deduccién de K — T — &

- (T —-&) axioma
) axioma o hp. de K
r—® mp.

3 SKEFTIT—(@—>¥)yK K I' > ®, la siguiente es una sintesis de deducecién
deK — I'— V.
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T—-@®—9%)—>.(IT—>® > (T -7 axioma

T — @ —¥) K~
(T —@) = (T —¥) mp
T—® K-
I'—v mp.

4} Finalmente, si K - I' — (® — ¥) y ¥ no contiene presencias libres de e,
la siguiente es una-sintesis de deduccién de K — T' — ((Fad) — ¥):

1) T — (@ — V) K+

(2) ®— (I - V) mp con tautologia
(3) (o) — (T — V) 11

4) I' = (Had®) — ¥) mp con tautologia

12 &S K - & ¢ y st ninguna de las formulas de la clase K & contiene ala
(03

constante ¢, entonces K - ®.
c . o
DemosTrACION. Sea &, -+ , ®,, ® - una deduccién con hipétesis en K yw
(03
una variable que no figura en esta deduccién. Si substituimos por « cada pre-

N ., . I I3 1 w
sencia de ¢, obtenemos de la sucesién anterior una deduccién &®;, ---, ®, , d -
22

T . . w .
con hipétesis en K. Como, mediante las reglas y los axiomas, de & — se obtiene
(03

®, obtenemos ficilmente una deduccién de ® con hipdtesis en K.

2. Clases consistentes

Una clase K de férmulas de S se llama consistente si no existe férmula alguna
Ptal que K -y K - ~&.

2.1. 87 K es inconsistente entonces, para toda formula ¥ de S, se ttene K — .

En efecto, por medio del axioma (~®) — (@ — ¥), dadas una deduccién de
K + & y una deduccién de K I~ (~®), se obtiene una deduccién de K +— .

2.2. 81 Ky, Ki, Kz, -+ son clases consistentes y si Ko C Ky Cc K, C -+
entonces Ko « K; < Ko - - es consistente.

DemosTrACION, Supongamos que la clase Ko « Ky « Ky  --- no es con-
sistente y que &, --- ,®,,®y ¥, --- , ¥, ~ & son dos deducciones con
hipétesis en dicha clase. Cada férmula que aparece en alguna de estas sucesiones
por ser elemento de Ko o K; K « -+ , estd en alguna clase K; ; como el
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nimero de estas férmulas es finito, tomamos la mayor de estas clases, digamos
K, ; las sucesiones &, , --- , ®,, Py ¥y, --- , ¥, , ~ ® son deducciones con
hipétesis en K, . Luego K, es inconsistente contra la hipétesis del teorema.

2.3. 8i la formula T es cerrada (esto es, I' no contiene presencias libres de
variables) y st K T es inconsistente, entonces K — ~ T.

Drmostracién. Si K o T es inconsistente, entonces K  I' = ~ T. Luego,
porl.1,K+—TI'— ~ Ty, como (I' =~ T)— ~ I esaxioma, se tiene K - ~ T.

Una clase K de férmulas de S se dice que es consistente mdaima en S si K es
consistente y si por cada férmula ® de S, la clase K contiene a ® 6 a ~ &.

2.4. Sea K una clase consistente de férmulas cerradas. Vamos a formar una
clase X', consistente méxima en S, tal que K < K'.

Partimos de una numeracién 6;, 9., 05, 6., - - - de las férmulas de S, indu-
cida por la numeracién de las férmulas del sistema S.

Definimos K; igual a K © 6;, si K © 6, es consistente. De lo contrario hace-
mos Kj; igual a K  (~8;). De cualquier manera K, resulta consistente en vista
de 2.3.

Definimos K, igual a K; 6, si esta clase resulta consistente. De lo contrario
hacemos K, igual a K;  (~8,). De cualquier manera K, resulta consistente.

Prosiguiendo en esta forma, se obtiene una sucesién infinita K; , Ky, Kg, - - -
de clases consistentes contenidas en S tales que K, contiene a 6, 6 a su negacién
~0, . Ademis

KcKicK,C ---

Si hacemos K’ igual a K C K; o K; o --- tenemos: 1) K’ es consistente,
por 2.2; 2) K’ es mixima, por construceién; 3) K < K’ < S.

2.5. 87 K es consistente y (Aa®) cerrada y si la constante ¢ no figura entre. los

p c .
stmbolos de las formulas de K @, entonces K o { Ho® — & - ) es consistente.
&

. c . .
DEemostrACION. Supongamos que K <ElatI> — & —> es inconsistente. Por 2.3
&

se tiene K +— ~ <E[a<I> — & g). Por tautologias, K - Jad y K - ~ @S, luego
24 &

por 1.2, K — ~ & Empleando las reglas y axiomas, tenemos K - (@) ~ ® y
también (o) ~® — ~ (dad), por lo tanto K - ~ (ad), contra la hipétesis
de que K es consistente.

3. El teorema de Skolem y Lowenheim

Con las férmulas del sistema S puede hacerse la siguiente clasificacién: 1) La
clase O estd integrada por las fé6rmulas de la forma (¢ e 7), formulas elemeniales.
2) La clase n (n > 0)-se compone de las férmulas que tienen una de las formas
(~®), @ — F), (o), siendo ® y ¥ férmulas de clases anteriores a la n.
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Se obtiene una valuacién del sistema S asignando a cada férmula cerrada de
la clase 0 un valor de verdad, en forma arbitraria, y extendiendo la asignacién
a las férmulas cerradas restantes de acuerdo con las tablas de verdad y con el
siguiente criterio: (da®) toma el valor U si, y sélo si, existe por lo menos una

constante c tal que ® € toma el valor V.
o

Una clase de férmulas cerradas de S, se dice que-es verzficable (en el conjunto
de los niimeros.naturales) si existe una valuacién de S en la que teda férmula
de la clase toma el valor U.

Una clase K, de férmulas cerradas de S, se llama compleia si para férmulas
cualesquiera ®, ¥ se cumplen las tres condiciones siguientes:

1) (~®) estd en K si, y sélo si, ® estd en S — K.

2) @ —>T)estien S — Ksi,ysélosi,destien Ky ¥Yen S — K.

3) (Hod) estd en K si, y solo si, existe una constante ¢ tal que & C estden K.
o

3.1. 87 K es completa entonces K es verificable.

DemosTrACION. Definimos la siguiente valuacién. A toda férmula elemental
de K le asignamos el valor U y a las férmulas elementales de S — K el valor .
Por induccién se demuestra que, en esta valuacién, a cada férmula de K le
corresponde el valor U y a cada férmula de S — K el valor .

Un ¢jemplo de la férmula existencial (Ha®) es la férmula @ E, donde ¢ es una
«

constante cualquiera.

3.2. Toda clase consistente mdxima L que contiene ejemplos de cada formula
existencial conlenida en L, es completa.

DemosTrACION. Basta probar que L satisface las tres condiciones de la defi-
nicién de completa. (1) Si (~®) est4 en L entonces ® estd en S — L, por la con-
sistencia de L; reciprocamente, si ® estd en S — L entonces (~®) est4 en L,
por ser méxima L. (2) Si (® — ¥) estd en S — L entonces ~(@ — ¥) est4 en
L por (1), luegoL &, L - (~7¥), por las tautologias ~(@ — ¥) > d y
~(@ — ¥) — (~¥), y por lo tanto ® estd en L y ¥ en S — L, por ser L con-
sistente méxima. Reciprocamente si ® est4 en L y ¥ en S — L entonces (~¥)
estd en L por (1) y, debido a la tautologia ® — .(~¥) — ~ (@ — ¥), se tiene
L ~ (@ — ¥), luego (® — ¥) estd en S — L, por la consistencia de L. (3) Si

(Jo®) estd en L entonees, por hipétesis, algiin ejemplo & € estd enL. Reciproca-
24
mente, si algin ejemplo ¢ de (®) estd en L, entonces, en vista del axioma
24

RN (Rad), se tiene L - (o), luego (Fa®) estd en L por ser ésta consistente
o

méxima.
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3.3. 8i K es consislente y K < Sy entonces K es verificable. (Teorema de Sko-
lem y Lowenheéim.)

DeomsTrACION. Bastard que construyamos una clase completa agregando
ciertas férmulas cerradas a K. Esto se logra del modo siguiente:
Sean

(B) (Ha®y), (Jas®z), (Aas®y), - -

todas las férmulas existenciales cerradas, en el orden con que aparecen en la
lista de f6rmulas de S. Elegimos las constantes numéricas ¢; , €2, €3, * - - COMO
sigue:

¢; = constante minima que no figura en & .

, . C Cy
¢, = constante minima que no figura en & —, 5.
ay

P Ci Cy
¢; = constante minima que no figura en &, —, &, =, &,
(253 (s 1}

Definimos

L = K\J(Ha]_cbl'—)cbl-(:—l) u<3a2¢2—>¢22> u<3a3¢3—>¢3c—3> ~

ay Qi 3,
L es consistente en vista de 2.2, puesto que es la unién de las clases

K

y

K ~ <3a1<§1 — Cpl -C—1->,

(241

(24

K ~ <3a1<§1 — @1 ‘Cl> ~ <3a2 @2 - ¢2 c—2> ]
o

las cuales son consistentes en vista de la hipétesis y de 2.5.

Finalmente, formamos L', clase consistente mixima que contiene a L, segin
el procedimiento empleado en 2.4. Para probar que L’ es la clase pedida, consi-
deremos una férmula existencial cualquiera contenida en L’. Esta férmula
aparece en la lista (B) con cierto rango n y junto con esta férmula, a saber

n

(Ha,®,), figura en L’ también <3a,,¢bn — &, c_,.) .Luego L' @ngly, como L' es
oy

. . . c ., .
consistente maxima, ®,—estd en L’. Esto prueba que L’ contiene, con cada

n

férmula existencial, por lo menos un ejemplo de la férmula. De lo anterior y de
3.2 se sigue que L’ es completa y contiene a K.
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Si e, -+, o, son, en orden alfabético, las variables que tienen presencias
libres en ®, entonces la cerrddura de ® es por definicién la férmula (1) -« - (e.)®.

La férmula & es vdlida en una valuacién dada, si su cerradura toma el valor 0
en dicha valuacién.

Sea K una clase de férmulas cualesquiera de S. Decimos que una valuacién
dada satisface a K, si todas las férmulas de K son validas en dicha valuacién.

3.4. Si K es consistente y K C Sy, entonces existe una valuacion que satisface
a K.

DemosrracI6N. Formamos la clase K con las cerraduras de las férmulas de K.
Es facil demostrar que K es consistente y K < S, . Por 3.3, existe una valuacién
en la que toman el valor U todas las férmulas de K, luego dicha valuacidn satis-
face a K.

4. Concepto de numerabilidad

Cada valuaci6n de S determina una interpretaciéon de las férmulas de S,
como proposiciones que se refieren a conjuntos designados con las constantes
1,23, ---

En S, pueden formularse los axiomas de pertenencia dados por Quine en [1].
La clase Q de estos axiomas est4d determinada por las dos condiciones siguientes:

4.1. La férmula (r C y) — .(y € ) — (z = y) estd en Q.

4.2, 8i la férmula & esti estratificada y la variable w no figura en ®, entonces
la férmula Jw(e) (@ € w <> ®) estd en Q. (Regla de abstraccién.)

En esta seccién damos por conocido lo que se trata en [1] y [2].

Las descripciones {z}, “conjunto cuyo tnico miembro es z”’ y {z, y}, “con-
junto cuyos tnicos miembros son z y y”’, se definen en contexto, como en [1].

El concepto de par ordenado (x, 1) puede definirse como en [1]:

D14. (x, y) abreviatura de {{z}, {z, y}}, 6, alternativamente, en la forma

D14'. (z, y) abreviatura de {{z}, {z, {y}}].

De estas dos definiciones se originan dos conceptos diferentes de funcion
univoca y, por consiguiente, dos conceptos diferentes de numerabilidad.

Si suponemos que Q es consistente entonces, segin 3.4, existe una valuacién
de S que satisface a Q. La constante ¢ representa una funcién univoea si es
verdadera la férmula

(@)W (x,2) ec & (y,2) ec — (z = y)

De hecho, resultan dos férmulas diferentes, seglin que se emplee D14 o0 D14/,
y puede ocurrir que una de las férmulas sea verdadera y la otra falsa, en la
valuacién. Es decir, ¢ puede representar una funcién univéca segin una defini-
cién y no representarla segin la otra.
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Llamemos ® y @' a las férmulas que resultan del esquema
WERE. @, D ez & (z1) ex— (y = 2)

al aplicar las definiciones D14 y D14/, respectivamente. ® y ® son férmulas de
Sp que contienen presencias libres dnicamente de la variable “z”. Puede de-
mostrarse lo siguiente

(1) Q- Fx@ & (y)Te. (y, 2) e x)
@) QF @)@ — 3yl ~ .(y,2) ex)

(1) dice que si se adopta D14 como definicién de par ordenado entonces se
demuestra en S la existencia de una funcién univoca que tiene por contrado-
minio al conjunto de todas las constantes 1, 2, 3, - -- Tal funcién estd determi-
nada por la férmula (z = y). En (2) se afirma que si se adopta la definicién
D14/, entonces para cualquier funcién univoca que se tenga, existen constantes
que no figuran como valores de la funcién. En este caso, la férmula (z = y)
no define una funcién, pues la férmula que nos puede proporcionar tal definicién
por abstraceién, no ests estratificada.

(2) se demuestra empleando dentro de S el conocido método diagonal de
Cantor. Tal método no es aplicable junto con 4.2 tratdndose de D14, porque se
tropieza con una férmula no estratificada.

En correspondencia con las definiciones ®, &' de univocidad se obtienen dos
definiciones ¥, ¥’ de numerabilidad. ¥, ¥’ son dos férmulas de Sy que contienen
presencias libres Unicamente de “z” y expresan el concepto ‘x es numerable”
en dos formas distintas. Aplicando el método diagonal de Cantor, se demuestra
en S:

@3) Q+dz ~ V¥

que afirma que existen conjuntos no numerables segin la definicién ¥!. No se
sabe si vale, 1o mismo al aplicar la definicién ¥, pero si existe una demostracion
en S de Q - dx ~ ¥, ésta no es mediante el uso de 4.2, ya que se tropieza
con una férmula no estratificada.

Para la valuacién que satisface a Q, pues hemos supuesto que Q es consistente,
la férmula cerrada Jx ~ ¥’ toma el valor V. Por lo tanto existe un ejemplo

¥' & de dicha férmula que toma el valor U, y la constante c tiene el caracter de
T

1o numerable de acuerdo con la definicién ¥'.

UniveERrsipaD NacioNaL AuTéNoma DE MEXIco E
INsTITUTO NACIONAL DE LA INVESTIGACION CIENTIFICA

REFERENCIAS

[1] W. V. Quing, The American Mathematical Monthly, vol. 44, 1937, pp. 70-80.
[2] W. V. Quing, The Journal of Symbelic Logic, vol. 2, 1937, pp. 120-124.

[3] L. Hexkin, The Journal of Symbolic Logie, vol. 14, 1949, pp. 159-166.

[4] G. HasENJAEGER, The Journal of Symbolic Logic, vol. 18, 1953, pp. 42-48.





