SOBRE LA PAREJA EXACTA DE COHOMOTOPIA

Por Jost ApeEM

Introduccién

Las parejas exactas fueron definidas y estudiadas por Massey en [5]. La
operacién derivacién asocia con cada pareja exacta una nueva pareja exacta,
obteniéndose mediante este proceso una sucesién espectral. En particular, con
la pareja exacta de cohomotopia se obtiene la sucesién espectral de cohomoto-
pia, donde las diferenciales pueden interpretarse, en términos generales, como
operaciones cohomolégicas.

El objeto de este trabajo es calcular el operador diferencial del primer deri-
vado de la pareja exacta de cohomotopia. Se demuestra que dicho operador,
salvo limitadas excepciones, puede expresarse por medio de un cuadrado de
Steenrod definido mediante un apareamiento conveniente.

1. Cuadrados de Steenrod y apareamientos
Sean A y B dos grupos abelianos y
\NA— B
un homomorfismo tal que
NA) < 2B,

donde oB representa el subgrupo de B formado con los elementos de orden 2.
Esto es, 2x(a) = 0 para a e 4.

Asociado con A siempre puede definirse un apareamiento conmutativo de A4
consigo mismo en »B, que representamos con -, tal que

(1.1) a-a = Na),

para toda a € 4.

El apareamiento no resulta ser tUnico. Para la construccién de tales aparea-
mientos véase [10; p. 137].

Si suponemos que 4 admite un nimero finito de generadores, pueden también
construirse apareamientos como sigue. Expresamos A como suma directa

(1.2) A =40 - @4,

donde cada 4. es un grupo ciclico generado por un elemento a; . Definimos
ai-a; = 0 si T # 7,

(1.3)

a;-a; = )\((11'),
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y extendemos - por bilinealidad a todo par de elementos de 4. Obviamente,
se obtiene de este modo un apareamiento conmutativo. Ademés, si a = 2 n.a,
es cualquier elemento de 4, se tiene

a-a = O na) - (CLna) = 2 niac-a; = . nin(a),

y puesto que A(a,) es de orden 2, resulta
a-a = Znn)\((h) = )\(a')i

por consiguiente, se cumple 1.1.

Ahora, sea K un complejo simplicial y consideremos A y B como grupos de
coeficientes. Con uno de estos apareamientos podemos definir los cuadrados de
Steenrod, Sq° (cf. [12]), ¥ se tiene el siguiente

TroreEMA 1.4. Las operaciones (Sq* = Sqy)
Sq":HY(K; A) — H*™K; B),

definidas medianie cualquier apareamiento conmutativo -, de A consigo mismo en
2B, tal que a-a = N\ a), resultan ser independientes del apareamiento particular
que se elja.

DeEMoSTRACION. Supondremos que A admite un ntimero finito de generadores.
La demostracién en el caso general, que es esencialmente la misma, puede verse
en [10; p. 137].

Consideramos una descomposicién de A como en 1.2. Sea {u} e H/(K; 4),
luego w e ZY(K; A) y u = »_ L u;, donde cada u; e Z%K; A.).

Con un apareamiento - que satisface 1.1 y usando los productos ., intro-
ducidos por Steenrod en [12], definimos las operaciones Sq*. De la bilinialidad

de < resulta
h h
Ut = <Z 'LL¢> ~t <Z uz)
i=1 =1

A
= Z Ui op Uy + Z (Wi orty + Ui )

=1 i<J
Ahora, de [12; p. 299]
Ui g Uj + Ui g Uy ™ O,

luego

h
Ut U ™~ Z Uit Uiy

=1

pero cada producto u; <, queda determinado por el producto a:-a; = A a.),
donde a; es el generador de A;. Esto demuestra 1.4.
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Ahora, supongamos que se tiene el siguiente diagrama conmutativo de grupos
abelianos y homomorfismos:

A

A", B
(1.5) j¢ ]
c—* . p

donde, M(4) € B y u(C) < 3D. Con A y u respectivamente, definimos Sy ¥
Sqﬁ como en 1.4. Entonces, el siguiente diagrama es conmutativo:

k
HYK; A) Sa H*™K; B)
(1.6) ld’* l@*
Sq .
Hy(K;(C) —*> He*(K; D)

donde, ¢ y 0« son respectivamente, los homomorfismos inducidos por los homo-
morfismos ¢ y 6 en los grupos de coeficientes.

Se omitird la demostracién de 1.6, ya que es tinicamente una verificacién
directa usando las férmulas empleadas en la demostracién de 1.4.

En nuestras aplicaciones los grupos de coeficientes serdn grupos de homotopia
de esferas m,,(S?). De acuerdo con un teorema de Serre (cf. [8]), los grupos ,(S%)
admiten un nimero finito de generadores y en general resultan ser grupos finitos.

Como es bien sabido, 7,41(S™) es un grupo ciclico de orden 2 para n > 2.
Representemos con v, € m,41(S™) su generador. Si « e 7.(S?), con la operacién
de composicién se obtiene a° v, e m,11(S?). La operacién « o v, es bilineal

(H(vs) = 0en 5.15 de [13]),

por lo tanto 2(a o v,) = 0.
Sea,

Eim,ia(8%) = maga(ST)
el homomorfismo suspensién. Definimos
(1.7) A (8%) = maa(ST),
como
Ma) = E(acv,) = (Ba)© vatr,

para « e 7,(S%). Claramente, A es un homomorfismo y 2\(e) = 0. Luego, con
A como en 1.7 y con cualquier apareamiento que satisfaga 1.1, podemos definir
las operaciones

(]-'8) qu:Hp(I(, ’Trn(Sq)) —_ Hp+k(K; 7rn+2(Sq+l)).
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2. Grupos de cohomotopia

La teorfa de los grupos de cohomotopia fué estudiada y desarrollada por Spa-
nier en [11]. Véase este trabajo para las definiciones y propiedades que se mencio-
nan.

Sea (K, L) un par donde K es un complejo celular finito y L un subcomplejo
cerrado. El g¢-grupo de cohomotopia, representado por #*(K, L), queda defi-
nido si dim (K — L) < 2¢ — 1. Sus elementos lo forman las clases de homo-
topia de transformaciones (K, L) — (8% x,), donde S” es una g-esfera.

Sidim K < 2¢ — 1, se tiene la sucesién exacta

(K, L) —— %K)~ #(L) —2 2K, L) L
donde 7, j son los homomorfismos inducidos por las inclusiones respectivas y A
es el operador cofrontera de cohomotopfa.

Representemos con K” el p-esqueleto de K y sea C"(K; m.(S%)) el grupo de
n-cocadenas de K con coeficientes en m,(S?). Para n < 2¢ — 1, existe un iso-
morfismo

pir'(K", K') — (K mu(S9),

definido como sigue. Sea ¢" una n-celda orientada de K y f: (E", S"™) — (¢”,
¢") la transformacién caracteristica de ™ (cf. [11; p. 218]). Dado a ¢ #%(K", K"™)
con « = {g}, donde g: (K", K"™") — (8% o) es un representante, consideramos
la composicién
1
@&, 8 L, (" &) o (&, K I (8 ).

Luego, si h = gif, su clase {h} em.(S%), y la cocadena ¢¥(a) ¢ C"(K; m,(S7))
queda definida por ¢(a)-¢" = {h}.

El homomorfismo ¥ es natural en el sentido de que conmuta con los homo-

morfismos inducidos por transformaciones.
Definimos 8:7%(K", K"™") — »*™ (K", K") mediante la composicién

(K", K" —'7—> (K") —A-> 1rq+l(K"+1, K"),

esto es 8 = Aj. Como ha sido demostrado por Spanier, se tiene el diagrama
conmutativo

WQ(K:n’ Kn—l) 50 7rq+1(Kn+1, Kn)
b
C"(K; ma(89) — 2 OE i (ST)

donde E§ es el homomorfismo que resulta de la composicién

(K ma(S7) — 2y PR 7 (87) s CFE maia (ST)),
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del operador cofrontera y el homomorfismo inducido por la suspensién
E:my(8%) = maa (87,
en los grupos de coeficientes. En este caso £ es un isomorfismo, ya que
n < 2q — 1.

Por lo tanto, si n < 2¢ — 2, el n-grupo de cohomologia calculado con Ed es
simplemente H"(K; 7,(S?)). Ademds, si n < 2¢ — 2, se tiene la sucesién

Wq_l(Kn_l, Kn—~2) 60 Wq(Kn, I{-n—1> 60 7rq+1(Kn+1’ Kn),
donde 66y = 0. Definimos
(2.1) "MK = nicleo 8o/der® (K™Y, K™Y,

Claramente, como ¢ es natural y ¢6 = (E8)y se obtiene el siguiente (cf. [5;

p. 252]).
Lema 22, Sin < 2¢ — 2, el isomorfismo ¢ induce un isomorfismo natural
Y1 3CUK) — H' (K mu(S7)).
3. La pareja exacta de cohomotopia
Consideremos las parejas exactas introducidas por Massey en [5]. Sea

7

AK) —— AK)

N /
j\\ // A
C(K)

la pareja exacta de cohomotopia. Los grupos bigraduados 4 (K) y C(K) quedan
definidos por

APUEK) = 7 (K?),
CPU(K) = «" (K", K",
parap = 0y p > 2¢ + 1. Los homomorfismos
J:OPU(K) — APY(K),
APYK) — ATTNEK),

son los inducidos en los grupos de cohomotopia por las inclusiones respectivas, y
el homomorfismo

A:A.p’q(K) N CzH-l)Q(I{')
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es el operador cofrontera de cohomotopia. Para los otros valores de p, ¢ los
grupos y homomorfismos los consideramos definidos como en [5; p. 249]".

El operador diferencial de la pareja exacta de cohomotopia es el endomor-
fismo 80:C(K) — C(K) definido por & = Aj. La exactitud implica 86 = 0.
Aplicando la derivacién introducida por Massey obtenemos el primer deriado
que resulta ser la pareja exacta

rK) ., &)
N /
.1 Al
]\\ //

50(K)

donde T'(K) = 1(A(K)) y GC(K)' = H(C(K)), es la cohomologia de C(K) con
respecto al operador cofrontera 6, . Los homomorfismos ¢ , j1 ¥ A; son los indu-
cidos en forma natural por 7, 7 y A, respectivamente. Los grupos I'(K) y 3¢(K)
estdn bigraduados y si n < 2¢ — 2, el grupo 3" “(K) es claramente el deter-
minado en 2.1. El operador diferencial del primer derivado es el endomorfismo
d:3(K) — 3¢(K) definido por d = Ayj,. Resulta d’° = dd = 0. Iterando este
proceso obtenémos los derivados sucesivos de la pareja exacta de cohomotopia.
Asociada a la pareja exacta se tiene la sucesién espectral

(C(K), b), (3(K), d), (u(K),dr),  ete,
donde, 6 = Aj, d = Ayr, di = Agje, ete.,, y R(K) = H(C(K)), 3u(K) =
H(3e(K)), ete.

Usando la bigraduacién de los grupos, la pareja exacta de cohomotopia puede
representarse mediante la siguiente red de grupos y homomorfismos

Ji

N AK™ K" L o) A aen (e gty I,
Ji

AL e, kY I ) A et Ky
li

1 La‘p:;reja exacta de cohomotopia puede definirse también como en [6; p. 248]. En nues-
tro caso, ambas formas conducen al mismo resultado 4.1.
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En esta red, la exactitud vale a lo largo de trayectorias en zig-zag,

AR RN (g

Ji
q n A q+1 n+1 n .7
o(K") — 5 #"(K", K") —— -,
asociadas a las sucesiones exactas de cada par (K", K"). El operador
d::}cnm—tZ(K) — 3Cn+2yn“<1+1(K)

queda determinado como sigue. Sea {a} ¢ 3" 4(K) y a e 7/(K", K"™') un repre-
sentante. Luego s = Aj(a) = 0. Por la exactitud en zig-zag, existe 8 ¢ 72(K"™")
tal que 3(8) = j(a). Luego, formamos A(8) e x* ™ (K", K**"). Puesto que jA =
0, se sigue que A(B) es un cociclo bajo & y d{a} = {A(B)}.

4. El teorema principal

Usando el homomorfismo X de 1.7 definimos Sq* como en 1.8. Nuestro resul-
‘tado principal es el siguiente

TrorEMA 4.1. Si n < 2¢ — 2, el siguiente diagrama es conmutativo (cf. [5;
p. 264])?

ECn 'n_q(K) d GCM_Z ,n——q-{-l(K)

B B

2
H'(K; 1(89) —20, B (K mya(S7)

Pospondremos la demostracién para las secciones siguientes y nos dedicaremos
aqui a seflalar algunas implicaciones de este resultado.

Desde luego, ya que ¢« es un isomorfismo, el teorema 4.1 determina explicita-
mente el operador diferencial d, para aquellos grupos 3¢™?(K) que pueden iden-
tificarse con grupos de cohomologia. Como d* = dd = 0, resulta Sq’Sq* = 0 en

noEe. q qu n+2 g g+1 Sq2 ntd g Q+2
H"(K; ma(S8%) ——— H""(K; m042(S8™)) ——— H"(K; m014(87)),
donde los apareamientos estdn asociados con los homomorfismos
Nima(SY) = mga(ST) ¥ N imaa(8TT) — masa(8T),
definidos como en 1.7. Por lo tanto, si « € m,(S?) resulta

MA(e) = (E’a) © vpis© vnys,

2 Un teorema del mismo tipo que 4.1 es el demostrado por Peterson en {6; p. 254]. De
acuerdo con [7; p. 265] este resultado puede también extenderse a las parejas e:;alctas de
grupos de cohomotopia generalizados.
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donde E" denota el homomorfismo suspensién iterado r veces. Pero vuq2 0 voys =

Yotz €s el generador de mn44(S"*?), que es un grupo ciclico de orden 2. Por lo
tanto,

MAG@) = (B') o vass
(4.2) = B[(Ea) ° Yal

Il

E[(Ea)* (E" )],

eon Yayz = By, ¥ Yasr = E" 'y, donde v = 7, es el generador de my(S%).

Estudiaremos las conclusiones que pueden derivarse para AA(a) del hecho
que Sq¢*Sq” = 0.

Si n=gq, entonces m(S) X Z, mpsa(8) X Zy y wara(8) = Zy. Los
apareamientos resultan ser los naturales y Sq’Sq’ = 0 en este caso, es bien
conocido.

Con n > ¢ sea « e.m,(S%). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo
de grupos y homomorfismos:

A

n(8Y) — s (8 s s (ST

[

Zz —L» Zz —i‘*> Z2

donde £(1) = «, (1) = Aa), n(1) = MA(a), k(1) = 1, p(1) = 1. Claramente,
la situacién en cada cuadrado del diagrama es como en 1.5.

Sea X = K(Z,,n) un complejo de Eilenberg-MacLane (cf. [3]). Se obtiene
el diagrama econmutativo

2 2
HY(X; m0(89) S0 H™ (X, m0a(8™) Ly H™(X; 7, a(ST)

IE* ]f * ]77*
2 2
Gz S R z) S, B, 2)
La cohomologia H*(X; Z,) ha sido calculada por Serre en [9]. En particular,
se tiene que H"(X; Z;) & Z, y si v es el generador de este grupo, entonces
Sq’Sq’ # 0.

Por otra parte, 0 = Sq*Sq’tw = 7+8¢°Sq’. Esto implica que 7(1) = 0 mod 2.
Luego, se tiene que MA(a) = 0 mod 2. De 4.2 se sigue que (F’a) o ynre = 0
mod 2. Como E:m,y35(S*™") — m,44(S*"*) es un isomorfismo si n < 2¢ — 2,
resulta que (Ea) o yni1 = 0 mod 2. Como E:m,(8%) — mnia(S*) es un isomor-
fismo, tomando m = n 4+ 1, p. = ¢ + 1, obtenemos el siguiente

TEOREMA 4.3. Sea a €2 m,(S¥) con m < 2p — 3 Yy B emmy2(S™). Entonces,
aof =0mod2.
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Siguiendo una observacién de I. M. James, este resultado puede presentarse
- también en la siguiente forma. De acuerdo con un teorema de Barratt y Hilton
(cf. [1; p. 432]) se tiene que

(Ba) o (B"y) = £(Ey) o (Ba).
Por lo tanto, de 4.2 y de los resultados anteriores, se obtiene el
TrorEMa 4.4. Seq a e m.(S?) conn< 2 — 2 y v ems(SY). Entonces,
(E"'y) o (B*) = 0 mod 2.

Sim=mn+3,p=q-+ 1, el teorema 4.4. puede también formularse en la
. siguiente forma equivalente.

TroREMA 4.5. Sea a es mu(S™?) con m < 2p — 1 y B empi2(S?). Entonces,
Boa= 0mod2.

5. El complejo auxiliar Q

Para demostrar el teorema 4.1 se construird un complejo auxiliar Q. Este
queda determinado por el grupo de coeficientes 7,(S%). Sin = ¢, Q = M"™,
s simplemente el plano proyectivo complejo suspendido n — 2 veces. Como
complejo cellular @ resulta ser ¢” U e” u "™, donde ¢’ U ¢” es una n-esfera S" y
la celda ™" estd pegada a S™ mediante una transformacién esencial E" 8.
‘Se tiene

r(Q) = 0 para, 7 < n,
Ta(Q) = wa(S"),
mu1(Q) = 0.

Sig < mn < 2¢ — 1, entonces, de acuerdo con Serre (cf. [8]), el grupo 7,.(S?)
es un grupo abeliano finito. Luego, podemos considerar

(S = Gi® - Gy,

donde cada G; es un grupo ciclico finito de orden k; y generador v, . En este caso
construimos el complejo o

Q= v - v G,

. . . . » . . 0 .
como sigue. Los subcomplejos @; estdn unidos en un sélo punto e. Si k; es un
" ndmero impar,
(] 1
Q;=cueluer™,
Tz ( 1 » n .
donde la unién ¢’ U e} es una n-esfera S? y la celda e} estd pegada a S7 mediante
: 2 5 1 . »
una, transformacién E** — S7 de grado k.. Si k; es un ntmero par, entonces

0 1 2
Q:i=cuvelueluel™



SOBRE LA PAREJA EXACTA DE COHOMOTOPIA &1

donde ¢’ u el u e es como antes y la celda e *2 est4 pegada a S mediante una
transformacién esencial E"™* — S7.

El complejo @ resulta un complejo normal y cada @; un complejo elemental
en el sentido de Chang (cf. [2]). Claramente, se tiene que

Q) = 0 para 1 < n,
luego, el isomorfismo de Hurewicz implica que
m(Q) & H,(Q) = mu(SY).

Establecemos el isomorfismo

0.7 (Q) - 7,(S9,

como sigue. Si a; e m,(Q) representa la clase de una transformacién S” — 8
Q) de grado-1, entonces 8(a;) = v; .

En ambos casos, k; par o impar, se tiene que m,.41(@:) = 0 (cf. [4; p. 130]), y
puesto que

7rn+1(Q) = Z?xl 7Tn+l(Qi);
resulta
ma1(@) = 0.

Definimos el cociclo w e Z"(Q; m,(S%)) como w = » 1y w;, donde

et Yi 8L =1,
Wir6s {0 s 7
Lema 5.1. Sea K un complejo simplicial con dim K < n + 2. Dado {u} ¢ H»
(K; ma(8%)), existe una transformacion f:K — @Q tal que f*{w} = {u}.
DemosTrACION. Partimos de f:K*! — Q con f(K™*) = ¢’. Sio es una n-
celda de K, extendemos a f: (K", K*™) — (@, ¢") de modo que f | (s, &) repre-
sente 6 (u- ¢). Esto implica que f*w = u, donde f* es el homomorfismo en coca~

denas inducido por f.
La obstruccién para extender f a K" es un cociclo ¢"™'(f) € Z" ™K ; 7.(Q)).
Por el teorema de adicién de la homotopia, se tiene

_ 0" N(f) = bu =0,
luego ¢"™(f) = 0y f puede extenderse a f: (K™™', K"™) — (@, ¢°). Finalmente,
como m,.1(Q) = 0, se sigue que f se puede extender a K", lo que demuestra
el lema.

6. Demostracién de 4.1 para

Demostraremos el teorema 4.1 para el complejo §. Con n < 2¢ — 2 tenemes
los casos ¢ > n, ¢ = ny q < n.Sig > n, los grupos son cero y el teorema es
trivial. De los dos casos restantes consideremos ¢ < n y sea {a} ¢3"" (@)
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con aen(Q", ¢). Luego dx = Aj() = 0. Por lo tanto, existe 8 e=%(Q"™)
tal que 7(8) = j(a). Elegimos 8 y formamos A8 e 7 7(Q, Q"*"). Por definicién,
dia} = {A8}.

Sean
f(E", E™) — (87, ),
; ;L+2:(E’n+2’ En+2> N (114;&-('“27 S:L),

con M7 = S} uel™, respectivamente, las transformaciones caracteristicas
de e v er** (se considera e; " tnicamente cuando k; es niimero par).

De la construccién de @ se sigue que las f7 son transformaciones de grado 1 y
que f7 | E"** representa el generador », de m..1(S7), que es un grupo ciclico
de orden 2. Por lo tanto, M{" resulta homotépicamente equivalente al plano
proyectivo complejo suspendido n — 2 veces.

Calcularemos los valores de los cociclos ¥(a) y ¢(AB) en las celdas de @. Si
h:(Q", €) — (8% x0) es un representante de «, definimos h; = h | S¢. El valor
de Y(a) en e; es v e m, (8%, donde

(6.1) v = {hfi}.

Para calcular los valores de ¢(AB) partimos de 4': (Q""", ") — (8% z) que es
una extensién de h y representa a 3. A continuacién construimos un represen-
tante de AB como sigue. Sea E*™ una celda con frontera S°. Claramente, b’
extiende a A”: (@, Q") — (B*™, 8%. Luego, si t: (E*™, 8% — (S, x) es
una transformacién de grado 1, la composicién th” es un representante de AG
(cf. [11; p. 216]). Ahora, si definimos h; = h” | (M7, S?), el valor de $(Ag) en
el es £ emna(8Y), donde £ = {th:ff™*}. Consideremos la composicién

n+2 -
62 @ L e sy B e sy L s ),

que representa £. Claramente, (h:ff ™) [E’"+2 es un representante’ de v o v, ,

donde v es el elemento de 7,(S%) determinado en 6.1 y », el generador dé 7,.1(S™).
Por lo tanto, la ¢ determinada con la composicién 6.2 es igual a E(y o v,), la
suspensién de v o v, (cf. [13; p. 206]).

Tomemos un apareamiento de m,(S%) consigo mismo en m,42(S*™"), como el
de 1.7. Con este apareamiento el resultado anterior se expresa como sigue. Si
(o) el = v, entonces Y(AB)-ef ™ = v.v.

Por otra parte, con ese apareamiento definamos

SEHH™(Q; m(89) — H™(Q; maya(STH)),

como en 1.4.
Sea u = Y(«), luego {u} e H"(@; 7.(8%)). Obviamente,

H(Q; mp(8%) = 2.5t H?(Qs; m(87).

% Segin la conveniencia de cada caso, consideramos los representantes de elementos de
75(S%) como 87 — S o como (E», E?) — (8¢, x0).



SOBRE LA PAREJA EXACTA DE COHOMOTOPIA 83

Entonces, {u} = Y sy {u;} donde u;-ef = ¢(a)-¢f = v. Como u; es cociclo,
resulta (3u;)-ef™ = ky = 0. Tenemos que Sq’{u} = Y 1y Sq*{us} v de la
construccién de Q se sigue que Sq°{u;} = 0 si k,; es ndmero impar.

Los valores de Sq” en la cohomologia de M ™ son bien conocidos (cf. [12]).
Usando la inclusién M} C @, podemos facilmente calcular Sq° en la cohomo-
logia de €. Obtenemos asi el siguiente resultado. Con k; par, consideramos Z;,
apareado consigo mismo en Z, , de modo que el cuadrado del generador de Z;,
es el generador de Z,. Sea {v;} e H*(Q,; Z;,) tal que v;-e; = 1. Entonces,
Sq*{vi} es el generador de H"™(Q; ; Z,).

Ahora, partiendo de wu;-¢; = v con ks = 0, construimos el siguiente dia-
grama conmutativo:

(ST N, a(S7)

oo ]
Z.. —H*, 2z

i

Donde, ¢(1) = v, 6(1) = vy, u(1) = 1 y Me) = a-a. Aplicando 1.6, se ob-
tiene el diagrama conmutativo

Hn(Q'L 5 Wn(Sq)) il—) Hn+2(Q,; ; 7rn+2(sq+l))
e L)*

H"Q:; Zy,) -——Sﬂi H™Q. ; Z2).
Claramente, ¢«{v;} = {u;} y, tenemos que
| So*fus) = Soalo] = 6.8¢°(0:)
Sea Sq%i un representante de Sq’{u;}. De lo anterior resulta
Sq'u)-ei™ = vy
Por lo tanto, si {u} = {Y(a)} = Yx{a}, hemos demostrado que
W(88)} = ¥u{A8) = Yud{a} = Sq¥uial,

que es lo que afirma 4.1.
En el caso n = ¢ se obtiene la misma coneclusién, procediendo en forma and-
loga con @ = S" u ¢"™. Luego, el teorema 4.1 queda demostrado para el com-

plejo Q.
7. Demostracién de 4.1 para un complejo arbitrario
Lema 7.1. 8¢ 4.1 vale para el (n + 2)-esqueleto de K, entonces vale para K.

DemosTrACION. La inclusién 7:K™* < K induce homomorfismos entre los
grupos. Si a e 3" Y(K) entonces i*a e ™" YK"**) y por hipétesis vale 4.1,
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esto es
Yadi*a = Sqfst*a.

Puesto que todos los homomorfismos que aparecen en esta expresién son natu-
rales, resulta

s da = *Sq Yo

Como 7*: H"*(K; w.(89)) — H"(K™*, rn(Sq)) es un monomorﬁsmo lo anterior
implica

lﬁ* do = qul//*a,
lo que demuestra 7.1.

Finalmente, demostraremos 4.1 para K"**. Dado « e3™" U(K"™),
f:K"™ — @ una transformacién como en 5.1, tal que f*w = u, donde u =
Yxa. Claramente, existe 8 ¢ 3" %(Q) tal que w = y¥4B8. Luego f*8 =

Como 4.1 vale para @, se tiene

Yx dB = SqYsB.

Por lo tanto, f« d8 = f*Sq'¥s8. De donde resulta que Y do = Sq Ywa. Luego,
4.1 vale para K™, lo que establece 4.1 para una K arbitraria.
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