EL ALGEBRA DE COHOMOLOGIA DEL GRUPO SIMETRICO
DE GRADO p’

Por HumserTO CARDENAS*

Introduccion

Como se sabe (ver [3], pdg. 224), para cualquier grupo finito y cualquier campo
de coeficientes el 4lgebra de cohomologia H*(@, K) tiene presentacién finita,
esta presentacién ha sido dada explicitamente para algunos grupos sencillos.
El propésito de este trabajo es dar con un ndmero finito de generadores y rela-
ciones una presentacién simple del dlgebra H*(S,: ; Z,) en donde S, es el
grupo simétrico de grado p° y Z, es el campo de los enteros mod p, con p un
ndmero primo impar. Se espera ademéas que este cdlculo completo del 4lgebra de
cohomologia de un grupo no trivial como S,: pueda dar una idea de la estructura
de H*(G; K) para grupos finitos en general.

En el caso del grupo simétrico S, de grado p, la inclusién de 7, un p-grupo de
Sylow en S, , induce un monomorfismo

H* (Spyzp)_"H (73 Z)

sobre la subslgebra de H*(r; Z,) de invariantes bajo los automorfismos inducidos
por los elementos del normalizador de = en S, . Este método para calcular
H*(S, ; Z,) se generaliza al caso del grupo simétrico de grado p.

En este caso consideramos también un p-grupo de Sylow S,:,, de Sz2 , como
se sabe Spz,, es el producto completo (wreath product) 7rf 7, en donde m es un
grupo ciclico de orden p.

Se tiene entonces el siguiente diagrama (con coeficientes en Z,)

H*(Sp2)

H*(szv 4 )

en donde #*, # X 7 son ciertos subgrupos de Spz , (ver el Capitulo I, I.1 Nota-
ci6n), T, t son los homomorfismos de transferencia correspondientes, y los
demé4s homomorfismos est4n inducidos por inclusién.

Ahora por la teoria general de la cohomologia de los grupos finitos (ver [1]) se
sabe que la inclusién G, € @ de un p-grupo de Sylow G, en un grupo finito ¢
induce un isomorfismo de la p-componente primaria de H*(@; K) sobre una

* Kl autor desea expresar su agradecimiento al Prof. Norman Steenrod bajo cuya di-
reccién se elabord esta tesis.
1
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subdlgebra de H*(@, ; K). Por consiguiente, en el diagrama * es un mono-
morfismo. Ademés como en el caso de grado p, por el segundo teorema de trans-
ferencia [1], la imagen de I* estd formada por elementos que tienen ciertas
propiedades de invariancia bajo los automorfismos interiores de S,z . Ademds en
el Capitulo I (Proposiciones 3.1 y 3.2) se establece que existe una representacién
como suma, directa

H*(8,0, ;3 Z,) =2 Imj* @ Im h™.

Esta a su vez, Proposicién 1.1 y Proposicién 2.1 del Capitulo II induce, via I,
una representacién en suma directa

H*(S,2 5 Z,) = Im k*T @ Im ¥,

esto nos determina la estructura aditiva del dlgebra H™(S,2 ; Z,).
Ahora, como se sabe,

H* (7 X 75 Zp) = E(ur, u2 ;1) ® Pvg, va;2);

los automorfismos interiores de S,: determinan la accién de GL(2; Z,), grupo
de matrices no singularesde 2 X 2 con coeficientesen Z,, en el 4lgebra
H*(w X 7; Z,). Estudiando los invariantes bajo esta accién, se obtienen descrip-
ciones explicitas de Im 2* y Im ¢*.

En particular (Cap. ITI, Teorema 2), se prueba que Im ¢* es la subélgebra de
H*(r X m; Z,) de invariantes bajo GL(2; Z,).

Anilogamente se sabe que

Hp(ﬂ'p;zp)gECh’ 7x1771) ®P(y17 "';yp;z);

en este caso los elementos del normalizador de #” en S,: determinan la accién de
S, grupo simétrico en H*(x”; Z,), estudiando como antes los invariantes, bajo
esta accién, se obtienen descripciones para Im j*t y Im &*T. Para obtener una
descripicién explicita de Im k*T es necesario generalizar el teorema stindard
sobre la estructura de la subdlgebra simétrica de P(y:, ---, ¥p) al caso
E(xi, -+ ,2p) ® P(y1, ---, yp) en donde las z; se permutan simultdneamente
con las y; . Se obtiene una conclusién anéloga, es decir (Cap. IV, Teorema 1),
la subdlgebra simétrica es de la forma E(X,, ---, X,) ® P(Y1, -+, Y,) para
X, Y. convenientes.

En el Capitulo V se da en el Teorema 1 la descripcién de H*(S,2 ; Z,) como
subalgebra de H*(S,2,, ; Z,); el Teorema 2 delmismo capitulo da una descrip-
cién directa del dlgebra H*(S,: ; Z,); vy, finalmente, las proposiciones 3.1 y 3.2
dan informacién acerca de la accién de A (p) en las dlgebras H* (S, 5 Z,) v
H*(S,2 5 Z,).

CaritTuro I: RESULTADOS PRELIMINARES
1. Notacion

Sea B = {1,2, ---, p}, con p un nimero primo distinto de dos. Denotaremos
con S,z el grupo de permutaciones de £ X E. Consideremos las siguientes per-
mutaciones:
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a(i, j) = (2 + 1,7), mod p,
bk(7';]) (/L,]),Sll;ﬁk,
bk(k; .7) = (kaj + 1); mod D,
(7, j) = (1,7 + 1), mod p,
Denotaremos con )
Sy, el subgrupo generado por @, by, ba, - -+, by ;
’ el subgrupo generado por by, by, --- , b, ;
x X = el subgrupo generado por a, d.
Sz, €s un p-grupo de Sylow de S,z ; 7” es el producto directo de p grupos ciclicos
de orden p; y 7 X 7 es producto directo de dos grupos ciclicos de orden p.

2. Un teorema de transferencia

Prorosictéon 2.1. Si p es un subgrupo propio de w*, la transferencia de ©° en
p es cero (coeficientes Z,). ‘

Prueba. Ya que p es sumando directo de #°, existen g, f, con ¢ la inclusién
de p en 7%,

y tales que fg = identidad; entonces

*
H*(P, Zp) (—* H*(ij Zp))
[4

con (fg)* = ¢*f* = identidad, de donde g* es epimorfismo.
Consideremos la composicién
* i
H*(x%, Zy) = H*(p, Z,) — H*(x*, Z,)
en donde £ es la transferencia de 7* en p. Se sabe (ver [1]) que
tg*u = qu,

con ¢ = indice de p en 7”; pero si p es subgrupo propio ¢ = pm, ya que pu = 0
para toda u de H*(x, Z,) y que g es epimorfismo, se obtiene tv = 0 para toda v
de H*(x?, Z,).

3. Cohomologia de S,: ,

Los resultados que se enuncian en este parrafo estdn demostrados en |2].
Sea 7 grupo ciclico de orden p y W, el complejo stdndard aciclico de = y sea
también K = W/x. Consideremos las siguientes transformaciones:

(e ® )*:H*(W ®. K*, Z,) — H*(K", Z,),

(1® d)*:H*W ®, K", Z,) - H"(W/r ® K, Z,),
r:HYK” Z,) - H*(W ®. K®, Z,),
P:H*K, Z,) — H*(W ®, K, Z,).
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Prorosicion 3.1. La sucesién
* D * ) (1 ® d)* *
HY (K", Z,) > H (W ®,. K", Z,) —— *H (W/r ® K, Z,)
es exacta.
ProposICION 3.2. La restriccion de (e ® 1)* a la imagen de v es un mono-
morfismo.
ProposICION 3.3. Existe uy, v, € H(W/x, Zp) ua, v € H*(K, Z,) tales que
(a) H*(W/ﬂ_ ® K; ZP) = E(uh 1) ® P(7)17 2) ® E(u27 1) ® P(DZJ 2) Y
(b) Im (1 ® d)™ estd generado por

ur, v, (1 ® d)*Pus = (vius — ugwe)v™ " = u,
(1 ® d) *Pv2 = U2(Uzp_1 — 7)1p_1) = 0.
PROPOSICION 3.4. Existen @y, &, -+, Tp, Y1, -+ , Yp de H(K®, Z,), y a
endomorfismo del anillo H*(K?, Z,) tales que
(a) H*<Kp;Zp) = E(xlile T, Ty 1) ® P(yl}y27 7yﬂy2)

(b) at; = Tiyr, aYs = Yip
(c) (6 ® 1)*7'2 = ZaTZ77” - 0) 1) tre 7p - ]..

ProrosiciON 3.5. El anillo H*(W ® . K*, Z,) estd determinado por los ansllos

Im (1 ® d)* yIm (e ® 1)*r como sigue.
(a) Como mébdulo

H W ®,K*,Z,)~Imn (1® d)*® Im (¢ ® 1)*.
(b) La multiplicacién estd determinada por Im (1 ® d)*, es subanillo y
Im (e ® 1)*r es ideal. Ademds:
(2,0)(0, w) = 0,
(2,0)(0,v) = 0,
(2,0)(0, ) = (2(¢ ® 1)*Pus, 0),
(2,0)(0,) = (2(e ® 1)*Pr,,0) y
(e ® 1)*Pu2 = T1Ts Xy,
(e ® 1)*Pvy = yaye -+ ¥y -
Se tienen las siguientes identificaciones:
HYW ®. K*, Z,) = H* (82, Z3),
H*(K”, Zp) = H* (", Zy), y
H*(W/r ® K, Z,) = H"(x X m, Z,).
Ademis, si jia® C Sp2,p, him X 7 C Sp2,, ¥y ¢ es la transferencia de S, a
7*, se tiene

I

F=l® r=0edt,
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4. Normalizador de 7" en S,

Lema 1. 87 2 es una permutacién de renglones, entonces z pertenece a N, ,
N es el normalizador de ©° en Sy .

Prueba. z es de la forma
2(1,7) = (2(2),])-
sea h tal que z '(h) = k. Se verifica directamente que
zhiz” = by .
Lema 2. Sea py el subgmpo de Sy2 generado por las permutaciones
(i, j) = (4,7), &8 ¢ #k, y
ex(k, j) = (k, hj) mod p, h=1,2--+,p—1;
entonceé ox estd contenido en N .
Pryeba. En efecto
cbic ' = b,y
abjck - =b,, si j#k.

Es inmediato que el subgrupo generado por p;, ¢ = 1,2, ---, p es isomorfo al
producto directo, p = py X -+ X pp.

Sea N el subgrupo generado por p y °. Entonces:

ProprosiciON 4.1. La sucesion

1—>N-—>Nli>S,,-—>1

es exacta, y se divide. S, es el grupo de permutaciones de los renglones de E X E,
v ¢ se define como sigue.
Sea z € N; ; entonces,

zds ™ = b
b(4,7) = (5 +r(®) v r(E) # p.
Sea z(7, p) = (m(2), n(7)); se tiene
(3, §) = ad’(3, p) = bz(i, p) = b(m(i), n()) = (m(3), n(3) + jr(m(s))).

Lo anterior prueba que x transforma el renglén i en el renglon m(z); es decir,
m(Z, j) = (m(%), ) es una permutacién de renglones. Definimos entonces

¢x(3, j) = (m(2), ),
en donde m(7) se define como antes. ¢ es un homomorfismo, ya que

2z’ (3, p) = (m” (3), n" (i) = z(m'(2), n'(9))
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= (m(m'(2)), n(m' (7)) + n'(&)r(m(m(1))));

es decir, m” (¢) = m(m/(7)).
De la definicién de ¢, se verifica directamente la proposicién 4.1.

ProprosiciON 4.2. El subgrupo Spp (generado por S, y p) de Ny es un sistema
de representantes de clases izquierdas de * en N .

Prueba. Ya que, siz € S,,2pz " = p, se tiene que todo elemento de Spp es de
la forma zc con z en 8, y ¢ en p. La expresin es inica ya que si zc = 2'¢, entonces
(Y2 = ¢'¢" de donde

(Y e NNS, =1;

esdecirz = 2 y ¢ = ¢ por lo tanto el orden de Spp es p!(p — 1) igual al indice

de 7 en N;. Ademds, si y'¢’ = ycb entonces (y ')y’ € N y por lo anterior,
’ —1 7 Py ’

y=1y yc'c =bperor’p=1dedondec = c.

5. Normalizador de = X m en S,z
Sea N, el normalizador de 7 X 7 en S, , definiremos un homomorfismo
l//:N 7 — GL,

en donde GL es el grupo de las matrices no singulares de 2 X 2, con coeficientes
en Z, , el campo de los enteros mod p.
Six € N,, entonces

—1 —1 7 ’
zdx =dd y zax =d a .

Definimos

Evidentemente ¢(z) es no singular.
Sea ¢ € p, definida por ¢(i,7) = (4, k), k=1, 2, -+, p — 1; entonces

C€N2?/
k0
et ).
0 1

ede (4, kj) = c(i,j+ 1) = (5, ki + k) = d°(, kj) y
cac (i, kj) = ¢(i + 1,7) = (i + 1, k) = a(4, kj).

Sea b € =° definida por

11
w- ()
01

En efecto,

It

entonces b € Ny y
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En efecto,
bdb™ =d y
bab ' (4,7) = b(i + 1,5 — (i = 1)) = (i + 1,5 + 1) = da(3, 7).
Sea w € Sp2 definida por
w(z,7) = (4, 9);

0 1
¢(w)=< >
10

wdw (7, 7) = w(G, i + 1) = G+ 1L,j) = a(5,4) y
waw (3, j) = w(j + 1,4) = (4,7 + 1) = d(3, 7).
El grupo GL estd generado por

k0 01 11
o) ") YT )
Yya que

E O\ /r o kr k'
(a’) ’ = 1]?
0 1/ \s s s s
0 1\ /r r s s
(b) )= .
1 0/ \s s ror
1 1\ /r ¢ r+s r + s
(C) )= ’ °
0 1/ \s s/ S s
Un céleulo usual prueba que aplicando (a), (b), (¢) toda matriz se puede llevar

a la matriz identidad, es decir; que S, T, U generan a GL, lo que implica que ¢ es
epimorfismo.

entonces w € Ny y

En efecto

ProrosiciON 5.1. La sucesion
1> X7r—>N,—>GL—1
es exacta.

En efecto, siz € 7 X m,
zor T =a y zde ' = d.
Ademis,

1

. —1 -
st xaxr =a Yy xdr = d, entonces x €T X T
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Prueba. Se tiene za’ = a'z. Sea z(p, j) = (m(j), n(j)); entonces
(1,j) = xa'(p, §) = a'z(p, ) = a'(m(j), n(5))
(m(j) + 1, n(4)).

I

Ademis,
z(p, j) = ed’(p, p) = d’z(p, p) = &’(m(p), n(p))
= (m(p), n(p) +4);
es decir,
m(j) = m(p), n(j) = n(p) +J.
Finalmente,

2(4,§) = (i + m(p),j + n(p)) = a"® &"?(4, j).
Sea Ny C N, el normalizador de = X = en Ss2,p ; entonces tenemos

ProprosiciON 6.1. La smagen Im (¢/N,') es el subgrupo de las matrices de la

forma
1 r
Ur = , r=0,1,---,p—1
0

Prueba. Siz € 8,2,z es dela forma z = a°b; supongamos £ N5 ; entonces
(@) d @) =d y
(a"b)a(a™) ™ = a &,

de donde bab™ = o d°, por lo tanto a-(a'ba)-b"' = o d'; es decir, r = 1,

por lo que
1 s
Ylarb) = .
0 1

CapfruLo II: Una Sucesién Exacta
1. Exactitud de una sucesioén

Prorosicion 1.1, La sucesion
N T ~ 1 * N
A*(x", Z,) —— A*(Suz, Z,) — A*(x X , Z,)

es exacta.

H denota los elementos de grado mayor que cero; T estd inducido por la
transferencia de Spz en 7”; y ¢~ esté inducido por la inclusién de = X = en Spz.

Prueba.
a) No existe z € S,z tal que
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1

g’z Ne X7=mXm.
fecto, si
a = z 'br, d=2a2"z, y bb €’
)(p, p) = (m, n); entonces
z(i, p) = za'(p, p) = b(p, p) = (m, n + ir(m)).
nés,
(3, §) = ad’(s, p) = (b')2(5, p) = (m,n + ir(m) + jr'(m))

toda (%, 7), lo que es imposible.
b) La composicién ¢*T = 0. Sea = € S; por a), 2 7%, N 7 X = es un
rupo propio de 7 X =, (o la identidad). Por consiguiente la transferencia

LeH* (a7 7z N X, Zy — H*(r X m;Z,)

ro (ver Prop. 2.1, Cap. I). Aplicando ahora el segundo teorema de trans-
icia, se obtiene ¢*T = 0.
¢) Sii*(u) = 0, existe z € H*(«", Z,) tal que T(2) = u. Consideremos

H*(x"; Zp) H*(m X m; Zp)

tJ \N / Al\h*
H*(Sp2, p, Z») - H*(8w, Zy) — H*(Sp2, 3, Zp) ,
ei* = K"y T = t't.*(u) = 0 implica que 2*1*(u) = 0; es decir, *(w)
mee a Ker h*. Pero por Proposicién 3.1 del Capitulo I, existez € H*(x"; Z,)
ue &z = I*(u). Ahora

ftz = {1%(w) = ru,

onde 7 es el indice de S,z,, en S,z , y, por consiguiente, r # 0 mod p, de
e

2. La imagen de la transferencia

OPOSICION 2.1. La restriccion
E*/Im T:Im T — H*(x%; Z,)
. MONOmMorfismo.

nsideremos

l* ¥
H*(8y2 3 Z,) —— H*(Spp ; Z,) = H*(x"; Z,),
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con k¥ = j%I*; ya que I* es un monomorfismo (ver [1]) y que j*/Im ¢, por la

Proposicién 2.2 del Capitulo I, basta observar que I*(Im T) C Im ¢, es decir
que k*1*'t = 0; pero esto es cierto por la proposicién anterior.

Prorosicién 2.2. La composicion k*T es tal que &*T = D ad,, con z € X
(X un ststema de representantes de clases laterales de #° en N1) y ad, es el homo-
morfismo

ady:H* (%5 Z,) — H* (2% Z,)
inducido por el automorfismo de ¥ en w* definido por zyx ™" (y en =¥, x en Ny).

Prueba. Por el segundo teorema de transferencia, k*T = D L4,ad, ; pero,
por Proposicién 2.1, del Capitulo I, t, = 0,six ¢ Ny ;ysiz € Ny, ti.ad, = ad, .

Lo anterior podemos resumirlo en el

TrorEMA 1. La imagen de T en H*(Sp2; Z,) es isomorfa al subanillo de
H*(x%; Z,) imagen de Y, ad, , el isomorfismo estd dado por k*/Im T.

3. El homomorfismo 7

Sea F el subgrupo de GL generado por las matrices

(9 0 )

Los elementos de F son de la forma U'S’R’ donde s, t = 0,1, -+ , p — 2y
r=0,1,---,p — 1;esto es consecuencia de

RS=SR, RWR=U* y SUS'="U"

Este subgrupo se puede caracterizar como el de las matrices triangulares,

L)

De lo anterior se obtiene que el orden de F es p(p — 1)

Prorosicién 3.1. Un sistema de representantes de clases izquierdas de F en
QL esté dado por T, P, P?, --- , PP7* I con

S A

Prueba. Ya que el indice de F en GL es p + 1, basta probar que
TP ¢ F, P ¢F.

(o 1><1 0) <r 1>
TP = = ¢ F,
1 0/\r 1 10

En efecto,
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10
pPr = ¢F, si r=0.
r 1

ea M € GL. Por la Proposicién 5.1 del Capitulo I, se sabe que existe
N tal que ¢(z) = M; entonces el automorfismo ad,(y) = zyr - induce
:H*(r X 73 Zp) — H*(x X 7; Z,). Ademés si 22’ € = X m, entonces
= ad, . Definimos entonces, parau € H*(r X =; Z,) y M € GL,

M-u = ad;(u),
Y(x) = M.

"ROPOSICION 3.2. 8% us , Us , 01, va en H*(w X m; Z,) son los de la Proposicion
de Capfitulo I, entonces

<T r,> - (nu + mug) = (rn 4+ rm)us + (sn + s'm)us,
s s
ror
< /> © (noy 4 moy) = (rn A r'm)oy + (sn + s'm)o,.
s s

>ROPOSICION 3.3. El homomorfismo
SpiH*(r X 73 Z,) — H (v X 73 Z,)

nido por
Sp2= 9, M-z con MCF,

1l que
—1 —1
z F* ’l)gp = — ’1)1p .

'rueba. Sea F; el subgrupo de F generado por E, S; entonces
F=FUUFRU..-UUF
ma descomposicién de F en clases laterales izquierdas. Se tiene
Sr=32p+ UZp + -+ U726, ¥y
UZp 0" = Ur-n™
londe se obtiene
Sl = I+ U+ -+ U™
ectamente se verifica
P o)+ o+ (et (p— Do) = —u® modp
‘ROPOSICION 3.4. La composicion

3
H*(r X 73 2y) ——s H*(8yr ; Z,) —2 s H*(x X 73 Z,)

wquei* T = Zar .
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Pryeba. Por el segundo teorema de transferencia, CT = D tidsads ; pero, por
la Proposicién 2.1 del Capitulo I, se tiene que t.%,ad, = 0 si z € N, y, ademas,
ti.0d, = ad,, la z recorre un sistema de representantes de = X 7 en GL, de
donde

’L*T = EGL .

Proprosicién 3.5. La composicién

{ Bt
Ii*(ﬂ' Xy Z,) — I{*(sz,p 3 2p) T H*(T X w5 Zy)
es tal que W't = > U",r=0,1,---,p — 1.

Prueba. La demostracién es andloga a la de la Proposicién 3.3. Consideremos el
diagrama ‘

. H*(ﬂ' X 5 Zp) _ %H*(ﬂ' X 5 Zp)
T

\l \ H*( Sz, Zp) \ Lﬁ
lﬁ
H*(Sp2, p; Zp)/ H*(S;2, 5 Z»)

Proposici6N 3.6. h*iz es invariante bajo GL si y sélo st h*iz = ¢*T.

=~

Prueba.

Zor = Ze + P2z + - + PP 2z + T2m2

= (I+P+ - +P + 12w =
ProPosICION 3.7. Si h¥tz = i*T2, entonces
T (2-h*w) = (*T2)- (i*w).
Prueba. Sea w' = Iz — I*T%; entonces
CT(z-b*u) = 7t (fz-w),

T (u + 1*T2) ),

= W u) + (T2 u).

I

Il

Pero, por hip6tesis, u’-u pertenece a ker h* que es igual a Im ¢. (Prop. 3.1. Cap. I);
ademds, :*1't = ¢*T = 0 (Prop. 1.1, Cap. II), de donde ¢*t(u -u) = 0, por lo
tanto

FT(z-h*uw) = 7 (*Tz-u) = (T2 t'u)
= "Tz-1*t u.

Prorosicién 3.8. St z y w pertenecen a E(uy, uz ;1) @ P(vr,v2;2) y 2 es un
polinomio en vy , v distinto de cero, entonces z-w = 0 implica w = 0.

. . —1 —1 —1\ p—1 . .
ProrosiciéN 3.9. Bl polinomio C = v 0" (0" — v ) es dnwariante
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bajo GL y
C = Kt (0" — o7 H)P
Prueba. Por la Proposicién 3.6 del Capitulo I,
R0 = v (T — w" )T
entonces
(o) = 0™ (07
¥ (0" R (0"7Y) = Rt TR = —uP e (T — o

por la Proposicién 3.3 del Capitulo II; ya que, por Proposicién 3.5 del Capitulo
ILA =T+ U+ -« + U”, se tiene que

Uu.c = C.

E 0O 01
TEaT)
01 10

evidentemente S-C = Cy T-C = C;y,yaque S, T, U son generadores de GL,
esto termina la prueba.

Ademis, si

Prorosicron 3.10. 8¢ h*u es tnvariante bajo GL, entonces h*u pertenece a la
tmagen de 1~

Prueba. Seaz € H*(w X m; Z,) tal que h*tz sea invariante bajo GL. Entonces
h*tz = ¢*Tz, por Proposicién 3.5 del Capitulo II. Ademés,

*T(e-h*u) = *Tz-i*Th*u = h™t;
pero h*i(c-h*u) = h*(ic-u) = h*ic-h*u es invariante bajo GL. Entonces (por
Prop. 3.6, Cap. IT)
T(e-h*u) = h*(c-h*u) = h¥lc-h*u;
entonces
B¥e-h*u = h¥ie-i*t u.
Pero h*ic es un polinomio distinto de cero; por lo tanto (Prop. 3.8, Cap. II)
B = *tu.
Carfruro III: La SuBALGEBRA DE ELEMENTOS INVARIANTES BAjo GL
1. Subilgebra invariante bajo F

Sea GL como en el capitulo anterior. Denotaremos como antes F' el subgrupo
generado por

R, 8, U;
y E(uy, us ;1) ® P(vy,0s;2) es el dlgebra H*(x X m;7Z,).
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awr” + (111)1”*?(02(02?_1 - U1p—1)) + e+ amvlr(W('Uzp—l - Ulp_l) )m = 0.
mo polinomio en v; y v2, el coeficiente de »," es ao ; por lo tanto ay = 0. Su-
ngamos que Gy = 1 = -+ = ag1 = 0, para ¢ — 1 < m; el coeficiente de

“Pie? como polinomio en v , vy , €8 @, ; por lo tanto a; = 0.

ProposIciON 1.4. Si 2 es un polinomio homogéneo en vy , vs y tal que es invariante
io IF, entonces estd generado por

T Tl (L s Lo
Prueba. Ya que U € F, se sabe por la Proposicién 1.1 de este capitulo que
2= 2 aw” (va(vt — "))
ora
2— Rz = Y a,(1 — E)o"  (na(v" — 0" ) = 0,
yor la proposicién anterior se obtiene
a(l — k) =0.
emAs
2 — 8= > a(l — K)o (na(v” " — 0P )) =0,
donde
a;(1 — k") =0,

que implica que los Gnicos coeficientes que pueden ser distintos de cero son a,
1s=0yn—s=0mod (p — 1).

2 s ’ ’ . . ,
Prorosicion 1.5. 87 z es de la forma 2 = uusz , con z polinomio homogéneo en
vo Yy tal que es tnvariante bajo R, entonces z es de la forma

p—2 p—2/ p—1 p—1l\p—2 _/
2 = UU01 Uy (1)2 — Uy ) ‘2,
. . .
vz tnwariante bajo F.

7 4 . 7 7
Prueba. Ya que 2 = wur = Uz = wus- Uz, se tiene z = Uz, de donde
— —1 —1
= 20" P’ (0" " — ") eonm = pg+ 1,0 <r<pys=01--,q.
emés,

Rz = kugus-Re' = wuse’ y Sz = kumua- 82’ = wgus?,
donde
kRZ =2, kS =2,
donde
kRZ — 2 =0 porloque a(E"* —1) =0.
.particular,sis = 0,1, --- ;p — 2, a; = 0. Ademés, k82’ — 2" = 0, de donde
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Prorosicién 1.1. Si z es un polinomio homogéneo en vy , vy tal que Uz = z, en-
tonces z estd generado por

o1, va(0" T — "),

Prueba. Si z es de primer grado, se tiene av; + bv, = avy + b(vy + v2) =
(a 4+ b)vy + bv, de donde a + b = a; es decir, b = 0 de donde z = av; .
Supongamos la proposicién cierta para polinomios de grado menor que n. En-
tonces sean = mp + r,con0 < 7 < p.
Primer caso, (r % 0): Consideremos

2=aw" ' y Uz = > a0 va)”

. . —1 . .
El coeficiente de vy en Uz es na, + aqy . Siz = Uz, se tiene na, + @,y = @,,
. ’
de donde na, = 07y, porlo tanto, a, = 0;es decir, z = vz’. Ahora Uz = Up,- Uz’ =
’ 7
n-Uz = v;-2, de donde

Segundo caso, (r = 0): Sea
2 =2 — a.(va(0” — 0"

U 14 7 V4 " "
entonces Uz = 2z yesdelaformaz = vz con Uz = 2

Usando 1a hipétesis de induccién en cada uno de los casos se obtiene la afirma-
cién de la proposici6n.

Prorosicion 1.2. Stz = w2y + uszs , con 21, 23 polinomios homogéneos en vy , vy ,
es tal que Uz = z, entonces z es de la forma

4 7
z = w + (w01 — uws)zy ,

con Uzl =2/ y Uz = 2.

Prueba. Se tiene Uz = w Uz + (U1 + us)Uzs = wi(Uz 4+ Uze) + uUzy . Si
Uz = z,entonces Uz, = 23y 21 = U(z1 + 23) de donde 2o = 21 — Uz, . Sea ahora
2 = ave” 4 viz”. Entonces Uz, = a(vy + v5)" 4 v Uz ™ ; por lo tanto,

!
2o=21— Uz = v1°22
14 14 . 7 l4
v, yaque Uz, = 25 = v-Uzy = v122, se tiene que Uz = 25 . Tenemos entonces

! ! !
2 = UR1 + UiRe — UweRe —+ Uets

7 14
w2 4 veze ) - (uavr — wi0s)2s
Sea z' = 2 + vs2s . Se tiene, finalmente,
! 1 I3 ! 7 ’
Ui = Ui + (0 + 1)Uz = Uzy + vi2s + vo22 = 21 + 002 = 21.

. . —1 — .
ProposiciénN 1.3. Los monomios de grado n en vy, va(v"" — v"") son lineal-
mente independientes.

Prueba. Sean = mp + r,con0 < 7 < D,y
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a;(K" ™% — 1) = 0; en particular, si s = ¢, entonces a,(k™ — 1) = 0, y si
r# p — 2, a, = 0. En cualquier caso,

’ -2 p—2 —1 —1\p—2
2 =0 0" (0 — ") 2,
—2  p—2 —1 —1\ p—2 . . . ” 2
va que wugr” v’ (v — of )T es invariante bajo F, y 2° también lo es.
ProPosICION 1.6. St 2 = wi2y + Uszs , CON 21 , 22 polinomios homogéneos en vy , ve Y

tal que es invariante bajo F, enlonces z es de la forma

p—l)p—2 > /

—2 ! —2 — 2 —1
z2 = uﬂ)lp 21 + (U/21)1 —_ uwz)vlp ’Uzp (7)2” — V1 s

con 2, 2’ inwariantes bagjo F.
Prueba. Ya que, en particular, Uz = 2, se puede expresar z en la forma (Prop.
1.2, Cap. I1I)

ES *
2= wa + (U — uws)ze,

* * * * * *
con Uzi” = 21, Uzy = 2. Ahora Sz = kuiSzi” + k(usw — uwe)Sz2 = 2, de
% ES * * »
donde kSz” = 21" kSz" = z . Ademis,

Rz = wiRz,™ + k(usw, — uws)Rzo™
que implica
RZl* = 21*, ]CRZZ* = 22*.
Como en la proposicién anterior, esto implica

%k p—2 p—2 p—1 p—1\ p—2 /
e = VU1 Vg (")2 — U1 ) ke Y

* p—2 7
2 =0 21,
’ ’ . . .
conzy yz invariantes baJO F.

Prorosicion 1.7. La subdlgebra de E(uy , us ;1) ® P(vy, vy ; 2) de elementos
invariantes bajo I estd generada por

A = ul‘z)lp‘z,
B = U1p—_1,

¢
D
E = vzp—l(v2p—1 _ v1p_1)p_1.

Prueba. Esta proposicién es consecuencia de las proposiciones anteriores, y de
que estos elementos son invariantes bajo F. (Esto tiltimo se obtiene de 1a Prop.
3.6, Cap. I.) Ya que los elementos de la imagen de »* son invariantes bajo U, la
invariancia bajo R, S se verifica directamente.

A = ww™" = 1 (xy"™),

B = v =1y,

—2  p—2 p—1 p—1y p—2
UU2- V1" Vg (?)2 — 0N ) ,

Il

(g — uws)v® 0" P (0" — 0" Py
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™ 0" (07 — 0" )P = BN (ayw™ ),

E = " (0" — 0P = A7)

Q
I

2. Subilgebra invariante bajo GL

Combinando la proposicién anterior con la Proposicién 3.10 del Capitulo II,
se obtiene:

TrorREMA 2. La subdlgebra de H*(x X =; Z,) de elementos invariantes bajo GL
es igual a la imagen de i*.

3. Generadores del dlgebra invariante bajo GL

ProrosiciON 3.1. S¢ z es un polinomio invariante bajo GL, entonces z estd
generado por

B? + E, BE.
Prueba. Por el parrafo anterior, z es de la forma
2= aB"+ aB"’E + -+ + a,B'E",
conn =mp + 7,0 <r < p.Sir =0, entonces ap = 0, ya que
2z = a(v" )" 4+ B-EZ = aw""" + vwy”,
con 2’ un polinomio en v, v. Ahora Tz = aws" " 4+ v, Te" = aw,""?
+ vwsT2", lo que implica ap = 0. Sir = 0,
2z — a(B” + E)" = B-E-2,

va que B-E, B® + E son invariantes bajo GL. En ambos casos z estd generado
por B” + E, BE, y polinomios de grado menor invariantes bajo GL. Inductiva-
mente se obtiene la proposicién.

ProprosiciON 3.2. St 2 es de la forma
2 = W21 + U2 ,
con 21 , 2z polinomios homogéneos en v, , Vs , enionces z estd generada por

B? + E,BE, AE + BD, C, D.

Prueba. Por una proposicién anterior (Prop. 1.6 de este capitulo), se sabe que
2 = Az + Dz, con z;, 2 polinomios homogéneos invariantes bajo F.

Bz = B-z' + ABz' = Bz y
T(Bz') = Bz/,
de donde Bz’ = BEZ", porlo que z’ = Ez" y TZ" = 2”. Sea ahora
¢* = A2/ + BDZ" = (AE + BD)Z"

la diferencia
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z2— 2" = Day* — BDZ" = D(2) — B");

pero, ya que TD = Dy Tz* = 2% se tiene T'(2, — BZ") = 2 — BZ", de donde,
por la proposicién anterior, queda terminada la demonstracién.

2 . ’ ’ . . .
Proposicién 3.3. St z es de la forma 2 = wusz', con 2 polinomio homogéneo en
v1, VU2, enfonces z estd generado por

B® + E, BE, AE + BD, C, D.

Prueba. Por la Proposicién 1.5 del Capitulo ITI, z = €2, con 2" polinomio
homogéneo invariante bajo F, y 2" es ademés invariante bajo T, ya que
Te = TC- T = C-T = (-7,
”

e, . ”
de donde, por una proposicién anterior, Tz = 2

TrorEMA 3. La subdlgebra de H*(x X ; Z,) de elementos invariantes bajo GL
estd generada por

B* + E,BE, AE + BD, C, D.
Esta teorema es consecuencia de las proposiciones anteriores.
CarfruLo IV: UN SiSTEMA DE GENERADORES PARA LA IMAGEN DE k*T
1. Sistema de representantes de =* en N;
Sean ¢; las permutaciones
ci(n,m) = (n,m), si n=i
ci(i, m) = (2, km) mod p,

en donde K es un generador del grupo multiplicativo de los enteros mod p. Si s
es un elemento del grupo simétrico S, , denotaremos con la misma letra la per-
mutacién de renglones

s(n, m) = (s(n), m);

entonces es facil verificar que el subconjunto X de elementos de N; de la forma,

s-cle? e 6y,

CONT1,7e, +*- ,7p =0, »++,p — 2 forma un subgrupo de N que es un sistema de
representantes de #° en N, . Es claro que X tiene p! (p — 1)” elementos.

Denotaremos con €' el subconjunto de X de elementos con s = 1. En este
capitulo, si ¥ < N,, se designard con =, un homomorfismo

EY:H*("FP§ ») = H*(Tp; Zy)
definido como sigue: si y € ¥ C Ny, y determina

. P P
auty:mr — 1,
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con aut y(z) = yay . Siy*H*(«"; Z,) — H*(«”; Z,) denota el inducido, se
tiene

=¢(2) = Zy*(z), con y €Y.
2. Accién de X en H*(«"; Z,)

Se verifica directamente usando el complejo standard para =* que los homomor-
fismos inducidos por los elementos de X son como sigue.

ProrosiciéN 2.1. St 21, @2, -+ , Zp 3 Y1, Y2, -, Yp SON como en la Proposi-
cion 3.4 del Capftulo I, entonces

e*(z) =, & (y) =y;, S0
Ci*(xi) = kx., ci*(yi) = ky.,
3*(901') = Ts() » 8*(%') = Ys@i) -
PROPOSICION 2.2. Sea w un monomio de H*(x%; Z,),
w =20 e T TY Y Y
entonces w es invariante bajo C(c*-w = w, toda ¢ € C), i y sélo si
&+ si=0 mod(p— 1), paratoda 1.
Pruéba. ¢;*-w = k“"w = w, de donde
&+ 8 =0 mod (p — 1).
Es inmediato que si cumple esa condicién, es invariante.

Sea 91 la subalgebra de H*(#”; Z,) de elementos invariantes bajo C de la
proposicién anterior. Se obtiene

ProrosiciON 2.3. I estd generada por

xlylp_zy x2y2p—2’ ] xppr—Z Y ylp_ly ?lzp_l, ) ypp_l
y, por lo tanto,
M = E(xlylp_z’ nyZP_Zy ) xpypp_z) ® P(ylp—ly yZp—ly ) ypp_l)'

La proposicién anterior se puede considerar una generalizacién del resultado
que sigue.

Sea m C S, ; entonces, en
t
H*(ﬂ'; Z,) 2 H*(Sp; Zp),

. T3 2
t es epimorfismo y 7= es monomorfismo; ademés

i*t=2(6*)q7 q=0’177p_2
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Si H*(w, Z,) = E(z,1) ® P(y, 2), entonces
¢*(e) = kz y c*(y) = ky

. . K3 . . .
por consiguiente. ¢° es un monomorfismo sobre los elementos invariantes bajo
¢, y un monomio z%’ es invariante si y s6losie + s = 0 mod (p — 1). Por con-
siguiente,

H*(8, 5 Z,) =E(zy") ® P(y™™).
LeMmaA 2.1. 87z € M entonces T,z = —z.

Prueba. Ya que z es invariante, ¢*-2 = 2. Como C tiene (p — 1)? elementos,
inmediatamente se obtiene

Sz =(p—1)%2= —z (modp).
LeMA 2.2. 8tz € H*(«%; Z,) entonces 2x-z = 25, Zcz; ademds Zoz € IN.
Prueba. La proposicién es evidente ya que
X = UsC, con s€8,.
De lo anterior se tiene
PrOPOSICION 2.4. Zx-H*(7%; 4,) = 2, M.

3. Funciones simétricas

De lo anterior se deduce que, para calcular =x-H*(#"; Z,), es suficiente con-
siderar la siguiente situacién.

Seadt = E(Xy, -+, Xp;n) ® P(Y1,y2, -+, Y, ;n + 1), con coeficientes
en Z, , donde n es entero positivo impar. El grupo S, opera en 9N como sigue:

S(X:) = Xswy, S(Y) = Ysq.
Se puede considerar como 4lgebra diferencial definiendo
ay; = X, dX; = 0.
Entonces la imagen de =x estard dada por las siguiente proposicién.
ProrosiciéN 3.1. La imagen de Zs, estd generada por Zs,- X1Y1', e = 0,1, 5 > 0.
La demostracién depende de los siguientes lemas.

LeMA 3.1. 87 8,—q es el subgrupo de S, que deja 1, 2, - -+ | q fijos, entonces un
ststema de representantes de S,—q en S, es

(1%1)(222) --- (qig), con 4 =k, k+1,---,p.
La demostracién es evidente.

Sea ahora z:(e, s) = X;Y,’. Con esta notacién una base de los elementos ho-
mogéneos de grado ¢ estd dada por los monomios
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z = z(e, 81)-z(e, s2) -+ 2(es, Sp)
endonde Y e + 2s; = ¢. Sea S € Z(8,) definidacon S = D_s,s€ S, .
Luma 3.2. 8i2 = z1(e1, s1)22(e2, 82) +++ 24(eq, 8q), CON € + 25: #% 0, enfonces
Sz=(p— !X zi(er, 81) -+ 2zi(eq, ),
con (21,12, -+ - , 1), recorriendo las ordenaciones sin repeticién de 1,2, - - - p.

Para la demonstracién del lema, probaremos primero inductivamente la
férmula

2 (161)(26) «++ (gia) 2 = D2 2z5y(ex, 81) = - 2ig(eq, Sa)e

En la primera parte de la igualdad, 4 = %k, kK + 1, --., p; en la segunda,
(41, %, --- , 2,) recorre las ordenaciones sin repeticién de 1, 2, --- , p. 2 es como
en el enunciado del lema.

1) 2 (ale,s) = 2 zles)i=1,---,p.
2) 20 (1a)(260) -+« (gige = 2 (121) 2 zle, 81)2i(e, 82) - 2y (eq, 8a),

conts ,%, -+ , i recorriendo todas las ordenaciones sin repeticiénde 2, 3, - - -, p.
’ . . . .
Seaz = z;, (e, 81)2i,(e2, 82) * -+ 2i,(&g, 8g), COD Ty, T3, -+ , 5, Ordenacién de
L,2--,p
Primer caso. En 1a ordenacién anterior 7z, - - - , 2, > 1; en este caso
7 B
z = (Liz(a, s1)2i,(a, 82) - 2:,(e, 8q)-

Segundo caso. 7, = 1 para alguna k > 2; entonces7; > 2y
2 = (Liae, s)zi(e, s o 2o (aus) - 2i,(eq, 8-

En cualquier caso 2 aparece en el desarrollo de la suma. Como el ndmero de
términos en la sumaesp(p — 1) --- (p— ¢+ 1) = 0,,,, se obtiene el resultado.
Finalmente, el lema se obtiene considerando la descomposicién

S, = U (10) (14) -+ (14g) S

y observando que z es invariante bajo S, .

LEmA 3.3. 87z = z1(e1, 81)22(€2, 82) - -+ 24(€q , Sq) CON € + 28; #~ 0 entonces
88(z-2a11(e, 8)) = 8(2)-S(2arale, 8)) + 221 8(z (e, 9))-
Caso g = 1.

S(z(er, 1)) -S(z2e, 8)) = (p— D1 (p — DI Zlazi(er, 51) DFa2i(e, 5)
= (p— DI{(p— 1)(p — 2)! Xiwj2ier, 81)-25(, 8)
+ (p — D! 2 zi(a, s)ule s))
= (p — D! ((p — 1)S(a1(er, 81)-22(e, 5))
+ S(z(e, s1)z(e, 8)).
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Caso ¢ > 1.
S(2) -8 (2qt1(e, )
=(p—DIp— N L z(e,8) -+ 2i(€q, 84)) - 2 2i(e,8)
= (- DIp— QU2 z(e, 81) * - 2i,(eqs 84))2i(e, ),

coni, - - , 1 ordenacién sin repeticionde 1,2, --- ,pyz =1, -+, p.
Sea I = 0, X 0y el conjunto de indices de la suma anterior; éste se puede
descomponer como sigue:

I = {(¢1, +++ ,%) X ¢ talesque @ =1}, si k <g;
Iopr = {(@a, -+, 10 X4, tE,k=1,---,q}.

Evidentemente
Ian=ﬂ Si k#l, UIk=0qX01

ademss parat =1, --- , ¢
(p — 12z (e, 81) -+ zi(eq, 89)2i(e, 8)

= S(zl(el ) 81) e 2'1(5'1 ) 3‘1)7 zi(ey 8))
ysit=q+1,

(p—q—1) IZ z1(er, 81) -+ 2q(eq, S¢)2er1(e, 8)
= S(z1(ex, 81) -+ 2q(eq, Sa)2q11(e, 8)).

Esto concluye la demostracién del lema. Finalmente, la férmula del Lema
3.3 implica la proposicién.

ProrosiciON 3.2. La vmagen de Zs, es subdlgebra del dlgebra generada por
S-z1(e, s),cone=0,1,s=0,1,--- ,p— 1,y Y- Y, --- Y,.

Con coeficientes enteros, se tiene la igualdad

S Yy = X als, sa, + v, 8p)0as™ <+ 0,7,
cons; + 2s,+ - + ps, = r,01,02, + - - , 0, definidas por
S(YiYs -+ Yy = (p — @)log,
a(s1, 8, -+ ,8) =£r(si+ s+ -+ s Dl/(s1ls!l s, 1).
a(si, s, ,8p) esunentero; yaqueo, € S-Y,,cuandog= 1,2, --- ,p — 1,

y el grado de a4 s g(n + 1), se tiene que o, se puede expresar con S-zi(e, ),
con s < p — 1. Ahora

d(8-Yy) = rSzy’
= Z a(81, T, Sp)(S1(T1,(81)0‘282 te Upsp + -+ Sp0'131 e (Tp,(sp));

entonces r divide a s;a(si, ---, $). Por consiguiente
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$:a(81, * 0, 85) = 1@ (S1, - -, Sp),
va'(s1, -+, 8p) entero; entonces
y= 2 d (s, o, ) (o () s 6 e a0 (sp).
0 dS = Sd, de donde
oi (s:) € 8-91, i=1,---,p—1, y
05 (85) = d(Y1-Yy - ¥p) = 2 VioYs - Xo oo ¥,

tenece a S-9I1.
Je lo anterior se concluye la proposicién.

"EOREMA. Sea £ = E(A., 43, ++-, Ap) ® P(B1, By, ---, B,), con co-
tentes en Zp , con

grado (Ax) = kn 4+ 1 y
grado (By) = k(n + 1).

i

fonces el homomorfismo inducido por
$(Ar) = Xi¥V{ 7+ - £ XY, k=1, ,p,
6(By) = Y + - + Y5, k=1, ,p—1,
#(By) = Y1Yy -0 Y,

i monomorfismo sobre la subdlgebra de elementos invariantes bajo S, .

.a demostracién del teorema se obtiene de la Proposicién 3.2 y de los lemas
1ientes.

EMMA 3.4. St w es un monomio invariante bajo Sp, entonces
w = a(Yl'Yz v Yp)s.
iste lema es evidente.

EMA 3.5. 8i z = D ws es un elemento de 9N, homogéneo invariante bajo
Yy w; son monomios no invariantes bajo S, entonces z € S-I.

"a que S, transforma monomios en monomios, S, opera en {wy , Wa , - - - , Wn}-
{wy, we, -+, we la clase de intransitividad de w; y H, el subgrupo de S,
deja fijo a w; . Es claro que S-w; = h(wy + wy + -+ + w.), en donde A

1orden de H, ya que H es distinto de S, , & % 0 mod p. Por consiguiente

%S-w1=w1+wz+ ot ow

EMA 3.6. Los monomios distintos de cero, en A, = ¢(Ax) y Bi = ¢(By),
=1, -+, p, son linealmente independientes.
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Consideremos los siguientes resultados.
1) Los monomios en By son linealmente independientes. Este es el caso

conocido_de _polinomi_os simétricos.
_2) A1‘A2_ ApP(Bl, ey, BQ) = 0 implica P(B1, ety Bp) = 0;
P(By, ---, By) es un polinomio en B, By, ---, B,. Esto es consecuencia de
filA—z A—p = Xl'Xz ce XpQ(Yl; R} YP)

con @ # 0.

SeaM C E = {1,2, te ,p}yfiM=fL~1fL-z "'fii,,,, conty < g < -0 < lm
YyM = {i1,%, -+, %m}, Y Ps = P(Biy, -+, B,) un polinomio homogéneo en
Bi, By, -+, By ; el Lema 3.6 es consecuencia.

Lemma 3.7. 87 D Ay-Ps_y = 0 cuando M recorre los subconjuntos de E,
entonces

Pz y =0, foda M CE.
Consideremos
I‘Il'fL l‘Ip'(E fIM'PE—M> = Py, = 0,
Ay Ay -+ Ay (2 AuPou) = Ps + AiPsqyy,
de donde Pg_(1; . Inductivamente se obtiene el resultado. De lo anterior se
obtiene
TrorEMA. La magen de k*T es isomorfa a el dlgebra sobre Z, siguiente:
[E(A1, As, -+, Ap) ® P(Bi, By, -+, Bps)I” ® P(By),
grado (Ax) = k(2p — 3),
grado (By) = k(2(p — 1) = 2k(p — 1).
Carfruro V: EL ArceBrA H™ (S, ; Z,)
1. El 4lgebra H*(S,2 ; Z,) como subélgebra de H*(S,2,5 ; Zp)

Consideremos H™*(S,2,, ; Z,) como en el parrafo 3 del Capitulo I; es decir,
sijiae® C Spepyhim X 7 C Spe,p, la sucesion

¢
H*(ﬂ'p; Zy) — H*(‘SPZ.p 5 Zp) — H*(w X w3 Zyp)
es exacta, con £ la transferencia, ademés j* restringido a Im ¢ es un monomorfismo.
Si
H*(WP;ZP) = E(x17x27 ,xﬂ) ® P(y1; Y2, ° 7yp) y
H*(x X 73 Zp) = E(us, ) ® P(v1, v2),

con grado (z;) = 1, grado (y:;) = 2, grado (u:;) = 1, y grado (v;) = 2, entonces
Im j* es el subanillo de elementos invariantes bajo la permutacién ciclica de
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las variables, y Im A™* es el subanillo generado por

2—3/2
’

U, 01, U = (Uls — Uy )01 v = 0p(0" " — o).

Si consideramos a H™(Sp2,, ; Z,) como médulo, es la suma directa (en grados
mayores que cero)

Im j* ® Im &A™

El producto estd determinado por

(2,0) (2, 0) = (2,0)

(0,2)(0,2) = (0, 22")

(2,0)(0, w1) = (0,0)

(2, 0)(0, v1) = (0, 0)

(2,0)(0,u) = (2122 +++ 2, 0)

(2,0)(0,v) = (z-yw2 -+ ¥, 0).

Ademis,

Wz 2) = &

7*(2, 0) = z; 70, wm) = 0; 70, v0:) = 0
j*(O, u) = X1xg * " .’Ep; ]*(O’ 7_)) = y1y2 . e yp.
Sean ahora en Im j*¢
Av=zy™ "+ -+ Ty By =y o+ u
Ay = ol L gy By = g2 4 ... 4 g
.. B BP__1=y1<z'—1)(:0—1)_|_,___|_ypz>—1)<p—1)v
Ap = 2T 4y, By = i e U,
y en Im h*
A =y,
B = Ulp_l,

C = u1u2v1p_27)2p_2(”2p_1 - Ulp—l)p_zy
D = (’11,27)1 — ul’l)z)vlp—21)2p~2(vzp—l —

E = Uzrl(vzp-l —_ vl”_l).

TrorEMA. Bl dlgebra H*(Spe ; Z,) es isomorfa a la subdlgebra de H*(Sp2 5 5 Zp)
generada por

vlp—l ) 12-*2,

€ € 8 8 8.
A4y -+ A,7-B B, - - - B,

conet+et+ -+ttt o0+ s # 0siosy # 0y los monomios
en

B* + E, BE, AE + BD, C, D.
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2. Otra descripcion de H*(S,: ; Z,)
Considérense las dlgebras sobre Z, ,
E(ui, w2) ® P(v1,v2),
con grado (u;) = 2y grado (v;) = 2,y
E(4:,4:, -+ ,4,) ® P(B1, By, -+, B,),

con grado (Ay) = 2k(p — 1) — 1y grado (By) = 2k(p — 1).
Denotemos con

(E(ur, u2) ® Py, 00) %"

la subdlgebra de elementos invariantes bajo el grupo lineal de matrices no
singulares de 2 X 2, con coeficientes en Z, y con

[E(A1, -+, 4p) ® P(B1, -+, Bp)]"

los elementos de grado mayor que cero.

TEOREMA.
H*(Sp 5 Z,) = (E(A:) ® P(B;))" ® P(B,) © (E(w) ® P(w))*"
comi=1,2,---,p,j=1,---,p— 1L k=12 yh =1, 2. Ademds, la mul-

tiplicacion estd determinada como sigue:
(E(4:) ® P(B))T ® P(B,) esideal de H*(Sp ; Zp),
(E(uw) ® P(w))®" es subdlgebra de H*(Sg ; Zp).

Ademds, st
—2
A = u17)1p y
B = 01p~1

b
—2 p—-2, p—1 —1\ -2
C = wuw” 0" (0" — 0" )p,

D = (uw; — vwe)vy” 0" 2 (w" " — vy
E = v2p—1(02p—1 - 1)111-—1)p—1,

entonces B® + E, BE, AE + BD, C, D generan (E(uz) ® P(w))%,y
(2,0)(0, B + E) = (2:B,, 0),
(2,0)(0, BE) = (0, 0),
(2,0)(0, AE + BD) = (0, 0),
(2,0000,C) =0, y
(2,0)(0, D) = 0.
3. Potencias reducidas en H*(S,2,, ; Zp) Yy H*(Sp2 , Z5)

Usando la notacién del parrafo 1 de este capitulo, se tienen las siguientes
proposiciones.

—1\ p—2
P )17 f



COHOMOLOGIA DEL GRUPO SIMETRICO

Prorosicién 3.1.
Pi(z,0) = (P%, 0).
Ya quej */Ker h* es un monomorfismo, es sufficiente probar que
h*Pi(z, 0) = B*(P, 0),
i*P¥(z, 0) = j*(P%, 0).
Pero esto es inmediato por el parrafo 1 de este capitulo, ya que
R*P(z, 0) = P'h*(z,0) = 0,
h*(P%, 0) = 0,
7*P(z,0) = P*(z,0) = P%,
7*(P%, 0) = P..
Prorosrcién 3.2.
P¥(0, w) = (0, P'uy) = (0, 0); P(0, »:) = (0, P'n,);
st ¢ > 0, enfonces
PY0,u) = (0, Pw),
P0,v) = (P'(yw2 - -~ ¥»), P).
Prueba. Seai > 0y P'(0,u) = (z,2); entonces
A*(P'(0,u)) = Ph*(0,u) = Pu =2 = h¥Qz7),
F*(PY(0,u)) = P50, u) = Payay -+~ 2, ¥y
72 2) = %(2 0) 4+ 5%(0, 2).
Ahora

Pu = P'((uwy — uw)n®), ¢ = 3(p — 3);

[

por lo tanto,

) ) .
Pu = P'(u1vs — usv1) - P 01% + (w105 — uav1) Pivy”

= <7, a 1) (u10” — Uzvly)vlﬁ(i—n(p_l) + <Z> (urvs — s 7)1)01Q+i(p_1)-

Pero

U’ — U” = uw — Uy,

Py = (z _q 1) (v — v + <Z> u-v';

de donde

27
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por lo tanto, ya que 2 = P'u y que Im A* es un subanillo de H*(S,2 5 ; Z,),
se concluye que

7*0,2) = 0.
Por consiguiente j*(z, 2') = j¥(z, 0) = z; es decir,
2= Poray--2,=0 y 2 = Pu.
Consideremos ahora
P¥0,v) = (2,7), como antes 2z = P
ademas
F(P0,0)) = P(*(0,)) = Plyra -+ 4y

Py = Pl — 0:")) = 0PP 7 (0" — 0" Y)

i — — —1 1(p— 2(p—
+ 0P~ w") = (?_ 1) P (07T — TP

-1 () (p—1) (1) (p—D)
+<pi Da(vp T — g TP

pero <p: 1) + (p N 1> = 0, mod p, de donde

i — 1 )
Py = (p ;— 1) p(0s7" — 07 ) 0T,

Por consiguiente, si 7 > 0,
.7*(0) Piv) = 0,
de donde
-3 ’ o ;
¥z, ) = j*(2,0) = 2 = Pyys -+ vp,

ya que en el parrafo 1 de este capitulo se ha descrito H*(S,: ; Z,) como un sub-
anillo de H*(8S,2,. ; Z,); lo anterior nos determina implicitamente las potencias
reducidas en H*(S,2 , Zp).

APENDICE

En este apéndice se hacen algunas aclaraciones referentes a las demostraciones
de las proposiciones del parrafo 3 del Capitulo I. La notacién es como en el
Capitulo I.

1. Proposicién 3.1. Por el Lema 4.1 del capitulo VII de [2], se sabe que d*r = 0.
Ahora, por la Proposicién 3.6 del capitulo VIII de [2] (ver la primera parte de
la demostracién), se sabe que todo elemento z de H*(W X, K?) es de la forma

2 = 121+ 23 Pz,
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nz en H*(K®), z en H(W/x), y 2 en H*(K). Pero d* es H*(x)-homo-
rrfismo; por consiguiente

0 = d*z = d*rz; + 2-d*Pz = 2,-d*Pz;.

lemés, ya que
H*(W/x) = E(w) ® P(»1) y
H*(K) = E(w) ® P(w),
r la definicién 3.2 del capitulo VII de [2]
d*Pzs = 2wy X Dizs,

r lo tanto, como

H*(W/x X K) = H(W/r) ® H*(K),

jue las potencias reducidas se conocen en K = W/, es facil ver que

* —3/2
d*Pus = (vius — uwy)o™ " = u,

d*Poy = va(0" " — 0"Y) = .

r consiguiente d*P es un isomorfismo sobre la subdlgebra de H*(W/x X K)
nerada por u, v. Por lo anterior el ndcleo de d* es Im 7.

2. Proposicién 3.3, b). Por la Proposicién 3.6 del capitulo VIII de [2], 1a
agen de d* es el H*(r) submédulo generado por Im (d*P). u;, v; son los
neradores de la imagen de

H*(W/x) - H*(W/x X K)

por la parte anterior, u, » son los generadores de Im (d*P).
3. Proposicién 3.4 b), ¢). Ya que 7 es un subgrupo normal de S,2 5 , se tiene
r el segundo teorema de transferencia ([1] pdg. 257), que

-3k *
jr=ad,

donde z recorre un sistema de representantes de 7” en Sy , . Si @ es 1a permuta-
in definida en I. 1, Capitulo I, entonces 1, @, - - -, a” ' es un sistema de repre-

atantes. Es ficil ver que, si « denota el homomorfismo inducido por a, se tiene
al; = Tig1, ol = Yiy1;
emés, por la férmula anterior,
ifr = Z o
4. Proposicién 3.2. En H%(x"; Z,) los monomios son de dos tipos posibles
(2) oy mye - BYe's
(b) no son invariantes bajo a.

T consiguiente
Hq(""p; Zp) =I,®F,,
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con I, generado por (a) y F, generado por (b). Ahora, por el Lema 2.3 (pag.
100) del capitulo VII de [2], I, est4 contenido en Im j*. Ademés directamente se
verifica. que F, es w-libre (= generado por «). Por consiguiente, ya que por el
primer teorema de transferencia 7j* = 0 (el indice de 77 en S,z , es p), se tiene

¥z = a1 + e = e = 0,
con z; en F, ; pero
j*TZZ = Z o2y = 0
de donde, ya que F, es libre, 22 = (1 — &)z y
7 7
T2 = 122 — TOxy = 0,

por férmula (10) de la p4gina 256 de [1]. Es decir, si j*rz = 0, entonces 7z = 0.
5. Proposicién 3.5, b).

Como en la Proposicién 3.1 del Capitulo V de este trabajo, se tiene que j*/Ker d*

es un monomorfismo; por lo tanto, si z, 2’ en H*(S,2, ; Z,) son tales que j*(2) =

*(2), entonces d*(2) = d*(2'); se tiene z = 2’. Por consiguiente, basta observar

que 7¥(u1) = j¥(») = 0 para obtener que, si z estd en Im 7,

z-u = 0, z-v = 0.

Ademés, ya que j¥(u) = z@s -+ 2p y 7¥(») = yye -+ yp (ver el Lema 2.3,
cap VII de [2]),

P*(zu) = j 2@y - 2y,
d*(z-u) = 0,
j*(z-v) = j 2y - - Yo »
d*(z-v) = 0.
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