
EL ALGEBRA DE COHOMOLOGIA DEL GRUPO SIMETRICO 
DE GRADO p2 

POR H UMBERTO CÁRDENAS* 

Introducción 

Como se sabe ( ver [3], pág. 224), para cualquier grupo finito y cualquier campo 
de coeficientes el álgebra de cohomología H*(G, K) tiene presentación finita, 
esta presentación ha sido dada explícitamente para algunos grupos sencillos. 
El propósito de este trabajo es dar con un número finito de generadores y rela­
ciones una presentación simple del álgebra H*(SP2 ; ZP) en donde SP2 es el 
grupo simétrico de grado p2 y ZP es el campo de los enteros mod p, con p un 
número primo impar. Se espera además que este cálculo completo del álgebra de 
cohomología de un grupo no trivial como SP2 pueda dar una idea de la estructura 
de H*(G; K) para grupos finitos en general. 

En el caso del grupo simétrico SP de grado p, la inclusión de 1r, un p-grupo de 
Sylow en SP , induce un monomorfismo 

H*(Sp; Zp)-+ H*(1r; Zp) 

sobre la subálgebra de H*( 1r; ZP) de invariantes bajo los automorfismos inducidos 
por los elementos del normalizador de 1r en SP. Este método para calcular 
H*(SP ; ZP) se generaliza al caso del grupo simétrico de grado p2 • 

En este caso consideramos también un p-grupo de Sylow SP2,P de SP2, como 
se sabe SP2,P es el producto completo (wreath product) 1r J 1r, en donde 1r es un 
grupo cíclico de orden p. 

Se tiene entonces el siguiente diagrama ( con coeficientes en ZP) 

H*(Sp2) 

;f / "'Z 
H'(•'\._ l,· {. ll'(, X,) 

j"~~ /h* 

H*(Sp2, p) 

en donde 1rP, 1r X 1r son ciertos subgrupos de SPz,P (ver el Capítulo I, I.1 Nota­
ción), T, t son los homomorfismos de transferencia correspondientes, y los 
demás homomorfismos están inducidbs por inclusión. 

Ahora por la teoría general de la cohomología de los grupos finitos (ver [1]) se 
sabe que la inclusión GP e G de un p-grupo de Sylow GP en un grupo finito G 
induce un isomorfismo de la p-componente primaria de H*(G; K) sobre una 

* El autor desea expresar su agradecimiento al Prof. Norman Steenrod bajo cuya di­
rección se elaboró esta tesis. 
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subálgebra de H* ( GP ; K). Por consiguiente, en el diagrama z* es un mono­
morfismo. Además como en el caso de grado p, por el segundo teorema de trans­
ferencia [1], la imagen de z* está formada por elementos que tienen ciertas 
propiedades de invariancia bajo los automorfismos interiores de SP, . Además en 
el Capitulo I (Proposiciones 3.1 y 3.2) se establece que existe una representación 
como suma directa 

H*(Sp,,p; Zp) "'Imj* EB Im h*. 

Esta a su vez, Proposición 1.1 y Proposición 2.1 del Capitulo II induce, via z*, 
una representación en suma directa 

H*(Sp2 ; Zp) "'Im k*T EB Im i*, 

esto nos determina la estructura aditiva del álgebra H* (SP, ; ZP). 
Ahora, como se sabe, 

H*(1r X 1r; ZP) "'E(u1, U2; 1) ® P(v1, V2; 2); 

los automorfismos interiores de SP, determinan la acción de GL(2; ZP), grupo 
de matrices no singulares de 2 X 2 con coeficientes en ZP, en el álgebra 
H* ( 1r X 1r; ZP). Estudiando los invariantes bajo esta acción, se obtienen descrip­
ciones explicitas de Im h * y Im i*. 

En particular (Cap. III, Teorema 2), se prueba que Im i* es la subálgebra de 
If*(1r X 1r; ZP) de invariantes bajo GL(2; Zp)-

Análogamente se sabe que 

HP(1rP; ZP) "'E(x1, • • • , Xp; 1) ® P(y1, • • • , YP; 2), 

en este caso los elementos del normalizador de 1rP en SP, determinan la acción de 
SP grupo simétrico en H* ( 1rP; Zp), estudiando como antes los invariantes, bajo 
esta acción, se obtienen descripciones para Im j*t y Im k*T. Para obtener una 
descripición explicita de Im k*T es necesario generalizar el teorema stándard 
sobre la estructura de la subálgebra simétrica de P(y1 , • • • , yP) al caso 
E(x 1, • • • , xP) ® P(y1, • • • , yP) en donde las x, se permutan simultáneamente 
con las y,. Se obtiene una conclusión análoga, es decir (Cap. IV, Teorema 1), 
la subálgebra simétrica es de la forma E(X1, • • • , XP) ® P(Y1, • • ·, YP) para 
X,, Y, convenientes. 

En el Capitulo V se da en el Teorema 1 la descripción de H*(SP, ; ZP) como 
subálgebra de H*(SP,,P ; ZP); el Teorema 2 delmismo capitulo da una descrip­
ción directa del álgebra H* (SP, ; ZP); y, finalmente, las proposiciones 3.1 y 3.2 
dan información acerca de la acción de A(p) en las álgebras H*(SP,,P; ZP) y 
H* (Sp, ; Zp). 

CAPÍTULO I: RESULTADOS PRELIMINARES 

1. Notación 

Sea E = { 1, 2, • • • , p}, con p un número primo distinto de dos. Denotaremos 
con SP, el glrupo de permutaciones de E X E. Consideremos las siguientes per­
mutaciones: 
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a(i, j) (i + 1, j), mod p, 
bk(i,j) (i,j), sii ~ k, 
bk(k, j) (k, j + 1), mod p, 
d(i, j) (i, j + 1), mod p, 

Denotaremos con 
SP2 ,P el subgrupo generado por a, b1 , b2 , • • • , bp ; 
1rP el subgrupo generado por b1 , b2 , • • • , bP ; 
1r X 1r el subgrupo generado por a, d. 

SP2 ,P es un p-grupo de Sylow de SP2 ; 1rP es el producto directo de p grupos cíclicos 
de orden p; y 1r X 1r es producto directo de dos grupos cíclicos de orden p. 

2. Un teorema de transferencia 

PROPOSICIÓN 2.1. Si p es un subgrupo propio de 1rP, la transferencia de 1rP en 
p es cero ( coeficientes Z P) . 

Prueba. Ya que p es sumando directo de 1rP, existen g, f, con g la inclusión 
de p en 1rP, 

_!!___; p 
p <-------1í ' 

f 

y tales que f g = identidad; entonces 

H*(p, Zp) ¿:__ H*(1rP, Zp), 
g* 

con (fg) * = g*f* = identidad, de donde g* es epimorfismo. 
Consideremos la composición 

g* t 
H*(1rp, Zp)------'--------H*(p, Zp) ____, H*(1rp, Zp) 

en donde t es la transferencia de 1rP en p. Se sabe ( ver [1]) que 

tg*u = qu, 

con q = índice de p en 1rP; pero si p es subgrupo propio q = pm, ya que pu = O 
para toda u de H*(1r, ZP) y que g* es epimorfismo, se obtiene tv = O para toda v 
de H*(1rp, Zp). 

3. Cohomología de Sp2,p 

Los resultados que se enuncian en este párrafo están demostrados en 12]. 
Sea 1r grupo cíclico de orden p y W, el complejo stándard acíclico de 1r y ¡.;ea 

también K = W / 1r. Consideremos las siguientes transformaciones: 

(e® 1) *:H*(W ®" Kp, Zp) - H*(Kp, Zp), 

c1 ® d)*:H*(w ®" Kp, zp) - H*(W/1r ® K, zp), 

T :H*(KP, Zp) - H*(W ®" Kp, Zp), 

P :H*(K, Zp) - H*(W ®" Kp, Zp)• 
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PROPOSICIÓN 3.1. La sucesión 

es exacta. 

PROPOSICIÓN 3.2. La restricción de ( E ® 1) * a la imagen de r es un mono­
morfismo. 

PROPOSICIÓN 3.3. Existe u1, V1 E H*(W/ir, ZP) u2, Vz E H*(K, Zp) tales que 
(a) H*(W/11" ® K, Zp) rv E(ui, 1) ® P(v1, 2) ® E(u2, 1) ® P(v 2, 2) y 
(b) Im ( 1 ® d) * está generado por 

u1, vi, (1 ® cl)*Pu2 = (v1u2 - u1v2)v/-312 = u, 

(1 ® d)*Pv2 = v2(v/- 1 - v/- 1) = v. 

PROPOSICIÓN 3.4. Existen X1, X2, • • • , Xp, Yi, • • • , YP de H*(KP, ZP), y a 
endomorfismo clel anillo H*(KP, ZP) tales que 

(a) H*(KP,ZP) = E(x1, x2, ···, xp, 1) ® P(y1, Y2, ···, YP, 2) 
(b) ax; = X;+i , ay; = Y;+1 
(c) (E® l)*rz = ¿arz,r = o, l, ... ,P - l. 

PROPOSICIÓN 3.5. El anillo H*(W ®,,. KP, Zv) está determinado por los anillos 
Im (1 ® d)*, y Im (E® l)*r como sigue. 

(a) Como módulo 

H*(W ®.- Kv, Zv) ,..._, Im (1 ® d)* EB Im (E® l)*r. 

(b) La multiplicación está determinada por Im (1 ® d) *, es subanillo y 
Im (E® 1) *res ideal. Además: 

(z, O) (O, u1) = 0, 

(z, O) (O, v1) = O, 

(z, 0)(0, u) = (z(E ® l)*Pu2, O), 

(z, 0)(0, v) = (z(E ® l)*Pv 2, O) y 

( E ® 1 ) * Pu2 = x1X2 • • • xv , 

(E® l)*Pv2 = Y1Y2 ••• YP· 

Se tienen las siguientes identificaciones: 

H*CW ®,,. KP, Zp) = H*(Sp2,p, ZP), 

H*(KP, Zp) = H*( 11"p, Zp)' y 

H*(W/11" ® K, Zv) = H*(11" X 71", Zv)-

Además, si j: 71"P e SP2 ,P , h: 71" X 71" e Sv2 ,P y t es la transferencia de SP2 ,P a 
71"P, se tiene 

j* = (e® 1)*, h* = (1 ® d)*, T = t. 
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4. N ormalizador de 1rp en Sp, 

LEMA l. Si z es una permutación de renglones, entonces z pertenece a N 1 , 

N 1 es el normalizaclor de 1rP en SP2 . 

Prueba. z es de la forma 

z(i,j) = (z(i),j). 

sea h tal que z-1(h) = k. Se verifica directamente que 

zbkz- 1 = b,.. 

LEMA 2. Sea p1c el subgrupo de SP, generado por las permutaciones 

Ck(i, J) 

ck(k, j) 

( i, j), si i ~ k, y 

(k, hj) mocl p, h = l, 2, • • • , p - l; 

entonces Pk está contenido en N 1 . 

Prueba. En efecto 

ckbkck -r = b/, y 

CkbjCk-l = bj, Sl J ~ k. 

Es inmediato que el subgrupo generado por p;, i = 1, 2, • • • , p es isomorfo al 
producto directo, p = pi X • • • X PP. 

Sea N el subgrupo generado por p y 1rP. Entonces: 

PROPOSICIÓN 4.1. La sucesión 

rf, 
1 --+ N --+ N 1 ~ S p --+ l 

es exacta, y se divide. SP es el grupo de permutaciones de los renglones de E X E, 
y e/¡ se define como sigue. 

Sea x E N 1 ; entonces, 

b(i, j) = (i, j + r(i)) y r(i) ~ p. 

Seax(i,p) = (m(i),n(i));setiene 

x(i, j) = xdi(i, p) = bix(i, p) = b\m(i), n(i)) = (m(i), n(i) + jr(m(i))). 

Lo anterior prueba que x transforma el renglón i en el renglón m(i); es decir, 
m( i, j) = ( m( i), j) es una permutación de renglones. Definimos entonces 

cf>x(i,j) = (m(i),j), 

en donde m( i) se define como antes. e/¡ es un homomorfismo, ya que 

xx'(i, p) = (m"(i), n"(i) = x(m'(i), n'(i)) 
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(m(m'(i)), n(m'(i)) + n 1 (i)r(m(m 1 (i)))); 

es decir, m"(i) = m(m'(i)). 
De la definición de cp, se verifica directamente la proposición 4.1. 

PROPOSICIÓN 4.2. El subgrupo Spp (generado por SP y p) de N1 es un sistema 
de representantes de clases izquierdas de 1rP en N 1 . 

Prueba. Y a que, si z E SP , zpz -i = p, se tiene que todo elemento de Spp es de 
la forma zc con zen SP y e en p. La expresión es única ya que si zc = z' c', entonces 
(z')- 1z = e' c 1 de donde 

(z')- 1z EN n sp = l; 

es decir z = z' y e= e' por lo tanto el orden de Spp es p!(p - lY igual al índice 
de 1rp en N 1 . Además, si y'c' = ycb entonces (y- 1)y' EN y por lo anterior, 
y = y' y c-1c' = b pero 1rp íl p = l de donde e = c'. 

5. Normalizador de 1r X 1r en Sv, 

Sea N 2 el normalizador de 1r X 1r en Sv2 , definiremos un homomorfismo 

f:N2- GL, 

en donde GL es el grupo de las matrices no singulares de 2 X 2, con coeficientes 
en Z P , el campo de los enteros mod p. 

Si x E N 2 , entonces 

xdx- 1 = d" a• y xax -i = d"' a•'. 

Definimos 

Evidentemente f(x) es no singular. 
Sea e E p, definida por c(i, j) = (i, kj), k = l, 2, p - 1; entonces 

e E N2 y 

En efecto, 

cdc-1(i, kj) = c(i, j + 1) = (i, kj + k) = d1'(i, kj) y 

cac-1(i, kj) = c(i + 1, j) = (i + 1, kj) = a(i, kj). 

Sea b E 1rp definida por 

b(i,j) = (i,j + i - l); 

entonces b E N 2 y 
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En efecto, 

bdb- 1 = d y 

bab- 1(i,j) = b(i + 1,j - (i - 1)) = (i + 1,j + 1) = da(i,j). 

Sea w E SP, definida por 

w(i, j) = (j, i); 

entonces w E N2 y 

En efecto 

wdw- 1(i, j) = w(J", i + 1) = (i + 1, j) = a(i, .i) y 

waw- 1 (i, j) = w(j + 1, i) = (i, J.+ 1) = d(i, j). 

El grupo GL está generado por 

ya que 

(a) 

(b) 

(c) 

7 

Un cálculo usual prueba que aplicando (a), (b), (c) toda matriz se puede llevar 
a la matriz identidad, es decir, que S, T, U generan a GL, lo que implica que if; es 
epimorfismo. 

PROPOSICIÓN 5.1. La sucesión 

1 ----* 71" X 71"----* N2----* GL----* 1 

es exacta. 

En efecto, si x E 71" X 71", 

Además, 

si xax- 1 = a y xdx- 1 = d, entonces x E 71" X 71" 
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Prueba. Se tiene xai = aix. Sea x(p, j) = (m(j), n(j)); entonces 

x(i, j) = xa\p, j) = a;x(p, j) = a\m(j), n(j)) 

= (m(j) + i, n(j)). 

Además, 

es decir, 

Finalmente, 

x(p,,j) = xdi(p,p) = dix(p,p) = di(m(p),n(p)) 

= ( m(p), n(p) + j); 

m(j) = m(p), n(j) = n(p) + j. 

x(i,j) = (i + m(p),j + n(p)) = am(p) dn<p\i,j). 

Sea N/ e N 2 el normalizador de 1r X 1r en Sv,,p ; entonces tenemos 

PROPOSICIÓN 6.1. La imagen lm (,f;/N/) es el subgrupo de las matrices de la 
forma 

u,= G :), r = O, 1, • • ·, p - 1. 

Prueba. Si x E SP,,P, x es de la forma x = anb; supongamos xE N/; entonces 

de donde bab-1 

por lo que 

(anb) d(anb)- 1 = d y 

(anb)a(anb)- 1 = a' el', 

a" d', por lo tanto a- (a- 1ba) -b- 1 a" el'; es decir, r = 1, 

CAPÍTULO II: UNA SUCESIÓN EXACTA 

1. Exactitud de una sucesión 

PROPOSICIÓN 1.1. La sucesión 

es exacta. 

fl denota los elementos de grado mayor que cero; T está inducido por la 
transferencia de SP, en 1rP; y i* está inducido por la inclusión de 1r X 1r en SP, . 

Prueba. 
a) No existe x E SP, tal que 



fecto, si 

;(p, p) 

nás, 
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a = x- 1bx, 

(m, n); entonces 

x(i, p) = xa\p, p) (m, n + ir(m) ). 

x(i,j) xd\i, p) = (b1 )3x(i, p) = (m, n + ir(m) + jr'(m)) 

toda ( i, j), lo que es imposible. 

9 

b) La composición i*T = O. Sea X E S; por a), x-l7l"px íl 7r X 7r es un 
rupo propio de 1r X 1r, ( o la identidad). Por consiguiente la transferencia 

tx:H*(x-l1rpx n 7r X 1r, Zp ~ H*(1r X 1r; Zp) 

:ro (ver Prop. 2.1, Cap. I). Aplicando ahora el segundo teorema de trans­
Lcia, se obtiene i*T = O. 
c) Si i*(u) = O, existe z E H*(1rv, ZP) tal que T(z) = u. Consideremos 

H*(1r X 1r; Zp) 

/ )h* 

H*(Sp2,p, Zp) -----¡;-t H*(Sp2, Zp) 7 H*(Sp2,p, Zp), 

.e i* = h*l* y T = t't. i*(u) = O implica que h*l*(u) = O; es decir, l*(u) 
mee a Ker h *. Pero por Proposición 3.1 del Capítulo I, existe z E H*( 1rP; ZP) 
ue tz = z*(u). Ahora 

t'tz = t'l*(u) = ru, 

)llde r es el índice de SP.,P en SP,, y, por consiguiente, r '/'- O mod p, de 
.e 

1 1 , 
- Tz = - t tz = u. 
r r 

2. La imagen de la transferencia 

.OPOSICIÓN 2.1. La restricción 

, monomorfismo. 

nsideremos 
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con k* = j*z*; ya que z* es un monomorfismo (ver [1]) y que /'/Im t, por la 
Proposición 2.2 del Capítulo I, basta observar que l*(Im T) e Im t, es decir 
que h*l*t't = O; pero esto es cierto por la proposición anterior. 

PROPOSICIÓN 2.2. La composición k*T es tal que k*T = ¿ adx, con x E X 
(X un sistema de representantes de clases laterales de 1rP en N 1) y adx es el homo­
morfismo 

ad,,:H*(1rp; Zp) - H*(1rp; Zp) 

inducido por el automorfismo de 1rP en 1rP definido por xyx- 1 (y en 1rP, x en N1). 

Prueba. Por el segundo teorema de transferencia, k*T = ¿ txi,,ad,, ; pero, 
por Proposición 2.1, del Capítulo I, t,, = O, si x ,E N 1 ; y si x E!: N 1 , t,,ixad,, = ad,, . 

Lo anterior podemos resumirlo en el 

TEOREMA l. La imagen de T en H*(SP,; ZP) es isomorfa al subanillo de 
H*(1rP; Zp) imagen de¿ ad,,, el isomorfismo está dado por k*/Im T. 

3. El homomorfismo i* 

Sea F el subgrupo de GL generado por las matrices 

Los elementos de F son de la forma urs•R 1 donde s, t = O, 1, • · • , p - 2 y 
r = O, 1, • • · , p - 1; esto es consecuencia de 

RS = SR, 

Este subgrupo se puede caracterizar como el de las matrices triangulares, 

De lo anterior se obtiene que el orden de Fes p(p - 1) 2. 

PROPOSICIÓN 3.1. Un sistema de representantes de clases izquierdas de F en 
GL está dado por T, P, P 2, • • • , pP- 1, I con 

Prueba. Y a que el índice de F en GL es p + 1, basta probar que 

TP' E!: F, P'(!:F. 

En efecto, 



COHOMOLOGÍA DEL GRUPO SIMETRICO 11 

pr = (: :) { F, si r ~ O. 

iea M E GL. Por la Proposición 5.1 del Capítulo I, se sabe que existe 
N2 tal que ,/;(x) = M; entonces el automorfismo ad,,(y) = xyx- 1 induce 

:H*(1r X 1r; ZP) - H*(1r X 1r; Z,,). Además si x- 1x' E 1r X 1r, entonces 
= ad,,, . Definirnos entonces, para u E H*(1r X 1r; Zv) y ME GL, 

M·u = ad,,(u), 

. ¡/¡(x) = M. 

'ROPOSICIÓN 3.2. Si u1, u2, V1, v2 en H*(1r X 1r; Zv) son los de la Proposicion 
de Capítulo I, entonces 

(: :) • (nu1 + mu2) = (rn + r'1n)u1 + (sn + s'rn)u2, 

(: :) • (nv1 + niv2) = (rn + r'rn)v1 + (sn + s'm)v2. 

>RoPOSICIÓN 3.3. El hornornorfisrno 

}:, F:H* (1r X 7íj Zp) - H* (1r X 7íj Zp) 

nido por 

il que 
~F·Z = ¿ M-z, con ME F, 

'rueba. Sea F 1 el subgrupo de F generado por R, S; entonces 

F = F1 U UF1 U · · · U up- 1F1 

ma descomposición de F en clases laterales izquierdas. Se tiene 

}:,F = J;F, + UJ;F, + • .. + up-l}:,F, y 

UkJ; F1 • vl- 1 = uk 'vl- 1 

londe se obtiene 

ectamente se verifica 

vl- 1 + (v2 + v1Y- 1 + · · · + (v2 + (p - l)v1Y~ 1 

ROPOSICIÓN 3.4. La composición 

* t * i* * r; H (1r X 1r; Zp) ---- H (Sp• ; Zp)---+ H (1r X 1r; Zp) 

* -il que i T = J:,GL • 
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Prueba. Por el segundo teorema de transferencia, i*1' = ¿ txixad,, ; pero, por 
la Proposición 2.1 del Capítulo I, se tiene que txixadx = O si x E N2 y, además, 
txixadx aclx , la x recorre un sistema de representantes de 1r X 7r en GL, de 
donde 

PROPOSICIÓN 3.5. La composición 

* t * h* * H (7r X 1r; Zp)--+ H (Sp2,p; Zp) - H (1r X 7l"i Zp) 

es tal que h *t = '"' Ur r = O 1 · • • p - 1 
L.,¡ ' ' ' ' • 

Prueba. La demostración es análoga a la de la Proposición 3.3. Consideremos el 
diagrama 

. H*(7l" X 7!"; Zp) _ yH*(1r X 7!"; Zp) 

rj 'Z_, H*(S,,, Z,,) "Z ¡,.. 
H*(Sp2, v; Zp)~ H*(S¡,2,p; Zv) 

PROPOSICÍÓN 3.6. h *tz es invariante bajo GL si y sólo si h *lz = i*Tz. 

Prueba. 

~GL = ~FZ + p~FZ + ... + pp-l~pZ + T~FZ 

= u+ P + ... + r- 1 + T)~Fz = ~pz. 

PROPOSICIÓN 3.7. Si h*tz = i*Tz, entonces 

i*T(z·h*u) = (i*Tz) · (i*t'u). 

Prueba. Sea u' = tz - z*1'z; entonces 

i*T(z·h*u) = i*t'(tz.u), 

= i*t'[(u' + z*'I1z) ·u], 

= i*t'(u'-u) +i*t'(l*Tz·u). 

Pero, por hipótesis, u'-u pertenece aker h* que es igual alm t. (Prop. 3.1. Cap. I); 
además, i*t't = i*T = O (Prop. 1.1, Cap. II), de donde i*t(u'·u) = O, por lo 
tanto 

i*T(z·h*u) = i*t'(l*Tz•u) = i*(Tz·t'u) 

= i*Tz·i*t'u. 

PROPOSICIÓN 3.8. Si z y w pertenecen a E(u1, u2; 1) ® P(v1, v2; 2) y z es un 
polinomio en v1 , v2 distinto de cero, entonces z • w = O implica w = O. 

PROPOSICIÓN 3.9. El polinomio C = v/- 1 • vl- 1(vl- 1 - V1P-1)p-l es invariante 
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bajo GL y 

C = h*tvl- 1(vl-l - vl-ly- 1. 

Prueba. Por la Proposición 3.6 del Capítulo I, 

h*( p-1) _ p-lc p-1 p-l)p-1, 
V -V2 V2 -V¡ , 

entonces 

t(vl- 1·h*(vp-l)) = tvl- 1 • (vp-1) y 

h*t(vl- 1-h*(vp-l)) = h*tvl- 1 •h*(vp-l = -vl- 1·vl- 1(vl- 1 - vl- 1)p-l 

por la Proposición 3.3 del Capítulo II; ya que, por Proposición 3.5 del Capítulo 
II, h*t = I + U+ • • • + up- 1, se tiene que 

U•C = C. 
Además, si 

s = G :) y T = (: ~)' 

evidentemente S · C = C y T • C = C; y, ya que S, T, U son generadores de GL, 
esto termina la prueba. 

PROPOSICIÓN 3.10. Si h *u es invariante bajo GL, entonces h *u pertenece a la 
imagen de i*. 

Prueba. Sea z E H*(1r X 1r; ZP) tal que h*tz sea invariante bajo GL. Entonces 
h*tz = i*Tz, por Proposición 3.5 del Capítulo II. Además, 

i*T(z·h*u) = i*Tz·i*Th*u = h*t; 

pero h*t(c·h*u) = h*(tc·u) = h*tc·h*u es invariante bajo GL. Entonces (por 
Prop. 3.6, Cap. II) 

entonces 
h*tc·h*u = h*tc-i*t'u. 

Pero h*tc es un polinomio distinto de cero; por lo tanto (Prop. 3.8, Cap. II) 

h*u = i*t'u. 

CAPÍTULO III: LA SuBÁLGEBRA DE ELEMENTOS INVARIANTES BAJO G L 

1. Subálgebra invariante bajo F 

Sea GL como en el capítulo anterior. Denotaremos como antes F el subgrupo 
generado por 

R,S, U; 

yE(u1,u2;l) ® P(v1,v2;2) eselálgebraH*(1r X 1r;ZP). 
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,mo polinomio en v1 y v2 , el coeficiente de vt es ªº ; por lo tanto a0 = O. Su­
ngamos que ao = a1 = • • • = ªª-1 = O, para q - 1 < m; el coeficiente de 
-pªvl, como polinomio en V1, v2 , esªª ; por lo tanto ªª = O. 

PROPOSICIÓN 1.4. Si z es un polinomio homogéneo en v1 , v2 y tal que es invariante 
io F, entonces está generado por 

p-1 p-1( p-1 p-l)p-1 
V1 , Vz V2 - V1 . 

Prueba. Ya que U E F, se sabe por la Proposición 1.1 de este capítulo que 

z = ¿ a,vt-'(v2(vl- 1 - v?- 1) )". 

Lora 

z - Rz = ~ a,(l - k")vt-'(vz(vl- 1 - v/- 1))' = O, 

)Or la proposición anterior se obtiene 

a,(I - k') O . 

. emás 

S >' (1 kn-s) n-sc ( p-1 p-1))' Ü Z - Z = -......, a, - V1 V2 Vz - V1 = , 

donde 

que implica que los únicos coeficientes que pueden ser distintos de cero son a, 
1 s = O y n - s = O mod (p - 1). 

PROPOSICIÓN 1.5. Si z es de la forma z = u1u2z', con z' polinomio homogéneo en 
v2 y tal que es invariante bajo R, entonces z es de la forma 

p-2 p-2( p-1 p-l)p-2 11 
Z = U1U2V1 V2 V2 - V1 • Z , 

i z" invariante bajo F. 

Prueba. Ya que z = u1u2z' = Uz = U1U2· Uz', se tiene z' = Uz', de donde 
= ¿ a,vt-P'v2'(vl- 1 - vl- 1)', con n = pq + r, O < r < p, y s = O, 1, • · • , q . 
. emás, 

donde 

donde 

kRz' 1 

z' kSz' I 

z' 

kRz' - z' = O por lo que a,(k"+i - 1) = O. 

_ particular, sis = O, 1, · · • , p - 2, a, = O. Además, kSz' - z' = O, de donde 



14 HUMBERTO CÁRDENAS 

PROPOSICIÓN 1.1. Si z es un polinomio homogéneo en v1 , v2 tal que Uz z, en-
tonces z está generado por 

v1, v2(vl- 1 - v/- 1). 

Prueba. Si z es de primer grado, se tiene avi + bv2 = av1 + b(vi + v2) = 
( a + b )vi + bv2 de donde a + b = a; es decir, b = O de donde z = av1 . 

Supongamos la proposición cierta para polinomios de grado menor que n. En­
tonces sea n = mp + r, con O < r < p. 

Primer caso, ( r ;a:é O): Consideremos 

z = a.vt-•v2' y Uz = ¿ a.vt-•(v1 + v2)8 • 

El coeficiente de V1vt-l en Uz es nan + ªn-1, Si Z = Uz, se tienenan + ªn-1 = ªn-1, 
de dondenan = O y, por lo tanto, an = O; es decir, z = viz'. Ahora Uz = Uv1 • Uz' =· 
Vi· Uz' = vi· z', de donde 

Uz' = z'. 

Segundo caso, (r = O): Sea 

entonces Uz' = z' y es de la forma z' = viz'' con Uz" = z". 
Usando la hipótesis de inducción en cada uno de los casos se obtiene la afirma­

ción de la proposición. 

PROPOSICIÓN 1.2. Si z = u1zi + u2z2 , con Zi , Z2 polinomios homogéneos en v1 , v2 , 
es tal que U z = z, entonces z es de la f arma 

Z = Uizi' + ( U2V1 - U1V2)z2', 

con Uzi' = zi' y Uz/ = z/. 
Prueba. Se tiene Uz = UiUz1 + (u1 + u2)Uz2 = u1(Uz1 + Uz2) + u2Uz2. Si 

Uz = z, entonces Uz2 = z2 y z1 = U(z1 + z2) de donde z2 = Z1 - Uz1. Sea ahora 
z1 = avt + v1zi*. Entonces Uz1 = a(v1 + v2f + v1 Uz/; por lo tanto, 

Z2 = Z1 - [l Z1 = V1 • z/ 
I f • f I 

y, ya que Uz2 = z2 = V1· Uz2 = v1z2, se tiene que Uz2 = z2. Tenemos entonces 

Z = U1Z1 + U2V1z/ - U1V2Z21 + U1V2z/ 

= U1(z1 + V2Z/) + (u2V1 - U1V2)z/. 

Sea zi' = z1 + v2z/. Se tiene, finalmente, 

Uzi' = Uz1 + (v1 + v2) Uz/ = Uzi + v1z/ + V2z/ = z1 + V2z/ 

PROPOSICIÓN 1.3. Los monomios de grado nen v1 , v2(vl- 1 - v/- 1) son lineal­
mente independientes. 

Prueba. Sean = rnp + r, con O < r < p, y 
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a,(kn-ps+i - 1) = O; en particular, sis = q, entonces a,(k'+ 1 - 1) 
r c;6-p - 2, a. = O. En cualquier caso, 

O, y si 

ya que u1u2v{- 2v/- 2(vl- 1 - vl-iy- 2 es invariante bajo F, y z" también lo es. 

PROPOSICIÓN 1.6. Si z = u1z1 + u2z2, con z1, z2 polinomios homogéneos en Vi , v2 y 
tal que es invariante bajo F, entonces z es de la forma 

p-2 I + ( ) p-2 p- 2( p-l p-l)p-2 I Z = U1V1 Z1 U2V1 - U1V2 Vi V2 V2 - V1 Z2 , 

con zi', zz' invariantes bajo F. 
Prueba. Ya que, en particular, Uz = z, se puede expresar zen la forma (Prop. 

1.2, Cap. III) 

Z = U1Z1 * + ( U2V1 - U1V2)Z2 *, 

con Uz/ = zi*, Uz/ = zz*. Ahora Sz = ku1Sz/ + k(u2v1 - u1v2)Szz* z, de 
donde kSz1 * = z1 * kSz2 * = z2 *. Además, 

Rz = u1Rzi* + k( u2v1 - u1v2)Rzz* 

que implica 

Como en la proposición anterior, esto implica 

Z2 * vl- 2vl- 2 ( vl- 1 - vl- 1 y- 2 • zz' y 

* p-2 ' Z1 V1 Z1 , 

con zi' y zz' invariantes bajo F. 

PROPOSICIÓN 1.7. La subálgebra de E(u1, u2 ; 1) ® P(v1, V2 ; 2) de elementos 
invariantes bajo F está generada por 

A 

E 

e 

p-2 U1V1 , 

v{-1, 

U1U2·vl- 2vl-2(vl- 1 - vl- 1)p-z, 

D (u2v1 - u1v2)v{- 2vl-2(vl- 1 - v{- 1y- 2, y 

E vl-\vl- 1 - v{-iy- 1. 

Prueba. Esta proposición es consecuencia de las proposiciones anteriores, y de 
que estos elementos son invariantes bajo F. (Esto último se obtiene de la Prop. 
3.6, Cap. I.) Ya que los elementos de la imagen de h * son invariantes bajo U, la 
invariancia bajo R, S se verifica directamente. 

A p-2 h*( p-2) U1V1 = xy , 

E v{- 1 = h *(yp- 1), 
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e = U1U2vl-2vl- 2(vl-l - v/-ly- 2 = h*(xy•uvp- 2), 

E = vl-\vl- 1 - vl-iy-i = h*(vp- 1). 

2. Subálgebra invariante bajo GL 
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Combinando la proposición anterior con la Proposición 3.10 del Capítulo II, 
se obtiene: 

TEOREMA 2. La subálgebra de H*(1r X 1r; ZP) de elementos invariantes bajo GL 
es igual a la imagen de i*. 

3. Generadores del álgebra invariante bajo GL 

PROPOSICIÓN 3.1. Si z es un polinomio invariante bajo GL, entonces z está 
generado por 

Bp + E,BE. 

Prueba. Por el párrafo anterior, z es de la forma 

z = aoBn + a1Bn-p E + · · · + a,,J3' Em, 

con n = mp + r, O < r < p. Si r ~ O, entonces ao = O, ya que 

z = ao(vl- 1)n + B·Ez' = aovt<p-l) + V1V2z", 

con z" un polinomio en v1 , v2 . Ahora Tz 
+ v1v2Tz", lo que implica ao = O. Si r = O, 

z - ao(Bp + Er = B·E·z', 

n(p-1) 
aov1 

ya que B·E, BP + E son invariantes bajo GL. En ambos casos z está generado 
por BP + E, BE, y polinomios de grado menor invariantes bajo GL. Inductiva­
mente se obtiene la proposición. 

PROPOSICIÓN 3.2. Si z es de la forma 

Z = U1Z1 + U2Z2 , 

con z 1 , z2 polinomios homogéneos en vi , V2 , entonces z está generada por 

Bp + E, BE, AE + BD, C, D. 

Prueba. Por una proposición anterior (Prop. 1.6 de este capítulo), se sabe que 
z = Azi' + Dz/, con zi', z/ polinomios homogéneos invariantes bajo F. 

Bz = B·zi' + ABzi' = Bzi' y 

T(Bzi') = Bz/, 

de donde Bz' = BEz", por lo que zi' = Ezi" y Tz" = z". Sea ahora 

z* = Azi' + BDz" = GAE + BD)z" 

la diferencia 
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z - z* = Dz2* - BDz" = D(z/ - Bz"); 

pero, ya que TD = D y Tz* = z*, se tiene T(z/ - Bz") = z/ - Bz", de donde, 
por la proposición anterior, queda terminada la demonstración. 

PROPOSICIÓN 3.3. Si z es de la forma z = u1u2z', con z' polinomio homogéneo en 
v1 , v2 , entonces z está generado por 

BP + E, BE, AE + BD, e, D. 

Prueba. Por la Proposición 1.5 del Capítulo III, z = Cz", con z" polinomio 
homogéneo invariante bajo F, y z" es además invariante bajo T, ya que 

Tz = TC·Tz" = C-Tz" = C·z", 

de donde, por una proposición anterior, Tz" = z". 

TEOREMA 3. La subálgebra de H*(1r X 1r; Zp) de elementos invariantes bajo GL 
está generada por 

BP + E, BE, AE + BD, e, D. 

Esta teorema es consecuencia de las proposiciones anteriores. 

CAPÍTULO IV: UN SISTEMA DE GENERADORES PARA LA IMAGEN DE k*T 

1. Sistema de representantes de 1rP en N1 

Sean e; las permutaciones 

ci(n, m) ( n, m), s1 n ~ i 

ci(i, m) = (i, km) mod p, 

en donde K es un generador del grupo multiplicativo de los enteros mod p. Sis 
es un elemento del grupo simétrico SP, denotaremos con la misma letra la per­
mutación de renglones 

s(n, m) = (s(n), rn); 

entonces es fácil verificar que el subconjunto X de elementos de N1 de la forma 

con r1 , r2 , • • • , rp = O, • • • , p - 2, forma un subgrupo de N 1 que es un sistema de 
representantes de 1rP en N1. Es claro que X tiene p! (p - IY elementos. 

Denotaremos con C el subconjunto de X de elementos con s = l. En este 
capítulo, si Y e N1, se designará con ~Y un homomorfismo 

~y:H*(1rp; Zp)-+ H*(1rp; Zp) 

definido como sigue: si y E Y e N1, y determina 
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l:r(z) = 1:y*(z), con y E Y. 

2. Acción de X en H*(1rP; ZP) 
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Se verifica directamente usando el complejo standard para 1rP que los homomor­
fismos inducidos por los elementos de X son como sigue. 

PROPOSICIÓN 2.1. Si X1, x2, • • • , Xp ; Y1, Y2, , YP son como en la Proposi-
ción 3.4 del Capítulo I, entonces 

c/(x;) X;, c/(y;) = Y;, Sl i ~ j, 

c/(xi) kxi , c/(yi) = kyi, 

Xs(j) , 

PROPOSICIÓN 2.2. Sea w un monomio de H*(1rP; ZP), 

entonces w es invariante bajo C( c* • W = w, toda c E C), si y sólo si 

Ei + Si = O mod (p - 1), para toda i. 

Prueba. ci * · w = k'i+•iw = w, de donde 

ei+si=O mod(p-1). 

Es inmediato que si cumple esa condición, es invariante. 

Sea ;JIT la subálgebra de H*(1rp; ZP) de elementos invariantes bajo C de la 
proposición anterior. Se obtiene 

PROPOSICIÓN 2.3. ;JIT está generada por 

Y, por lo tanto, 

;Jrl ,..._, E(x1y/- 2, X2Yl- 2, · · · , Xpy/- 2) ® P(y/-1, yl-1, · • • , y/- 1 ). 

La proposición anterior se puede considerar una generalización del resultado 
que sigue. 

Sea 1r e Sv ; entonces, en 
t 

H*(1r; Zp) +=± H*(Sp; Zp), 
i* 

t es epimorfismo y i* es monomorfismo; además 

q = o, 1, • • • , p - 2. 
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Si H*(1r, Zv) = E(x, 1) ® P(y, 2), entonces 

c*(x) = kx y c*(y) = ky 

por consiguiente. i* es un monomorfismo sobre los elementos invariantes bajo 
e*, y un monomio x'y" es invariante si y sólo si E + s = O mod (p - 1). Por con­
siguiente, 

H*(Sv; Zv) 1'.IE(xyp- 2 ) ® P(yv- 1 ). 

LEMA 2.1. Si z E mi entonces Z 0 ·z = -z. 

Prueba. Ya que z es invariante, c* •z = z. Como C tiene (p - lY elementos, 
inmediatamente se obtiene 

Zo·Z = (p - lY·z = -z (modp). 

LEMA 2.2. Si z E H*(1rv; ZP) entonces l:x·z = l:sp·l:az; además l:0 z E mi. 

Prueba. La proposición es evidente ya que 

X = Use, con s E Sv. 

De lo anterior se tiene 

PROPOSICIÓN 2.4. "1;z·H*(1rP; Zv) = ZsP•mi. 

3. Funciones simétricas 

De lo anterior se deduce que, para calcular l:x-H*(1rp; Zv), es suficiente con­
siderar la siguiente situación. 

Sea mi= E(X1, • • • , Xv; n) ® P(Y1, Y2, • • ·, Yv; n + 1), con coeficientes 
en ZP, donde n es entero positivo impar. El grupo Sv opera en mi como sigue: 

S(Y,) = Ysc;J. 

Se puede considerar como álgebra diferencial definiendo 

dX. = O. 

Entonces la imagen de Zx estará dada por las siguiente proposición. 

PROPOSICIÓN 3.1. La imagen de l:sp está generada por l:sp • Xi'Yi', E = O, 1, s > O. 

La demostración depende de los siguientes lemas. 

LEMA 3.1. Si Sv-q es el subgrupo de Sp que deja 1, 2, • • • , q fijos, entonces un 
sistema de representantes de Sp-q en Sv es 

(li1)(2i2) • • • (qiq), con ik = k, k + 1, • • • , p. 

La demostración es evidente. 

Sea ahora z,(E, s) = X;"Y;'. Con esta notación una base de los elementos ho­
mogéneos de grado q está dada por los monomios 
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Z = Z1(E1, 81) •Z2(E2, 82) • •' Zp(Ep, 8p) 

en donde ¿E;+ 2s; = q. Sea SE Z(SP) definida con S = ¿ s, s ESP. 

LEMA 3.2. Si z = z1(E1, s1)z2(E2, s2) • • • Zq(Eq, Bq), con E;+ 2s; ~ O,enfonces 

S·z = (p - q)! ¿z, 1 (E1, 81) ... z,.(Eq, Bq), 

con (i1, i2, • • • , iq), recorriendo las ordenaciones sin repetición de 1, 2, • • • p. 

21 

Para la demonstración del lema, probaremos primero inductivamente la 
fórmula 

¿ (li1)(2i2) • • • (qiq) •z = L z,1 (E1, si) • • • z,.(Eq, Sq), 

En la primera parte de la igualdad, ik = k, k + 1, • • • , p; en la segunda, 
(i1, i2, • • • , iq) recorre las ordenaciones sin repetición de 1, 2, • • • , p. z es como 
en el enunciado del lema. 

1) L (li)z1(E, s) = L z,(E, s)i = 1, • • • , p. 

2) L (li1)(2i2) • • • (qiq)Z = L (lii) ¿ z1(E1, s1)z,2 (E2, s2) • • • z;.(Eq, Bq), 

con i2 , ia , • • • , iq recorriendo todas las ordenaciones sin repetición de 2, 3, • • • , p. 
Sea z' = Z;1 ( E1 , s1)z;2 ( E2 , s2) • • • Z;0 ( Eq , Bq), con i1 , i2 , • • • , iq ordenación de 

1, 2, ···,p. 
Primer caso. En la ordenación anterior i2 , • • • , iq > 1; en este caso 

z' = (li1)z1(E1, s1)z,2 (E2, s2) • • • z,.(Eq, Sq), 

Segundo caso. ik = 1 para alguna k > 2; entonces i1 > 2 y 

z' = (li1)z1(E1, s1)z,2 (E2, s2 • • • z,1 (Ek1Sk) • • • z,.(Eq, Bq). 

En cualquier caso z' aparece en el desarrollo de la suma. Como el número de 
términosenlasumaesp(p - 1) • • • (p - q + 1) = Op,q, se obtiene el resultado. 
Finalmente, el lema se obtiene considerando la descomposición 

Sp = U (li1)(li2) • • • (liq)Sp-q 

y observando que z es invariante bajo Sp-q. 

LEMA 3.3. Si z = z1(E1, s1)z2(E2, s2) • • • zq{Eq, Sq) con E;+ 2s; ~ O entonces 

qS(z·Zq+1(E, s)) = S(z)·S(zq+1(E, s)) + Ll=1S(z·zk(E, s)). 

Caso q = l. 

S(z1(E1, s1)) ·S(z2(E, s)) = (p - 1) ! (p - 1) ! Lf=1 z;(E1, s1) LJ=1 z;(E. s) 

(p - 1)! ((p - l)(p - 2)! ¿;,..;Z,(E1, s1)·z;(E,s) 

+ (p - 1)! Lf=1Z,(E1, s1)z1(E, s)) 

(p - i) ! ((p - l)S(z1(E1, s1) ·z2(E, s)) 

+ S(z1(E1, s1)z1(E, s)). 
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Caso q > l. 

S(z)·S(zq+1(e, s)) 

(p - 1) !(p - q) !( [ z;Je;, s1) • • • Z;ª(eª, Sq)) • ¿ Z;(e,s) 

(p - l)!(p - q)!(¿z; 1 (e1, s1) ••• z;.(eq, Sq))z;(e, s), 

con i1, • • • , iª ordenación sin repetición de 1, 2, • • • , p y i = 1, • • • , p. 
Sea I = Oª X 01 el conjunto de indices de la suma anterior; éste se puede 

descomponer como sigue: 

h = { (i1, • • • , iª) X i tales que ik = i}, si k < q; 

Iq+1 = { (i1' ••• 'iq) Xi, i ~ ik' k = 1, .•• 'q}. 

Evidentemente 

h íl I = 0 si k ~ l, U h = Oª X 01 

además para i = 1, • • • , q 

(p - q)!¿z; 1 (e1, s1) 

y si i = q + 1, 

z;.(eq, Sq)z;(e, s) 

= S(z1(e1, s1) • • • zq(eq, Sq), Z;(e, s)) 

(p - q - 1) !¿ z1(e1, s1) • • • zq(eª, Sq)Zq+1(e, s) 

= S(z1(e1, 81) • • • zq(eª, Sq)Zq+1(e, s)). 

Esto concluye la demostración del lema. Finalmente, la fórmula del Lema 
3.3 implica la proposición. 

PROPOSICIÓN 3.2. La imagen de ~sp es subálgebra del álgebra generada por 
S-z 1(e, s), con e= O, 1, s = O, 1, · · · , p - 1, y Y1· Y2 • • • YP. 

Con coeficientes enteros, se tiene la igualdad 

con s1 + 2s2 + · · · + psp = r, cr1, cr2, • • • , cr,,, definidas por 

S(Y1Y2 • • • Yq) = (p - q) ! CTq, 

a(s1, s2, • • • , sp) = ±r(s1 + 82 + · · · + Sp-1) !/(s1 ! 82 ! • • • Sp !). 

a(s 1,s 2, ••• ,sP) esunentero;yaquecrª E S-Y{,cuandoq = 1,2, ••• ,p-1, 
y el grado de cr ª es q( n + 1), se tiene que cr ª se puede expresar con S • z1 ( e, s), 
con s < p - 1. Ahora 

d(S • Yi") = rSx 1y/- 1 

¿a(s 1, ···, Sp)(s1cri'(s1)cr282 ••• cr/P + ··· + Spcr/1 ••• cr/(sp)); 

entonces r divide a s;a( 81 , • • • , sp). Por consiguiente 
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8,a( 81 , • • • , 8p) = ra' ( 81 , • • • , Sp), 

L a' ( s1 , • • • , 8p) entero; entonces 

·o dS = Sd, de don.de 

u/(8,) E S·;JIT,, 

Bp 
<íp + ... + 

i = 1, • • • , p - l, y 

•1 
<í¡ 

u/(sp) = d(Y1·Y2 "' Yp) = L Y1·Y2 "' xk ' •• yp 

tenece a S • ;fil. 
)e lo anterior se concluye la proposición. 

23 

~EOREMA. Sea cC = E(A1, A2, • • • , Ap) ® P(B1, B2, • • • , Bp), con co­
ientes en Z P , con 

grado (Ak) = kn + l y 

grado (Bk) = k(n + 1). 

tonces el homomorfismo inducido por 

ip(Ak) X1Yi"-l + '' · + XpY/- 1, k = l, •'' 1 P, 

ip(Bk) Y/'+ · · · + Y/, k = l, • • • , p - 1, 

tn monomorfismo sobre la subálgebra de elementos invariantes bajo SP . 

,a demostración del teorema se obtiene de la Proposición 3.2 y de los lemas 
üentes. 

,EMMA 3.4. Si w es un monomio invariante bajo SP, entonces 

w = a(Y1·Y2 ••• Yp)". 

]ste lema es evidente. 

,EMA 3.5. Si z = ¿ w, es un elemento de ;fil, homogéneo invariante bajo 
y w, son monomios no invariantes bajo SP entonces z E S • ;fil. 

raque SP transforma monomios en monomios, SP opera en {w1, w2, • • • , wm}. 
{ W1 , W2 , • • • , w.} la clase de intransitividad de W1 y H, el subgrupo de SP 
deja fijo a w1. Es claro que S·w1 = h(w1 + w2 + · · · + w.), en donde h 

1 orden de H, ya que Hes distinto de SP, h ";F-O mod p. Por consiguiente 

1 
}Í S ·W¡ = W¡ + W2 + • • · + w. 

,EMA 3.6. Los monomios distintos de cero, en Ak = cp(Ak) y Bk 

= 1, · · · , p, son linealmente independientes. 



24 HUMBERTO CÁRDENAS 

Consideremos los siguientes resultados. 
1) Los monomios en Íh son linealmente independientes. Este es el caso 

conocido de polinomios simétricos. 
2) A1·A2 • • • .ApP(B1, • • ·, Bp) = O implica P(B 1, • • ·, Bp) = O; 

P(B1, • • • , BP) es un polinomio en B1, B2, • • ·, BP. Esto es consecuencia de 

A1A2 • • • .Ap = X1·L • • • XpQ(Y1, • • • , Yp) 

con Q ¡;,!= O. 
SeaM e E= {l, 2, • • ·, p} y AM = .A;1.A;2 • • • .A;m, coni1 < i2 < · · · < i,,. 

y M = {i1, i2, • • • , iml, y P. = P,(B1, • • ·, Bp) un polinomio homogéneo en 
B1 , B2 , • • • , BP ; el Lema 3.6 es consecuencia. 

LEMMA 3.7. Si ¿ _AM.pE-M = O cuando M recorre los subconjuntos de E, 
entonces 

PE-M = O, toda M e E. 

Consideremos 

A1•A2 ... .Ap•(¿JlM.pE-M) = PE-n = O, 

A2·As • • • .Ap· (¿ AM-PE-M) = PE+ A1PE-{ll, 

de donde PE-lll . Inductivamente se obtiene el resultado. De lo anterior se 
obtiene 

TEOREMA. La imagen de k*T es isomorfa a el álgebra sobre ZP siguiente: 

[E(A1, A2, • • • , Ap) ® P(B1, B2, • • • , Bp-1)t ® P(Bp), 

grado (Ak) = k(2p - 3), 

grado (Bk) = k(2(p - 1) = 2k(p - 1). 

CAPÍTULO V: EL .ALGEBRA H* (Sp2 j Zp) 

1. El álgebra H*(Sp2 ; Zp) como subálgebra de H*(Sp2,p ; Zp) 

Consideremos H*(SP.,P; ZP) como en el párrafo 3 del Capítulo I; es decir, 
sij:1rp e Sp•,p y h:1r X 1r e Sp.,p, la sucesión 

H*(1rp; Zp) ~ H*(Sp.,p; Zp) - H*(1r X 1r; Zp.) 

es exacta, con t la transferencia, ademásj* restringido a Im tes un monomorfismo. 
Si 

H*(1rP; ZP) = E(x1, X2, • • • , Xp) ® P(y1, Y2, • • • , yp) y 

H*(1r X 1r; Zp) = E(u1, u2) ® P(v1, v2), 

con grado (x,) = 1, grado (y;) = 2, grado (u;) = 1, y grado (v,) = 2, entonces 
Im j*t es el subanillo de elementos invariantes bajo la permutación cíclica de 
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las variables, y Im h * es el subanillo generado por 

u1, V1, u= (u1v2 - u2v1)v/- 312, v = v2(vl- 1 - v/- 1). 

Si consideramos a H*(SP.,P; ZP) como módulo, es la suma directa (en grados 
mayores que cero) 

Imj*t © Im h*. 

El producto está determinado por 

Además, 

h*(z, z') 

j*(z, O) 

, 
= z; 

= z; 

(z, O) (z', O) 

(O, z)(0, z') 

(z, 0)(0, U1) 

(z, O) (0, V1) 

(z,0)(0,u) 

(z, 0)(0, v) 

j*(O, u) = X1X2 • • • Xp j 

Sean ahora en Im j*t 

(zz',0) 

(O, zz') 

(O, O) 

(O, O) 

(z·X1X2 • • • Xp, O) 

(Z·Y1Y2 ••• YP,O). 

O· 
' 

A1 = X1Yl- 2 + " " ' + Xpy/- 2, B1 = y/-1 + . . . + YPp-1, 

A 2(p-1)-l + + 2(p-1)-1 
2 = X1Y1 ' " ' Xpyp , B _ 2(p-l) + + t 2(p-1) 

2 - Y1 • • • P , 

' 
Bp-1 = Y1(p-l)(p-l) + ... + YPp-l)(p-1)' 

Ap = X1Yl(p-l)-l + ... + Xpy/(p-1)-l' Bp = Y1Y2 • • • Yv, 

yenlmh* 
A u1vl- 2 , 

B = vl-1, 
e p-2 p-2( p-l p-l)p-2 = U1U2V1 V2 V2 - V1 , 

D = (u2v1 - u1v2)vl- 2vl- 2(vl- 1 - v1P- 1l- 2, 

E = vl- 1(vl- 1 - ViP- 1). 

TEOREMA. El álgebra H*(Sp2 ; Zp) es isomorfa a la subálgebra de H*(Sp, ,P ; Zp) 
generada por 

conE1+e2+ 
en 

+ Ep + s1 + s2 + • • • + Sp-I ~ O si Sv ~ O y los monomios 

Bp + E, BE, AE + BD, C, D. 
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2. Otra descripción de H*(SP, ; Zp) 

Considérense las álgebras sobre Zp, 

E(u1, u2) ® P(v1, v2), 

con grado ( Ui) 2 y grado (v;) = 2, y 

E(A1 1 A2, ''' , Ap) @ P(B1 1 B2, '·' , BP), 

con grado (Ak) = 2k(p - 1) - 1 y grado (Bk) = 2k(p - 1). 
Denotemos con 

[E(u1, u2) ® P(v1, v2) ]°L 

la subálgebra de elementos invariantes bajo el grupo lineal de matrices no 
singulares de 2 X 2, con coeficientes en ZP y con 

[E(A1, • • • , Ap) ® P(B1, • • • , Bp-1)t 

los elementos de grado mayor que cero. 

TEOREMA. 

H*(SP,; Zp) = (E(A;) ® P(B¡))+ ® P(Bp) EB (E(uk) ® P(vh))ªL 

con i = 1, 2, • • • , p, j = 1, • • · , p - 1, k = 1, 2, y h = 1, 2. Además, la mul­
tiplicación está determinada como sigue: 

(E(A;) ® P(B¡)t ® P(Bp) es ideal de H*(Sp,; Zp), 

(E(uk) ® P(vh))ªL essubálgebrade H*(SP, ;ZP). 

Además, si 
A = U1V/-2, 

B = v/- 1, 

C = U1U2V/-2vl- 2 (vl-l - v/- 1)p- 2, 
D = (u2v1 - v1v2)v/- 2vl- 2(vl- 1 - v/- 1y-2, 
E = vl-1(vl-1 - v/-1)p-1, 

entonces BP + E, BE, AE + BD, C, D generan (E(uk) ® P(vh) )ª\ y 

(z, 0)(0, BP + E) (z·Bp, O), 

(z, 0)(0, BE) = (O, O), 

(z, 0)(0, AE + BD) (O, O), 

(z,0)(0,C)=O, y 

(z, 0)(0, D) = O. 

3. Potencias reducidas en H*(SP,,P ; Zp) y H*(SP, , Zp) 

Usando la notación del párrafo 1 de este capítulo, se tienen las siguientes 
proposiciones. 
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PROPOSICIÓN 3.1. 

P\z, O) 

Y a que j* /Ker h * es un monomorfismo, es sufficiente probar que 

h*P\z, O) = h*(Piz, O), 

j*Pi(z, O) = j*(Piz, O). 

Pero esto es inmediato por el párrafo 1 de este capítulo, ya que 

h*P\z, O) = Pih*(z, O) = O, 

PROPOSICIÓN 3.2. 

P\O, U1) 

si i > O, entonces 

h*(Piz, O) = O, 

j*Pi(z, O) = pij*(z, O) = piz, 

j*(Piz, O) = P\. 

(O, O); P\O, v1) 

P\O, u) 

Pi(O, v) = (P\Y1Y2 • • • yp), P;v). 

Prueba. Sea i > O y P\O, u) = (z, z'); entonces 

Ahora 

por lo tanto, 

Pero 

de donde 

h*(P\O, u)) = Pih*(o, u) = Piu = z' = h*(z, z'), 

j*(P\O, u)) = Pij*(O, u) = P;x1·X2 • · · xv, y 

j*(z, z') = j*(z, O) + j*(o, z'). 

27 
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por lo tanto, ya que z' = Piu y que Im h* es un subanillo de H*(Sp2,P ; ZP), 
se concluye que 

j*(o, z') = o. 

Por consiguientej*(z, z') = j*(z, O) = z; es decir, 

z = Pix 1x2 • • • Xp = O y z' = P'u. 

Consideremos ahora 

P\O, v) 
,- ' • (z, z ), como antes z = P'v; 

además 

j*(P\O,v)) = p•(j*(O,v)) = p•y1·Y2 ••• YPY 

P'v = P\v2(vl- 1 

- vt- 1)) = vlP'- 1 (vl- 1 

- vt- 1) 

+ Pi( p-1 p-1) _ (p - 1) • P( i(p-1) i(p-1)) 
V2 V2 - V¡ - i _ l • V2 V2 - V1 

pero (f ~ 11) + (p ~ 1) = O, mod p, de donde 

P i (p - 1) ( p-1 p-1) i(p-1) 
V = . V2 V2 - V1 • V1 • 'l, 

Por consiguiente, si i > O, 

de donde 

j*(z, z') = j*(z, O) = z = P;Y1Y2 • • • YP, 

ya que en el párrafo 1 de este capítulo se ha descrito H*(Sp2 ; Zp) como un sub­
anillo de H*(Sp2p. ; ZP); lo anterior nos determina implícitamente las potencias 
reducidas en H*(Sp2 , ZP). 

APÉNDICE 

En este apéndice se hacen algunas aclaraciones referentes a las demostraciones 
de las proposiciones del párrafo 3 del Capítulo l. La notación es como en el 
Capítulo l. 

l. Proposición 3.1. Por el Lema 4.1 del capítulo VII de [2], se sabe que d* r = O. 
Ahora, por la Proposición 3.6 del capítulo VIII de [2] ( ver la primera parte de 
la demostración), se sabe que todo elemento z de H*(W X .. KP) es de la forma 

z = TZ1 + Z2·Pzs, 
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n z 1 en H*(KP), z2 en H*(W/1r), y za en H*(K). Pero d* es H*(1r)-homo­
lrfismo; por consiguiente 

O= d*z = d*-rz1 + Z2·d*Pza = Z2·d*Pza. 

lemás, ya que 
H*(W/1r) = E(u1) ® P(v1) y 

H*(K) = E(~) ® P(v2), 

r la definición 3.2 del capítulo VII de [2] 

d*Pza = L wk X Dkzs, 
r lo tanto, como 

:¡ue las potencias reducidas se conocen en K = W / 1r, es fácil ver que 

d* Pu2 = ( V1U2 - u1v2)v?- 312 = u, 

d*Pv2 = v2(vl- 1 - v?-1) = v. 

ir consiguiente d*P es un isomorfismo sobre la subálgebra de H*(W/1r X K) 
nerada por u, v. Por lo anterior el núcleo de d* es Im -r. 
2. Proposición 3.3, b). Por la Proposición 3.6 del capítulo VIII de [2], la 
.agen de d* es el H*(1r) submódulo generado por Im (d*P). u1, v1 son los 
neradores de la imagen de 

H*(W/1r)-+ H*(W/1r X K) 

por la parte anterior, u, v son los generadores de Im (d*P). 
3. Proposición 3.4 b), e). Ya que 1r es un subgrupo normal de SP,,P, se tiene 
r el segundo teorema de transferencia ( [1] pág. 257), que 

j*-r = ad,,*, 

donde x recorre un sistema de representantes de 1rP en SP• ,P . Si a es la permuta­
in definida en I. 1, Capítulo I, entonces 1, a, • • • , ap-l es un sistema de repre­
J.tantes. Es fácil ver que, si a denota el homomorfismo inducido por a, se tiene 

emás, por la fórmula anterior, 

4. Proposición 3.2. En Hª(1rP; ZP) los monomios son de dos tipos posibles 
(a) xi'y1•·x2'Y28 

• • • xp°y/; 
(b) no son invariantes bajo a. 

1r consiguiente 
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con Iª generado por (a) y Fq generado por (b). Ahora, por el Lema 2.3 (pág. 
100) del capítulo VII de [2], Iª está contenido en Imj*. Además directamente se 
verifica que F ª es 1r-libre ( 1r generado por a). Por consiguiente, ya que por el 
primer teorema de transferencia rj* = O ( el índice de 1rP en Sp2 ,P es p), se tiene 

j*rz = j*rz1 + j*rz2 = j*rz2 = O, 

con z2 en Fª ; pero 

·* "' J rz2 = L., az2 = O 

de donde, ya que Fª es libre, z2 = (1 - a)z/ y 

por fórmula (10) de la página 256 de [1]. Es decir, sij*rz = O, entonces rz = O. 
5. Proposición 3.5, b). 

Como en la Proposición 3.1 del Capítulo V de este trabajo, se tiene quej* /Ker d* 
es un monomorfismo; por lo tanto, si z, z' en H*(Spz,P ; ZP) son tales quej*(z) = 
*(z'), entonces d*(z) = d*(z'); se tiene z = z'. Por consiguiente, basta observar 
que j* ( u1) = j* ( v1) = O para obtener que, si z está en Im r, 

Además, ya que j*(u) 
cap VII de [2]), 

Y1Y2 • • • YP ( ver el Lema 2.3, 

j*(z•u) = j*z·x1x2 • • • Xp, 

d*(z·u) = O, 

j*(z·v) = j*z·Y1Y2 • • • YP, 

d*(z·v) = O. 

UNIVERSIDAD NACIONAL AU'l'ÓNOMA DE MÉXICO 

REFERENCIAS 

[1] H. CARTAN y S. EILENBERG, Homological algebra. Princeton University Press, 1956. 
[2] N. E. STEENROD, Cohomology operations. Annals of Mathematics Studies, No. 50, 

Princeton University Press, 1962. 
[3] LEONARD EvANS, The cohomology ring of a finite group, Trans. Amer. Math. Soc., 101 

(1961) 224-39. 




