TOPOLOGIAS QUE CARACTERIZAN UN FLUJO CONTINUO

Por J. L. ARRAUT

Sea X un espacio métrico, R la recta real, y 7: X X R — X un flujo continuo
sobre X. La pregunta a la cual damos respuesta es la siguiente: Que relacién existe
entre la familia 7(X) de los flujos continuos sobre X y la coleccién de las to-
pologias que admite X X R. Para responder a esta pregunta, hemos definido el
concepto de una F-topologfa de X X R (ver Definicién 1) y hemos mostrado lo
siguiente: Sea F(X) la familia de las F-topologias de X X R, entonces existe una
correspondencia biunivoca entre w(X) y F(X). Esta correspondencia estd dada
explicitamente, ie., dada una F-topologia T'; construimos el flujo = correspon-
diente y vice versa. Hacemos notar que es interesante el hecho que una topologia
en X X R resulte suficiente para determinar una estructura tan compleja como
es la de un flujo continuo sobre X. Por ejemplo, un sistema auténomo de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, que satisfaga condiciones de existencia y unicidad,
define un flujo continuo sobre el espacio fase. Este trabajo tuvo su origen en con-
versaciones sostenidas con Peter Seibert. Aprovecho esta oportunidad para expre-
sarle mi gratitud.

En este escrito, X denotari un espacio métrico con distancia d, y R, la recta
real con la topologia usual. Sea € X y ¢ > 0, al conjunto S.(z) =
{z' € X:d(z',z) < € selellama la vecindad esférica de centro z y radio e. En el
producto cartesiano X X R, vamos a considerar varias topologias, en cada caso
diremos de cual se trata.Si A € X y ¢t € R, escribiremos A‘enlugarde A X {¢}.
Asi por ejemplo: X* = X X {t} y S(z) = Se(z) X {t}. AdemissiB € X X R,

“escribiremos B’ por el conjunto B N X’. Este doble uso de ¢ como indice superior
no dars lugar a confusiones y, por el contrario, nos simplificard mucho la notacién.
Finalmente, podemos considerar a X’ como un espacio métrico definiendo la
distancia entre dos puntos (z, t) y (z', t) como d(z, z).

Consideremos por el momento a X X R con la topologia producto. Un flujo
continuo sobre X es una funcién continua m: X X R — X que satisface las pro-
piedades siguientes:

F.1l n(z,0) =2,2€X
F.2 1r(7r(x, tl),tz) = W(x, t1+t2), xGX, tl,tzeR.

Es de uso generalizado escribir z¢ en lugar de w(z, t). Con estanotacién F.1y 2
se escriben 20 = z y (wt1)ts = x({1 + f) respectivamente. Aqui nos apegaremos
a este uso. Para cada ¢ € R, = induce una funcién continua r,: X — X dada por
m(x) = wxt. Es facil ver que cada m; es un homeomorfismo de X sobre X. Ademés
para cada z € X, = induce una funcién continua m,: R — X dada por =,(¢) = 2.
Al conjunto {zt € X:t € R} se le llama la 6rbita del punto .

Observese que en la definicién de flujo continuo hemos considerado en X X R
la topologia producto. Sin embargo una topologia en X X R bajo la cual = se
mantuviera continua, no alteraria en nada los axiomas que definen un flujo
continuo.
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Sea m:X X R — X un flujo continuo sobre X. Consideremos la coleccién
T, = {w "(U):U es abierto en X}.

Es claro que T'» es una topologia de X X R; ademéis es la topologi4 con menos
abiertos respecto a la cual 7 es continua.

Prorosicion 1. Sea m: X X R — X un flujo continuo sobre X. La topologta T, de
X X R tiene las siguientes propiedades:
1) T, esta contenida en la topologia producto de X X R;
2) st p:X X R — R esla proyeccién sobre R, entonces paratodo V € T, , con
V#08,p(V)=R
3) paratodox € Xye> 0,existe V€ T, tal que (2,0) € Vy V' S(x).
4) iV E€T,yVt = {(x,t) € X X R:(x,t —t') € V}, entonces Vt' € T, .

Demostracion. Las propiedades 1) y 2) se siguen ficilmente de la definicién
de T', y de F.2 respectivamente. Dadosz € X y e > 0, definamos V = = '(Sc(z)).
Claramente V cumple con lo pedido en 3). Finalmente, sea V € T, ;ie.,
V = 7 (U) con U aberito en X y ¢ € R. Ya que 7, es un homeomorfismo de X
sobre X, tenemos que . (U) es abierto en X y por lo tanto = (7 (U)) € T, .
No es dificil verificar que V' = 7 *(7+(U)). Con esto queda probada la Propo-
sicién 1.

DEerINICION 1. Una topologia T de X X R se le llama una F topologia st satzsface
las propiedades siguientes:

1. T esta contenida en la topologia producto de X X R;

2. st p:X X R — R es la proyeccion sobre R, entonces para todo V € T, con
V#0pV)=

3. paratodox E Xye > 0, existe V € T tal que (2,0) € VyV°'c 8. (x),

4. sVETyVH = {(z,t) € X X R:(z,t — t') € V}, entonces Vi € T.

Nétese que la Proposicién 1 nos dice que si 7: X X B — X es un flujo continuo
sobre X, entonces T’ es una F-topologia de X X R. Sea ahora w(X) la coleccién
de todos los flujos continuos sobre X y F(X), la coleccién de todas las F-topo-
logias de X X R. Consideremos la funcién

jim(X) — F(X),

donde j(w) = T, . El esqueleto de este trabajo consiste en mostrar que j es una
correspondencia biunivoca. Para llegar a esto vamos a probar antes algunos lemas.

LemA 1. Sea T una F-topologid de X X R. Para cada t € R, la topologta in-
ducida por T en X" coincide con la topologia que define la métrica en X°. .

Demostracién. Denotemos por T la topologia inducida por T 'en X y por D,
la definida por la métrica. Vamos a mostrar el lema parat = 0. Sea V° € T°; ie.,
V=V NX'con VET. Como T estéd contenida en la topologia producto de
X X R, entonces, para cada punto (z, 0) € V, existen e > 0y a > 0 tales que
Sc(z) X (—a, a) C Vy,porlo tanto, S.’(z) < V'. De esto se sigue que V° € D°.
Tomemos ahora U € D', y sea (z, 0) un punto cualquiera de U.Sea e > 0tal que
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8 (z) C U, entonces ya que T es una F-topologia existe V € T tal que (z,0) € V
y V° c 8 (). De esto se sigue que U € T°. La propiedad 4 de la Definicién 1
nos permite trasladar esta demostracién para cualquier ¢ € R.

Lima 2. Sea T una F-topologtade X X R. St Viy V. son dos elementos de T
tales que, para cierta t € R, V' C V', entonces Vi C V.

" Demostracién. Supongamos que Vi ¢ V,, ie., que V; — V, # @. Es fécil ver
que esto también implica que V; — V, 5 @. Ahora bien, Vi — V, € Ty, ya que
Vi’ C V', tenemos que p(V1 — V3) # R. Esto contradice el punto 2 de la Defi-
nicién 1 y prueba el lema.

t

CororLariO 1. 8¢ V € T es tal que, para alguna t € R, V' = X', entonces

V =X XR.

CororArIO 2. ST F # @ es un subconjunto cerrado de X X R (respecto a la
opologta T'), entonces p(F) = R.

Demonstracién. Supongamos que p(F) # R, ie., que existe ¢ € R tal que F* = @.
Entonces V. = X X R — F es un elemento de T con la propiedad que V* = X*.
Aplicando ahora el Corolario 1 a V, se tiene que V = X X R;ie., F = 0.

Cororario 3. X X R con una F-topologia T' es un espacio regular.

Demostracién. Sea V € Ty (x,t) € V. Por el Lema 1, V' es un abierto de X*
en la topologid que define la métrica, ie., V' € D’. Ahora bien, ya que X’ con la
topologi D' es un espacio regular, existe ¢ > 0 tal que S.'(z) C V'. Nuevamente
por el Lema 1 existe V; € T tal que Vi’ = S.'(z). Finalmente, por el Corolario 2,
V. © V*'implica 7; C V. Resumiendo:dado V € Ty (x,t) € V,existe V; € T
tal que (z,t) € Viy Vi V.

TeorEMA 1. La funcién j:w(X) — F(X) dada por j(7) = T es biuntvoca, te.:

(¢) dada T € F(X), exister € w(X) tal que T = T}
(%) Ty = Tr implicaT = .

La manera como vamos a demostrar (i) es la siguiente: Definimos unarelacién
de quivalencia en X X R con la topologié T, de tal suerte que el espacio cociente
de X X R bajo la relacién es X y la funcién identificacién es =. Seguidamente
probamos que = € w(X). Denotemos por N(z, t) la familia de vecindades en T'
de (z,t) € X X Ry consideremos la siguiente relacién de equivalencia,

(z,1) ~ (2',t'), siysolosi N(z,t) = N(a', ).

Denotemos por {(z, t)} 1a clase de equivalencia del punto (z, t). Vamos a mostrar
que en cada clase hay uno y solo un elemento de la forma (z, 0). Sea
(%o, %) € X X Ry {(x0,t)}, su clase. Consideremos el conjunto

M={x€X:®V,€ N(z,0):(m, to) ¢ Va}.
Afirmamos que M  X. De otro modo, el abierto V = U, V, tendria la pro-
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piedad que V° = X’; esdecir, V = X X Ry sin embargo (z , t) ¢ V. Tomemos
ahora x € X — M; esto quiere decir que todo elemento de N(z, 0) contiene a
(%0, t). Queremos ver que también todo elemento de N(x , fo) contiene a (z, 0)
y por lo tanto (z,0) € {(z, t)}. Supongamos que existe Vi € N(x,, &) tal que
(z,0) ¢ V. Entonces, ya que X X R es un espacio regular (ver Corolario 3),
existe V € N (xo, &) tal que V < V5. El punto (z, 0) y el cerrado 7° son ajenos;
y, tomando en cuenta que en X° las topologias T° y D° coinciden (ver Lema 1),
podemos encontrar V, € N(zx,0) tal que V5’ N V° = @. Esto contradice el punto 2
de la Definicién 1, pues Ve NV € T, (20, %) € Va NV y, como Vo' NV’ = g,
entonces p(Vy N1 V) % R. Con argumentos anilogos se puede probar que (z, 0)
es el nico representante en X° de la clase { (2, t)}. Identifiquemos ahora cada
una de las clases de equivalencia con su tunico representante en X°. Sea
m:X X R — X° la funcién identificacién; ie., m(z, t) = (', 0) donde
(z',0) € {(x,1)}.Y sea C la topologia cociente en X’; ie.,

C=1{UcXx Y(U)€T}.

Vamos a probar que ¢ = D°. Sea U € C; entonces, si V = = (U) (ie.,
V = U{(=, 0)} con (z, 0) € U), es claro que V' = U y por lo tanto
U € T° = D°. Tomemos ahora U € D’; entonces, como D° = T°, existe V € T
tal que V° = U. Es facil ver que (2, ) € Vsiysolosi (z',t) ~ (z, 0) para
algin (z, 0) € U, ie., si y solo si (2, {) € #7(U). De esto se sigue que
V =« "(U) y por lo tanto U € C. Finalmente, para definir el flujo continuo ,
consideremos la isometria ¢: X° — X dada por ¢(z,0) = z. Sea m: X X R — X
dada por 7(z, t) = 2’ donde (z’, 0) es el Gnico representante en X° de la clase
{(x, 1)};ie., # = 7m; . Por el momento, tenemos que 7 es una funcién continua de
X X R, con la topologia T, en X con la topologia dada por la métrica. Ademés,
ya que ¢ = D° se sigue de inmediato que T, = T'. S6lo nos resta mostrar que
satisface las propiedades F.1 y 2. Ahora bien, w(z, 0) = 4mi(z, 0) = i(z, 0) = =,
luego = satisface F.1. Para probar F.2, haremos uso de los hechos siguientes:
(a) (z,t) ~ (2, t) implica =(x, t) = =(z’, {'); (b) (z, t) ~ (', t') implica
(z,t + t")(z', ¢ + {") para t” € R. La propiedad (b) se sigue facilmente del
punto 4 en la Definicién 1. Sean pues x € X y &, & € E. Primero tenemos
(z, 1) ~ (w(z, t), 0) vy, por (b), (x, t: + ta) ~ (w(z, &), t2); finalmente, por
(a), w(x, t1 + ) = w(xw(z, {1), ). Con esto queda demostrado la parte (i) del
teorema. Respecto a la parte (ii), nétese que estd implicitamente contenida en la
demostracién de (i), pues ésta es constructiva.
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