SOBRE IDEALES LOCALMENTE DETERMINADOS

Por Francisco Tomis

1. Whitney demostré en 1947 la conjetura de Schwartz de que todo ideal de
funciones r veces continuamente diferenciables en un abierto de R”, cerrado con
respecto a la topologia compacta de orden r, estd determinado por sus ideales
locales (ver [5], [6]). Si & es el anillo de tales funciones en el abierto G de R", se
considera para cada ¢ = (a1, -+, a.) € @ el anillo &, de los polinomios en
x; — a; médulo los monomios de grado >7 y el homomorfismo =, : & — &,
definido asi: ‘
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y el teorema de Whitney afirma entonces que, st I es ideal cerrado de &,
I'= Necama (1),

donde I, = wo(I) (y, de hecho, I, es ideal de &, ).

Por otra parte Cartan demostré, ampliando un resultado de Oka (ver [2],
teorema 4 ter; [4], teorema 1), un teorema analogo en el anillo © de las fun-
ciones holomorfas en un dominio de holomorfia D de C", relativamente a los
ideales cerrados con la topologia compacta. El teorema de Cartan (para ideales)
puede expresarse de este modo: para cada a € D, sea O, el anillo de las series de
potencias convergentes con centro en a, y sea 7, : O — 0, el homomorfismo que
asocia a cada f € 0 la serie de 9, que la representa; entonces, st I es un ideal
cerrado de O,

I = Neepme (1),

donde 1, es el ideal generado por w.(I) en O, .

A continuacién se demuestra un andlogo puramente algebraico de estos teore-
mas (ver teorema 1, seccién 3; teorema 1’, seccién 4). El teorema 1 implica,
a través del corolario 1, que todo ideal I de &" cerrado eon la “topologia abstracta
de orden 7’ (ver secci6én 5) es interseccién de los 7, *(I,). Una base de las vecin-
dades de cero en la topologia abstracta de orden r consta de los conjuntos de
funciones cuyas derivadas de orden =<7 se anulan en todos los puntos a € P,
donde P recorre todos los conjuntos finitos de puntos de G. La topologia abs-
tracta de orden r no es la misma que la compacta de orden r, pero el teorema
de Whitney tiene como consecuencia inmediata el que todo ideal cerrado con
esta 1dltima topologia lo es también con la topologia abstracta, y en este sentido
el teorema 1 es una generalizacién del teorema de Whitney (seccién 5). La
situacién es andloga para el teorema 1’ y el teorema de Cartan, pero su descrip-
cién se complica y no puede hacerse en este momento (ver seccién 6).
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Lo que posibilita estos resultados es: (1) el hecho de que & y © pueden inter-
pretarse como subanillos de anillos obtenidos con procedimientos del Algebra
Conmutativa a partir de los anillos Rz, -+, Znu] ¥ Cla1, « - -, Ts], respectiva-
mente, y (2) que estos anillos son noetherianos. La parte del trabajo contenida
en las secciones 3 y 4 est4 desarrollada para una clase amplia de anillos noethe-
rianos, que contiene a los que tienen idéntico.

2. En esta seccién se recogen algunos resultados sobre anillos noetherianos que
se utilizardn en las secciones 3 y 4.

Se considerard un anillo conmutativo noetheriano ®, no necesariamente con
idéntico, pero tal que ® no es el radical de ningun ideal primario propio de ®,
lo que equivale a que todo ideal miximo sea primo. La condicién se usaré en sus
dos formas.

Se supondra que M, , --- , M, son ideales méximos diferentes dos a dos y que
r1, -+, T's Son enteros no negativos.
Proposici6N 1. Sean a;, -+, a, € ®. Existe a € ® tal que a — a; € M,

paral £ 1 =< s,

Se supone s > 1. La proposicién se demostrard por induccién sobre
r = 2 iur;. Esvélidaparar = 0 (sise conviene en que M;" = ®&). Supéngase
que existe a € G cona — a; € M;%, 1 < 1 = s; se comprobard que existe b
tal que, por ejemplo, b — a; € M,/ " para2 £ 1 < syb —a = (b — a) +
(@ — @) € My"™. La existencia de b es consecuencia de la siguiente afirmacién,
parad =b —a,¢c=a — a:

Para cada ¢ € My existed € ®tal qued — ¢ € My*™ yd € M, para 2 <
T = s.

Se demuestra la afirmacién. Sea u € Ni— M/%, u ¢ M, ; entonces (M;**,
u) = ® (porque para todo primario Q tal que Q 2 (M;"™, w), se cumple
VQ 2D M, luego /Q = ®) yexistend € ®n € Zye € M, tales que
¢ = ¢ 4 d'u + nu. Tomando d = d'u + nu se termina la demostracién.

ProrosiciéN 2. Supdngase s > 1. Sea A un ideal de ®, y sea a € ®B; sean
a; € Atalesquea; — a € M, 1 £ 7 = s. Para cada u € ® existen deA Yy un
entero positivo ¢ tales que

, .
o —u V€ Ny M/

Sean,paral < j <8, b/ € Ny M b € M;; existen ¢; € ®,n; €Z,d; € M;
tales que u = ¢;b; + nb; +d;.
Seat = Max (7, ---, 7s); entonces

(w = ¢ibj = ndi) € (u' 4+ Ny M%) 0 M7
Tomando b; = (u — ¢b; — nb;)* — u' se tiene, pues:

(1) b; € Ny M7
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(2) b € Mia M%), paraj = k;y
(3) '+ b; € M.
Se demuestra enseguida que
(4) 25 i (' + b)) — w2t € N M
En efecto, por (2) basta ver que
P T A T Y b)) — wCTV € N M

pero esta expresién es igual a (s — Du®2"(u’ + > i b;), ¥ la conclusién se
obtiene de (1) y (3), ya que «’ + D2 o1 b; = 4’ + b;j + D _us; by € M7 para
cada j.

Sea, finalmente, @’ = > i ai] L (u* + 1) ; se tiene

a’ — u(s—l)ta = ZLI [(ai — G’)Hj;tfi('ut + b])]
+ a[ZLl Hj;ﬁi (ut + b;) — u(s—l)t]’

donde el segundo sumando € Ni_ M, por (4), y el primero también, por (3)
y la hipétesis.

ProPosicidN 3. Sea Q un ideal primario de ® que contiene a Niy M,"; sea
a € ®, y supdngase que existen a; € Q tales que a; — a € M;/*,1 < ¢ £ s. En-
tonces a € Q.

Sea u ¢ 4/Q. Por la proposicién anterior, a' — »“ V%4 € i M C Q,
para algina’ € Qyt > 0;porlotantoa € Q.

3. A partir de este momento se tratard con un anillo conmutativo noetheriano
@ que no es radical de ninguno de sus ideales primarios propios. Para cada co-
ciente de @ se cumplen estas mismas hipétesis y son aplicables los resultados de
la seccién anterior. Sea 9N un conjunto de ideales méaximos de G.

Para un entero no negativo r sea, para cada M € 9%, el anillo Gy, = @/M™ ™,
con la topologia discreta, y sea ¢u,:®@ — Qu, €l homomorfismo canénico. Sea

@r = JLateom Qaar 5
con la topologia producto y con las proyecciones
T, Qar — Qi s
Se denotari por
Pan.r: @ — Qorr

el homomorfismo inducido por 1os @, ; 0 sea que gm.(@) = (Qur(@))mean -
Se tendri en cuenta que oog,-(M) es ideal maximo de ou,-(@), para todo M € 9.

Lema 1. ¢gr.-(@) es denso en Gy, -
Seaz € Qg , Yy seala vecindad z + Ni_; Ker my;r = 2 + Vdez, (M; € ).
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Sean a; € @ con ¢u;.(a;) = wu;(x), 2 £ 7 =< s Por la proposicién 1 existe
a € Qconpy,..(a) = ou;-(a:) y setiene, porlo tanto, 7 u,.-(em..(a)) = T2,
1 £ 1 = s,de donde oy, (a) € z + V.

Lema 2. Sea I un ideal cerrado de Quy,. . Entonces I es la inierseccién de todos
los A tales que:
(a) A es ideal abierto de oy,.(Q),
(b) 4 D 1.

Debe comprobarse que, dado x € Qqy.» — I, existe A cumpliendo (a) y (b)
tal que z ¢ A. Pero, en efecto, existe V = i Ker 7, tal que (x + V) NI =
@: sea I' = (I, V), el ideal generado por I y V, que es ideal abierto de Gep.»
(porque V es ideal abierto), y se cumple = ¢ I'; sea 4 = I' N gy (@), ideal
abierto de ogy .(@). Por el lema 1, I’ = A.

Lema 3. Sea A ideal abierto de g (@). (Supingase que A 2 (Nio; Ker wy,.,) N

om+(@)). 8¢ By, - -+, By sonideales de e (@) y A = By N .- N B;, entonces
A=BN---NB,.)
Bastard ver el caso ¢ = 2. Debe comprobarse que By N B, C A. Sea

z € By N B, ; para cada W = Nj_ Ker wy;,,, N; € 9N, existe, para s = 1, 2,
b; € Bieon b; € z + (NimKer wa;,) MW = 2 + VN W. Como existe
a € (z+ V) Ney. (@), también se cumple b; € a + V, y

by — b € V Ny, (@) C 4,
de donde
b1 6 Bl ﬂ BZ = A

y
+W)YN(BINB)D(x+VAW)N(BiNBy) Sb.

Esto significa que z € 4.

Leva 4. Sea Q ideal primario abiert_o de om.(@). (Supéngase que Q@ D
(N3 Ker ma;0) N oma(@)). Entonces § = N yeon ware(m0,(Q)).

Debe demostrarse que Q contiene la interseccién. Sea
x € n Med T;];T<7FM1~T(Q) ) ;

entonces existen a; € Q con a; — x € Ker my,,... Por el lema 1, dado el abierto
W = Ni; Ker Tajr, Ni € I, existe a € om.(4) tal que

a—2¢€ (NimKermy,,) NW =V NW.
Pero
a—a € Kerru,r Nogun(@), 1=i=s
de donde
a— a; € o (M) = (oo (M) ™,
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y, por la proposicién 3, a € @; por lo tanto
(x+WNEDEE+VAW)NQ 2 a.
TrorEMA 1. [ es ideal cerrado de Quy,. 8t y solo st
I= nMe&m WEI,T(WMW(D)-
Debe demostrarse que, si I es cerrado, se cumple la igualdad. Por el lema 2,
I=N,ys4,

donde S; consta de los ideales abiertos A de ogy,.(@) tales que A D 1I.
Por ser ¢y, (Q@) noetheriano, 4 = N:_: Q., donde los Q; son primarios y abier-
tos. Por el lema 3, A = M:_; Q,, de donde

I = nQESg Q_)

donde S, consta de los ideales primarios abiertos Q de ¢y,,(@) tales que § D I.
Por el lema 4,

Q = nMefm T;fl,r("l'M,r(Q));

y es claro que 7., (Q) 2 mu..(I) (puesto que mar (Q) = 73.,(Q) D marr(I)).
Por lo tanto

I = nMem(nQEsM W;},r(”M#(Q))))

donde S consta de los ideales primarios abiertos @ de ogr.-(Q@) tales que
Tar( Q) D 7. (I), ¥ es claro que

nQESM WA.II,T(WM,T(Q)) =2 W}T{{,(‘II‘M.KI)),
de donde
I = nMesm W}TJI,T(WM.r(I) )

CoroLario 1. Sea @én,, un subanillo de Qoy.» que contenga al anillo oon,.(@) y sea
’ .. ’ . ’ . .
T30, L0 TeStriceion de mwa,y a Qay.r . Entonces, T " es ideal cerrado de Guy., st y solo st

II = nyem T;{_.}-(W;er(-z,))'

Porque si I es la cerradura de I’ en Gy, , I es ideal cerrado de Gu.,, por el
lema 1,y

I' = 10 @ = [Mareon mae(maea(1))] N Go.r
D e maer(maen (1)) 2 T

4. En esta seccién se obtiene en analogo del teorema 1 para r = . Los pro-
ductos y limites proyectivos de anillos que se introducen tienen siempre la topo-
logia de producto y de limite proyectivo, respectivamente; esto es, las menos finas
que hacen que todos los homomorfismos que aparecen sean continuos. Los
homomorfismos que no se explicitan son los homomorfismos obvios.
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(a) Sea
Notr: Gar.r41 — Ga.r
el homomorfismo inducido por 10s Nyr:Garvrss — Gur.r ; ¥ SEAD
Qoo = lm Ganr Agror Qoo — Qg -
o

Obviamente Mgy © Oyrri1 = Gyt -

(b) Los homomorfismos ¢y,.: @ — Gy~ determinan el

oo+ @ = Qgiteo
v la siguiente afirmacién es consecuencia inmediata del lema 1 y las definiciones:
PRroPOSICION 4. og1.0(Q) es denso en Q.o -
’A {¢) Sean

Cruo = 1M Q. AatrsQario = Qaror
(__-—

(@ u.» DO es otra cosa que el completado separado M-adico de @);

* Yok
aim,m = HME‘JI’(, G ) TM,cc-@fj'['(,,oo — Qrrco -

(d) Este inciso se refiere a la conmutatividad de las operaciones producto
y limite proyectivo. Se define una aplicacién ¥: G0 — Qi . Un elemento de
Ggt. €8 de la forma a = (a,),cn tal que it (arn) = @, donde
a, = (aTvM>M€m 6 @fﬁlﬂ': Qr, M 6 aMyr;
un elemento de @3y« es de la forma a* = (ax™) wem, donde
r+1 *

* * * ¥
Ay = (dM,r)reN € Cuio s Ay € Quy, )\M,r(aMyr+l) = Opm.ur .

Entonces ¥(a) = a*, donde a3, = a,,» para todor € N, M € 9n.
Se omite el escribir con todo detalle la comprobacién de:

ProrosICION 5. ¢ es un isomorfismo de anillos'topolégicos entre G Y ot eo «
Una vez identificados estos anillos se cumple

T © Aitr = Matyr © Tafioo
(e) Sea I un ideal cerrado de Qgy, . Entonces
I = Qrew Nt O, (D))
Por el teorema 1,
N (D) = N e (T O+ (D)),
y es claro que

WM.T()\ST{,r(I)) = TM.T()\STT,:T(I))-
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Aplicando entonces la segunda parte de la proposicién 5:

I = rew Nor (Moreon mar(mar (1))
= N xeam Tarwo Nrew NatwrMarr(Ta0.0(1))))
= Nuem W;fl,wm

Se ha demostrado, pues:
TroreMA 1'. I es ideal cerrado de Gay.. 8ty solo st
I = Nuest Tate(mar o(0))-

Del mismo modo que se demuestra el corolario 1, usando ahora la proposi-
cién 4, se tiene:

CoROLARIO 1. Sea Qoo un subanillo de Gop.eo que contenga al anillo gon.(@),

7 . .y ’ ’ . 7 .
Y Se .. la restriccion de was,. @ Qgu.. . Entonces, I es ideal cerrado de Qgy.. sty
solo st

I' = N ream W;tl_,io("";l:w(l’))~

Los resultados anteriores pueden también demostrarse siguiendo el mismo
procedimiento de la seccién 3, partiendo de los @, en lugar de los Gu,, .

5. Sea ahora @ = Rlx;, - - - , .}, y sean 97 el conjunto de los ideales méiximos
de @ asociados a puntos de un abierto G de R y Gq.» = & el anillo de las fun-
clones r veces continuamente diferenciables. Se considera @éu,, C Qo ident-
ificando f € & con el elmento de @qy, cuyas componentes son los , (f), y se cum-
ple oy (@) & @én,, . La topologia de Qo se llamars, topologia abstracta de
orden 7. Si M, es el ideal asociado a a € G, se tiene Gu,r = 8 ¥ Tayr = Ta, ¥
es consecuencia inmediata del teorema de Whitney la siguiente afirmacién:

(A) Un-deal de & cerrado con la topologfa compacta de orden r es cerrado con
la topologia abstracta de orden r.
Por el corolario 1, ademés, la afirmacién es equivalente a dicho teorema.

6. La discusién relativa al teorema de Cartan no es tan simple como la an-
terior. Primero, un comentario marginal:

Como se ha visto, cada &, donde impera la topologia compacta de orden r, est4
asociado a un subanillo de Qg . En cambio, el anillo de funciones holomorfas
en un dominio de holomorfia, donde aparentemente la topologia adecuada es la
topologia eompacta (de orden cero), corresponders a un subanillo de Gy, . Esta
aparente falta de simetria la explican las desigualdades de Cauchy, pues gracias
a ellas todas las topologias compactas en el anillo de funciones holomorfas en un
abierto de C” coinciden. Este hecho no se utilizara.

Sea pues @ = Clz;, --- , Z.], ¥ sea I el conjunto de ideales méximos de @
asociados a puntos del dominio de holomorfia D. Sea Qgm0 €l anillo © de funciones
holomorfas en D; se cumple ¢g,(@) € @ C Qo - El anillo @y, , para el ideal
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M, asociado a a = (a1, --- , as) € D, consta de las series de potencias formales
en z; — a;, y serd necesario considerar incluido en él al anillo 0, de series de
potencias econvergentes con centro en a. La topologia de © como subespacio de
Qg se llamars, topologia abstracta de orden «. Se observa que m, = 7r/,1.,,a,°o .
Sea I un ideal de 0 cerrado con respecto a la topologia compacta. Del corolario
(7.3.5) de [3] (Cap. 0, pag. 67) se concluye, por ser 9, ¥ @u,.. nNoetherianos y
locales,:que : -
(1) "G, €5 un 9, - médulo fielmente plano, y
(2) todo ideal de Qu,.. es cerrado (con la topologia de @, como limite
proyectivo de los anillos Ga,.r).
De (1) y de (6.6.1) de [3] (Cap. 0, pdg. 58; ver también [1], Cap. 1, sec. 3, no.
5, prop. 8, pag. 50) se concluye:

I, = (Guyels) NO,.

Pero I, = m,(I) = m’ua,w(l) y, por (2), el ideal aMa,ww;,a,m(I) de @u,.» es cerrado,
por lo tanto igual a Th,, (1), ¥

I = WMn,oo(I)n ea
Fmalmente como la imagen de 7, estd en O, ,
Com (L) = ot o (Targeo(I) N 0a) = Moo (mar0(I)),
¥, por el teorema de Cartan,
I = Nugen Tao(mane=(1)),
de donde:. . ,
(B) Un ideal de © cerrado con la topologia compacta es cerrado con la topologia

abstracta de orden «.

La afirmacién equivale al teorema de Cartan, porque si I es cerrado con la
topologia compacta, entonces, por (B) y el corolario 1,

‘ I = nM.,eim WMaw((ﬂ'Ma w(I)) D naeDﬂ'aI(I ) D I
CeNTRO DE INVEsTIGACION DEL I.P.N., Mfx1co, D. F.
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