
SOBRE IDEALES LOCALMENTE DETERMINADOS 

PoR FRANCISCO ToMÁs 

l. Whitney demostró en 1947 la conjetura de Schwartz de que todo ideal de 
funciones r veces continuamente diferenciables en un abierto de Rn, cerrado con 
respecto a la topología compacta de orden r, está determinado por sus ideales 
locales ( ver [5], [6]). Si 8r es el anillo de tales funciones en el abierto G de Rn, se 
considera para cada a = ( a1 , • • • , an) E G el anillo 8/ de los polinomios en 
Xi - a; módulo los monomios de grado > r y el homomorfismo 1r ª : 8r - 8/ 
definido así: 

y el teorema de Whitney afirma entonces que, si I es ideal cerrado de 8r, 

l = ílaEG 1ía- 1(Ia), 

donde la = 1ra(I) (y, ele hecho, la es ideal ele 8/). 
Por otra parte Cartan demostró, ampliando un resultado de Oka ( ver [2], 

teorema 4 ter; [4], teorema 1), un teorema análogo en el anillo (') de las fun­
ciones holomorfas en un dominio de holomorfía D de en, relativamente a los 
ideales cerrados con la topología compacta. El teorema de Cartan (para ideales) 
puede expresarse de este modo: para cada a E D, sea (')ª el anillo de las series de 
potencias convergentes con centro en a, y sea 1ra : (') - (')ª el homomorfismo que 
asocia a cada f E (') la serie de(')ª que la representa; entonces, si I es un ideal 
cerrado ele ('), 

l = ílaED 1í"a-1(Ia), 

donde la es el ideal generado por 1ra(I) en 0a. 
A continuación se demuestra un análogo puramente algebraico de estos teore­

mas (ver teorema 1, sección 3; teorema 1', sección 4). El teorema 1 implica, 
a través del corolario 1, que todo ideal l de 8r cerrado con la "topología abstracta 
de orden r" (ver sección 5) es intersección de los 7ra- 1Ua), Una base de las vecin­
dades de cero en la topología abstracta de orden r consta de los conjuntos de 
funciones cuyas derivadas de orden ~r se anulan en todos los puntos a E P, 
donde P recorre todos los conjuntos finitos de puntos de G. La topología abs­
tracta de orden r no es la misma que la compacta de orden r, pero el teorema 
de Whitney tiene como consecuencia inmediata el que todo ideal cerrado con 
esta última topología lo es también con la topología abstracta, y en este sentido 
el teorema 1 es una generalización del teorema de Whitney ( sección 5) . La 
situación es análoga para el teorema 1' y el teorema de Cartan, pero su descrip­
ción se complica y no puede hacerse en este momento ( ver sección 6). 
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Lo que posibilita estos resultados es: ( 1) el hecho de que 8r y (:) pueden inter­
pretarse como subanillos de anillos obtenidos con procedimientos del Algebra 
Conmutativa a partir de los anillos R[x1, • • • , Xnu] y C[x1 , • • • , Xnu], respectiva­
mente, y (2) que estos anillos son noetherianos. La parte del trabajo contenida 
en las secciones 3 y 4 está desarrollada para una clase amplia de anillos noethe­
rianos, que contiene a los que tienen idéntico. 

2. En esta sección se recogen algunos resultados sobre anillos noetherianos que 
se utilizarán en las secciones 3 y 4. 

Se considerará un anillo conmutativo noetheriano CB, no necesariamente con 
idéntico, pero tal que CB no es el radical de ningún ideal primario propio de CB, 
lo que equivale a que todo ideal máximo sea primo. La condición se usará en sus 
dos formas. 

Se supondrá que M1, • • • , Ms son ideales máximos diferentes dos a dos y que 
r1 , • • • , rs son enteros no negativos. 

PROPOSICIÓN l. Sean a1 , • • • , a. E CB. Existe a E CB tal que a - a; E 11/f/i 
para 1 ~ i ~ s. 

Se supone s > l. La propos1c1on se demostrará por inducción sobre 
r = ¿f=i r; . Es válida parar = O ( si se conviene en que M ;° = CB). Supóngase 
que existe a E CB con a - a; E JJ1/', 1 ~ i ~ s; se comprobará que existe b 
tal que, por ejemplo, b - a; E M/i para 2 ~ i ~ s y b - a1 = (b - a) + 
(a - a1) E M1ri+ 1. La existencia de bes consecuencia de la siguiente afirmación, 
para d = b - a, e = a1 - a: 

Para cada e E M/ 1 existe d E CB tal que d - e E M1ri+i y d E M/i para 2 ~ 
i ~ s. 

Se demuestra la afirmación. Sea u E ílf= 2 M/i, u EE M1 ; entonces (M 1r 1+1, 
u) = CB (porque para todo primario Q tal que Q ::J (M 1ri+ 1, u), se cumple 
vQ ::l M1, luego ,vQ = CB) y existen d' E CB, n E Z y e E M/ 1+1 tales que 
e = e + d' u + nu. Tomando d = d' u + nu se termina la demostración. 

PROPOSICIÓN 2. Supóngase s > l. Sea A un ideal ele CB, y sea a E CB; sean 
a; E A tales que a; - a E M/1, 1 ~ i ~ s. Para cacla u E CB existen a' E A y un 
entero positivo t tales que 

Sean, para 1 ~ j ~ s, b/ E íl;,.,¡M/\ b/ EE M¡; existen e¡ E CB,n; EZ, d; E M¡ 
tales que u = c¡b/ + n¡b/ + d¡. 

Sea t ~ Max (r1, • • • , rs); entonces 

(u - c¡b/ - n¡b// E (ut + íl;,.,¡M/i) íl M/i. 

Tomando b¡ = (u - c¡b/ - n¡b/) 1 - ut se tiene, pues: 
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(2) bjbk E n1=1M/i, paraj ~ k;y 

(3) ut + bi E M/;. 

Se demuestra enseguida que 

( 4) Li=l rIL.,,i ( ut + b;)] - u<s-l)t E ni=l M,;'i. 

En efecto, por (2) basta ver que 

Li=l (u<•-l)t + u(s- 2) 1L;.,,ib;) - u(s-l)t E ni=1M/\ 

pero esta expresión es igual a (s - I)u<s-2)\ut + Li=l b;), y la conclusión se 
obtiene de (1) y (3), ya que ut + Li=l b; = u1 + b; + Lk,.-;; b,. E M? para 
cada j. 

Sea, finalmente, a' = Li=l aJL.,,i ( ut + b;); se tiene 

a' - u<•-lJta = Li=l [(a; - a)Il;.,,;(ut + b;)] 

+ a[L~=1IL;,<i(ut + bi) - Ucs-l)t], 

donde el segundo sumando E íli=l M/i, por ( 4), y el primero también, por (3) 
y la hipótesis. 

PR0Pos1c16N 3. Sea Q un ideal primario de (B que contiene a íl1=1 M/\ sea 
a E ffi, y supóngase que existen a; E Q tales que a; - a E M/i, 1 ~ i ~ s. En­
tonces a E Q. 

Sea u EE vQ. Por la proposición anterior, a' - u(s-l)ta E íli=l Mi:i e Q, 
para algún a' E Q y t > O; por lo tanto a E Q. 

3. A partir de este momento se tratará con un anillo conmutativo noetheriano 
a que no es radical de ninguno de sus ideales primarios propios. Para cada co­
ciente de a se cumplen estas mismas hipótesis y son aplicables los resultados de 
la sección anterior. Sea ;JTC un conjunto de ideales máximos de a. 

Para un entero no negativo r sea, para cada M E ;ill, el anillo aM,r = a/Mr+1, 

con la topología discreta, y sea \O M,r: a - aM,r el homomorfismo canónico. Sea 

6,,m,r = IIMEml aM,r ' 

con la topología producto y con las proyecciones 

Se denotará pór 

el homomorfismo inducido por los \OM,r; o sea que \Omt,,(a) = (\OM,r(a))MEmt. 
Se tendrá en cuenta que \Omt.rC M) es ideal máximo de \Omt,.( a), para todo M E :fil. 

LEMA l. <Pmi,r( a) es denso en <x,m,, . 

Sea X E <½rc,r' y sea la vecindad X+ ni=l Ker 11"M;,r =X+ V de x, (M; E ;JTC). 
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Sean ai E et con <{JMi,,(ai) = 'll"M;,,(x), i ~ i ~ s. Por la proposición 1 existe 
a E a con <{JM;,r( a) = <{JM;.r( a;) y se tiene, por lo tanto, 1r M;,r( <p¡m;,,( a)) = 1r M;,r(x), 
i ~ i ;;:;; s, de donde <Pmi,r(a) E x + V. 

LEMA 2. Sea I un ideal cerrado de Ctmi.,. Entonces I es la intersección de todos 
los A tales que: 

(a) A es ideal abierto de <p;JU;,r(a), 
(b) A :J I. 

Debe comprobarse que, dado x E <xmi:., - I, existe A cumpliendo (a) y (b) 
tal que X EE A. Pero, en efecto, existe V= n:=1 Ker 'll"M;,r tal que (x + V) íl J = 
0; sea I' = (I, V), el ideal generado por I y V, que es ideal abierto de Ctmi,, 
( porque V es ideal abierto), y se cumple x EE I'; sea A = I' íl <p-;m;.r( a), ideal 
abierto de <;emi;,r(Ct). Por el lema 1, I' = A. 

LEMA 3. Sea A ideal abierto de <{J;)l'[.r( a). ( Supóngase que A :::i ( íl I=l Ker 1r M; ,r) íl 
<p;JU;,r(Ct)). Si B1, • • ·, Bt sonidealesde<Pmt,r(<x) y A = B1 íl · · · íl Bt, entonces 
Á = B1 íl · • · n Bt . ) 

Bastará ver el caso t = 2. Debe comprobarse que B1 íl B2 e A. Sea 
X E B1 n B2; para cada w = nj=l Ker 'll"N;,r' Nj E mr, existe, para i = 1, 2, 
b; E B; con b; E X + ( n:=l Ker 71"M;,r) n w = X + V n w. Como existe 
a E ( x + V) íl <Pmt,r( a), también se cumple b; E a + V, y 

b1 - b2 E V n <p¡m;,,( a) ~ A, 

de donde 

y 
(x + W) íl (B1 íl B2) :J (x + V íl W) íl (B1 íl B2) 3 b1. 

Esto significa que x E A. 
LEMA 4. Sea Q ideal primario abierto de <p¡m;,,( a). ( Supóngase que Q ::, 

(íl!=1Ker 'll"M;,r) íl <p¡m;,,(a)). Entonces Q = nMEffil11"~\(7rM,.r(Q)). 

Debe demostrarse que Q contiene la intersección. Sea 

X E nMEffit'll"~~r(7rM,,r(Q)); 

entonces existen a; E Q con a; - x E Ker 7r M ;,•r . Por el lema 1, dado el abierto 
w = ni=l Ker 'll"N;,r' Nj E ffi'l, existe a E <{J;Jll;.r(A) tal que 

a - X E (íl!=1Ker'll"M;,r) n W = V n w. 
Pero 

de donde 
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y, por la proposición 3, a E Q; por lo tanto 

(x + W) íl Q 2 (x + V íl W) íl Q ::i a. 

TEOREMA l. I es ideal cerrado de <x:m:,r si y solo si 

I = nMEffit 1r;\(1rM,rU)). 

Debe demostrarse que, si I es cerrado, se cumple la igualdad. Por el lema 2, 

1 = nAES1A, 

donde S1 consta de los ideales abiertos A de <,0:m:,.( <x) tales que A ::) I. 
Por ser 'Pffil,r( <x) noetheriano, A = íl ~=1 Qi, donde los Q; son primarios y abier­

tos. Por el lema 3, A = íl ;=l Q; , de donde 

1 = nQES2 Q, 

donde S2 consta de los ideales primarios abiertos Q de <pmi;,r( <x) tales que Q 2 I. 
Por el lema 4, 

Q = nMEffit7í;\(7íM,r(Q)), 

y es claro que 1íM,r(Q)::) 1íM,r(I) (puesto que 1íM,r (Q) = 1íM,r(Q) 2 1íM,r(I)). 

Por lo tanto 

I = ílMeffil(ílQESM7í~\(11'M,r(Q))), 

donde SM consta de los ideales primarios abiertos Q de <pmi;,r( <x) tales que 
1íM,r(Q)::) 1íM,r(I), Y eS claro que 

nQEBM7í;\(7íM,r(Q)) 2 71';\(7íM,r(J)), 

de donde 

I = n ME\Jfl 7í ;\( 7í M,r(I)). 

CoROLARIO l. Sea ~,r un subanillo de Cxmi;,r que contenga al anillo 'Pmi:,r( <x) y sea 
1r~,r la restricción de 1íM,r a ~-r. Entonces, I' es ideal cerrado de ~-r si y solo si 

, n 1-1 ( , e , ) ) J = MEffil 1íM,r 1rM,r J • 

Porque si I es la cerradura de I' en <xmi;,r, I es ideal cerrado de <xM,r, por el 
lema 1, y 

' n I n -l n 1 J = f (x~Tl,r = [ ME\Jfl1íM,r(1íM,r(I))] Cxmi;,r 

1-1( I ( ')) / ::) íl ME\Jfl 1íM,r 1íM,r I ::) ,1. 

4. En esta sección se obtiene en análogo del teorema 1 para r = oo. Los pro­
ductos y límites proyectivos de anillos que se introducen tienen siempre la topo­
logía de producto y de límite proyectivo, respectivamente; esto es, las menos finas 
que hacen que todos los homomorfismos que aparecen sean continuos. Los 
homomor:fismos que no se explicitan son los homomorfismos obvios. 
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(a) Sea 

A;t.!: C't'1lt,r+l - C't$t,r 

el homomorfismo inducido por los A1,!: C't M ,r+i - a M ,r ; y sean 

a'11t,oo = lim ~., , 
+-----

0 bviamente A;t~ o cp$t,r+l = cp$c,r • 

(b) Los homomorfismos cp'1R,r: ('t - ~.r determinan el 

19 

y la siguiente afirmación es consecuencia inmediata del lema 1 y las definiciones: 

PROPOSICIÓN 4. ~.oo(C't) es denso en~'"". 

(c) Sean 

aM,oo = lim aM,r' --
( G,M,oo no es otra cosa que el completado separa,do M-ádico de a); 

( d) Este inciso se refiere a la conmutatividad de las operaciones producto 
y límite proyectivo. Se define una aplicación y;:~,oo - C't~,.,. Un elemento de 
a'1lt,oo es de la forma a= (a,)rEN tal que A;t!(a,+1) = a,, donde 

un elemento de ~.oo es de la forma a* = (aM*) ME'1R, donde 

a'ii-,r E aM,r' 

Entonces y;(a) = a*, donde a'it-,, = a,,M para todo r E N, M E ;fil. 

Se omite el escribir con todo detalle la comprobación de: 

PnoPOSICIÓN 5. y; es un isomorfismo de anillos topológicos entre ami;,00 y a~,"". 
Una vez identificados estos anillos se cumple 

'lí'M,r O Ami;,, = AM,r O 'lí'M,oo • 

(e) Sea I un ideal cerrado de ~. 00 • Entonces 

J = ílrEN Amf,,(Ami,,(J)). 

Por el teorema 1, 

y es claro que 
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Aplicando entonces la segunda parte de la proposición 5: 

I = ílrENx;:t,, (ílMEffit11":;.\(1rM,r(Am¡;,,(J)))) 

n MEmt 1r:;.\,( ílrEN X"_;.\(AM,r( 11"M,,,,(1)))) 

ílMEffi't 1r"_;.\,(1rM,oo(I)). 

Se ha demostrado, pues: 

TEOREMA 1'. I es ideal cerrado de Ctmr,00 si y solo si 

I = ílMEmt 1r"_;.~00(1íM,.,,(J)). 

Del mismo modo que se demuestra el corolario 1, usando ahora la proposi­
ción 4, se tiene: 

COROLARIO 1'. Sea~'"' un subanillo de Ctmi;,.,, que contenga al anillo <P\m,oo(Ct), 

y sea 1r~,.,, la restricción de 1r M ,.,, a ~ . .,,. Entonces, 11 es ideal cerrado de a~., si y 
solo si 

I' = ílME;Jll;1í;;,~(1r~,.,,(J')). 

Los resultados anteriores pueden también demostrarse siguiendo el mismo 
procedimiento de la sección 3, partiendo de los aM,oo en lugar de los aM,r. 

6. Sea ahora a = R[x1 , • • • , x,,], y sean ;fil el conjunto de los ideales máximos 
de a asociados a puntos de un abierto G de R" y a~., = e' el anillo de las fun­
ciones r veces continuamente diferenciables. Se considera a~., C ami., ident­
ificando f E e' con el elmento de ú\m:,, cuyas componentes son los 11"a (f), y se cum­
ple <Pmt,r (a) C ~., . La topología de a~., se llamará topología abstracta de 
orden r. Si Ma es el ideal asociado a a E G, se tiene ªMa•T = ea' y 1r~a•• = 'lía' y 
es consecuencia inmediata del teorema de Whitney la siguiente afirmación: 

(A) Un-ideal de e' cerrado con la topologia compacta de orden res cerrado con 
la topologia abstracta de orden r. 

Por el corolario 1, además, la afirmación es equivalente a dicho teorema. 

6. La discusión relativa al teorema de Cartan no es tan simple como la an­
terior. Primero, un comentario marginal: 

Como se ha visto, cada 8", donde impera la topología compacta de orden r, está 
asociado a un subanillo de Ct:m:,, . En cambio, el anillo de funciones holomorfas 
en un dominio de holomorfía, donde aparentemente la topología adecuada es la 
topología compacta ( de orden cero), corresponderá a un subanillo de ami,., . Esta 
aparente falta de simetría la explican las desigualdades de Cauchy, pues gracias 
a ellas todas las topologías compactas en el anillo de funciones holomorfas en µn 
abierto de C" coinciden. Este hecho no se utilizará. 

Sea pues a = Clx1 , • • • , x,.], y sea ;}TI: el conjunto de ideales máximos de ft 
asociados a puntos del dominio de holomorfía D. Sea a~.00 el anillo (9 de funciones 
holomorfas en D; se cumple 'Pmi:,oo( a) e (9 e flmt,oo • El anillo ªMa,00, para el ideal 
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Mª asociado a a= (a1 , • • • , a,,) E D, consta de las series de potencias formales 
en Xi - a; , y será necesario considerar incluido en él al anillo Ba de series de 
potencias convergentes con centro en a. La topología de e como subespacio de 
Cxmi;, 00 se llamará topología abstracta de orden oo. Se observa que 1ra = 1r ~ª'"" . 

Sea l un ideal de e cerrado con respecto a la topología compacta. Del corolario 
(7.3.5) de [3] (Cap. O, pág. 67) se concluye, por ser ea y aMª'"" noetherianos y 
locales, que 

(1) CxMª'"" es un Ba - módulo fielmente plano, y 
(2) todo ideal de aMª'"" es cerrado ( con la topología de CxMa,'° como líinite 

proyectivo de los anillos ªMa,r). 
De (1) y de (6.6.1) de [3] (Cap. O, pág. 58; ver también [1], Cap. 1, sec. 3, no, 

5, prop. 8, pág. 50) se concluye: 

la = ( ªMa,oola) n ea. 

Pero la= 1ra(l) = 1r~.,oo(l) y, por (2), el ideal CxMa,oo1í~ª'""(I) de CxMª'"" es cerrado, 
por lo tanto igual a 1r'Ma,00 (I), Y 

la = 1r~.,oo(Ú íl eª. 

Finalmente, como la imagen de 1ra está en eª, 

1r·;;1(Iª) = 1r~;,00(1r~ •. ""U) n eª) 

y, por el teorema de Cartan, 

l = n MaEml: 1í~a~00 ( 1r~ •• 00U) ), 

de donde: . 
(B) Un ideal de e cerrado con la topología compacta es cerrado con la topología 

abstracta de orden oo . 

La afirmación equivale al teorema de Cartan, porque si l es cerrado con • 1a 
topología compacta, entonces, por (B) y el corolario 1', 

l = ílMaEml: 7r~;,oo( ( 1í~a,oo(I)) :::) ílaED7r; 1(Ja) :::) l, 
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