
IDENTIFICACION DE ESPACIOS DE BANACH CON SU DUAL 

POR GUILLERMO RESTREPO 

Sea H un espacio de Hilbert, y sea H* el dual. El teorema de representación de 
Riesz nos permite identificar H y H* por medio de una isometría via el producto 
escalar de H. Mas precisamente, si x ·yes el producto escalar de x por y, entonces 
x +-+ x' ( x' (y) = x •y) es una isometría de H sobre H*. Nos preguntamos ahora si 
dato un espacio de Banach X podemos definir en X un producto escalar positivo 
x • Y tal que x +-+ x' sea una transformación lineal bicontinua de X sobre X* ( no 
se requiere que sea una isometría). Demostrare11ios que esta pregunta se contesta 
afirinativamente si la topología de X puede definirse por una norma a tal que a y a* 
(la normal clual en X*) sean de clase C2 en X - {O} y X* - {O} respectivamente. 
Para las nociones de cálculo diferencial en espacios de Banach, vease [1]. Esta 
nota fue motivada por una pregunta que hacen Bonic y Frampton en [2]: si 
aya*sondeClasec2enX- {O} yX* - {O} respectivamente, esXhilbertable? 

Supongamos que la topología de X está definido por una norma a con a y a* de 
clase C2 en X - {O} y X* - {O} respectivamente. Sea f(x) = (a(x) )2/2. En
tonces!' (x) = a(x )a' (x). Se demuestra ( en [3], Th. 4) que x - a(x )a' (x) es una 
transformación de X sobre X* y que!' ()..x) = )..j' (x),).. > O. Sea xo ~ O, xo E X, 
a(x 0 ) = L Las hipótesis sobre a y a* muestran que j" (xo) :X - X* es un iso
morfismo de X sobre X*. Demostremos ahora que el producto escalar 
x-y = (f"(xo)(x))(y) =f"(xo)[x,y]espositivo;estoes, 

(1) j'' (x0)[u, u] ;?: O para todo u E X. 

Partiremos de la relación 2f( x) = j' ( x) • x, que puede verificarse sin dificultad. 
Diferenciando esta expresión, se obtiene 2j' ( x) • Y = j' ( x) • y + j" ( x) [y, x]; esto 
es, 

(2) j'(x)•y = j"(x)·[y, x] 

(a) Si a'(xo) ·u = O, entonces 

f(xo + )..u) - f(xo) = f'(xo) • ()..u) + f • (xo)[)..u, )..u] + 0()..2) 

y por tanto 

f "( )[ ] = 1. f(xo + },,u) - f(xo) > 0 Xo U 1 U lID 2 _ . 
A➔O 

(b) Si a'(x 0 ) ·u ~ O, podemos escribir u = v + )..xo, v ~ O, a'(xo) ·v = O. 
Entonces, 

(3) j" (xo)[u, u] = j" (xo)[v, v] + )..2j" (xo)[Xo, xo] + )..j" (xo)[v, xo] + )..j" (xo)[xo, v] 

Ahora,por(2),j"[xo,v] =f'(xo)•v = 0,/'(xo)[v,xo] = 0,yf"(xo)[xo,Xo] = O. 
Por tanto, j'' (xo)[u, u] = j" (xo)[v, v] ;?: O. 
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Hemos así demostrado que, si a y a* son de clase G2 en X - {Ol y X* - {O} 
respectivamente, entonces la segunda derivada def(x) = (a(x) )2/2 en todo punto 
Xo, Xo "F-O define un producto escalar positivo u-v = f" (x0)[u, v]. Este producto 
escalar define la correspondencia u - u' entre X y X* por u' ( v) = u• v = 
j" ( xo) [u, v] y es unisomorfismo entre X y x*. 

ÜBSERVACIÓN l. No sabemos si la hipótesis de que a y a* sean de clase G2 en 
X - { O l y X* - { O l implique que X sea hilbertable. En la demostración anterior 
no demostramos que/' (xo)[u, u] > O si u "F-O. Aun si pudieramos demostrar que 
f" ( xo) [u, u] es estrictamente positivo para algún Xo , quedaría pendiente el pro
blema de si la nueva norma (3( u) = (!" ( x0)[u, u]) 112 es equivalente a la norma 
original a. Tal sería el caso si suponemos quef" ( xo) [u, u] 2:: G( a( u) )2 para alguna 
constante C > O; pero esta hipótesis tiene fuertes implicaciones geométricas con 
respecto a la curvatura de la bola unidad definida por a, como ha sido demostrado 
por Lorch [4]. 

ÜBSERVACIÓN 2. Se demuestra en [2] que en los espacios LP(Q, /J,), la norma 
usual es de clase en, si p "F-2k, k = 1, 2, • • • , donde n es el mayor entero menor 
que p; y de clase C"', si p = 2k. Por tanto a y a* no pueden ser ambas de clase C2. 

No se conoce ejemplos de espacios de Banach no hilbertables tales que a y a* 
sean de clase C2. 

Agregado en las pruebas: Despues de escribir este artículo el Dr. R. Bonic tuvo 
la gentileza de comunicarme el siguiente. 

TEOREMA. Sea X un espacio ele Banach cuya topología puede definirse por una 
normal a tal que a y a* son de clase C2 en X - ¡O} y x* - { O l respectivamente. 
Entonces X es un espacio de H ilbert. 

Demostración. Sea f( x) = ( a( x) )2 /2 la función definida anteriormente, y sea 
A = j" (xo). Demostramos que A :X---')> X* es biyectiva y que p(x) = (Ax•x/ 12 

es una norma continua (ver Observación 1). Demostremos ahora que p(x) es 
equivalente a la norma original a. 

Ahora, {x I p(x) :S ll es acotado en la topología débil en X ya que A:X---')> X* 
es biyectiva. En efecto, si x' E X*, x' = Ay para algún y E X, y por la desigual
dad de Schwartz se tiene que I x'-x 1 = 1 Ay•x 1 :S p(y) •p(x) :S p(y). Como todo 
conjunto acotado en la topología débil es acotado en la fuerte se sigue que existe 
una constante c > O tal que p( x) 2:: ca( x) y p es equivalente a a. ( Esta demostra
ción se debe a R. Bonic y F. Reis.) 
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