
ALGEBRAS DE HOPF Y FORMULAS DEL PRODUCTO 

PoR OscAR VALDIV!A G. 

Introducción 

En el presente trabajo se establecen fórmulas del producto para operaciones 
secundarias <l>1c asociadas con las siguientes relaciones del álgebra de Steenrod 
sobre Z2: 

Pk = Sq1 Sq" + Sq" Sq1 + Sqº·1 Sq"-2, 

donde Sq0•1 = Sq1 Sq2 + Sq2 Sq1. 

(k > 2) 

Sean X, Y dos espacios topológicos y XX Y su producto. Consideramos clases 
de cohomologia u E HP(X), v E Hª( Y) y su producto cruz uXv E HP+ª(XX Y), 
donde la cohomologia se considera con coeficientes en Z2 y por comodidad se 
omite escribir el grupo de coeficientes. Sea M el conjunto de todos los enteros i 
tales que 2 :S; i :S; k - 3. Supongamos que las clases u y v satisfacen las siguientes 
condiciones : 

)s " s;. s"-2 s"-2 si si 1 q U = q V = 0, q U = q V = 0, q U = q V = 0. 
2) Para cada i E M se tiene que 

Sq"-i u = Sqk-2-iu = O, 

3) Para cada j E M se tiene que 

Sq"-; V = Sq"-2-; V = o, 

o bien que Sq; v = O. 

o bien que Sq; u = O. 

Sean P e M y S e M los enteros que satisfacen, respectivamente, la primera 
parte de 2) y la primera parte de 3). Con estas hipótesis se demuestra la fórmula 
del producto siguiente: 

4'1c(uXv) = <I>1c(u) Xv + uX<I>1c(v) + LiEP<I>1c_;(u) XSq; v 

+ L;EsSq;uX<I>k-iCv). 

La indeterminación en este resultado es la mínima total de los términos que 
aparecen más, Lr+•=kA,(u)XA.(v), donde Ates el subespacio vectorial de A 
generado por elementos homogéneos de grado t. Además, para los términos donde 
se tenga que Sq; v = O o bien que Sq; u = O, la fórmula sigue valiendo al anular 
estos términos y reducir en la indeterminación la parte con que ellos contribuyen. 

Bajo el automorfismo conjugación e, las relaciones p1c se transforman en las 
relaciones 

c(p1c) = Sq1 c(Sq') + c(Sq") Sq1 + c(Sq"- 2 ) Sq0 •1• 

Denotamos, con cf,1c * una operación cohomológica secundaria asociada con 
c(pk). Con los cambíos obvios en las hipótesis se obtiene el resultado análogo al 
anterior para cf," * ( u X v). 
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Como casos especiales, particularizando las hipótesis se obtienen fórmulas del 
producto con estructura simétrica. 

El método que se sigue para establecer las fórmulas del producto para opera
ciones cohomológicas secundarias ( §9) es establecer primero fórmulas de producto 
para operaciones funcionales ( §8) y utilizar despues la segunda fórmula de 
Peterson-Stein que relaciona las operaciones cohomológicas secundarias con las 
funcionales. Con el fin de eliminar los "ejes" en la indeterminación, es necesario 
estudiar detalladamente la construcción de operaciones funcionales en espacios 
producto ( §7), lo que permite tener una indeterminación menor. Por último, los 
"ejes" se eliminan estableciendo los resultados para el producto reducido de dos 
clases de cohomología, en operaciones funcionales, pasando despues a fórmulas del 
producto reducido para operaciones cohomológicas secundarias, y de allí a fórmulas 
del producto cruz. 

Con el objeto de sistematizar las operaciones funcionales asociadas con rela
ciones, se introduce el concepto de álgebra de Hopf n-graduada en las primeras 
secciones del trabajo. 

Quiero expresar mi sincero agradecimiento al Dr. José Adem por el estímulo 
recibido y las valiosas sugestiones que me brindó durante la elaboración de este 
trabajo. 

l. Algebras n-graduadas 

En esta sección introduciremos la noción de álgebra de Hopf n-graduada. 
Sean z+ el monoide de los enteros no negativos y Z (n) + = z+ EB • • • EB z+ la 
suma directa den copias de z+. Sea K un anillo conmutativo con unidad 1 ~ O. 
Un K-módulo n-graduado A es una familia {Aa I a E Z(n/} de K-módulos. Un 
homomorfismo f: A - B entre K-módulos n-graduados es una familia de 
K-homomorfismos 

Si A y B son K-módulos n-graduados definimos A 0 B por 

donde la suma directa se toma para /3 + -y = a y sif: A -A', g: B -t B' son 
hómorrtorfismos entre K"módulos n-graduados, definimos (f©g) : A 0 B -
A' 0 B' como el homomorfismo dado por (f®g)a = $(ffl ® (11), donde 
(3 + 'Y = a. 

El anillo K lo consideramos como un K-módulo n-graduado donde Ko = 
K co, ... ,o) = K y Ka = O para toda a E Z <,.,+talque a ~ O. Obviamente, A 0 K 'r:d 

A 'r:d K 0 A. 
Un álgebra n-graduada sobre K es un K-módulo n-graduado A éon K-homomor

fismos <PA : A ® A - A, 'tlA : K - A tales que ló:s diagtamas siguientes son 
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conmutativos: 

(1.1) 

(1.2) 

Los homomorfismos <PA y 'IJA se llaman, respectivamente, multiplicación y unidad 
del álgebra A, además, la condición (1.1) expresa que el álgebra es asociativa. 
A es dlgebra conexa si 'IJA : Ko - Ao es isomorfismo. 

Para A y B dos K-módulos n-graduados sea T : A © B - B © A la trans
formación definida por 

Ta(a © b) = (-1) 1b © a, 

donde a E A,3 ,b E B'Ycon(3 = (r1, • • • ,rn),'Y = (s1, • • • ,sn),t = (r1 + · · · + rn) • 
(s1 + · · · + Sn) Y ex = (3 + "'{. 

Si A y B son álgebras n-graduadas sobre K, el producto tensorial A © B es 
álgebra n-graduada sobre K con la multiplicación dada por la composición 

1 © T © 1 ({)A © ({)A A 
A©B©A©B----A©A©B©B--- ©B 

y la unidad por 

K ~ K © K 'IJA © 'l]B A © B. 

Un homomorfismo f: A - B entre álgebras n-graduadas es un homomorfismo 
tal que los siguientes diagramas son conmutativos, 

A©A ~ A 
(1.3) 

lf© f lf 
B © B ~ B, 
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K 
7/A - A 

(1.4) l1 
7/B 

l1 
K - B. 

Una aumentación de un álgebra n-graduada A es un homomorfismo e: A - K 
entre álgebras. 

Un K-módulo n-graduado Mes un A-módulo izquierdo n-graduado o más breve
mente un A-módulo n-graduado, si A es un álgebra n-graduada sobre K, y si 
existe una transformación 'AM: A ® M - M tal que los siguientes diagramas 
son conmutativos, 

A 0 A 0 M l ® AM A ® M 

(1.5) l~A 0 1 li\M 

i\M A ® M ---=-----, M, 

K@M 

(1.6) 

M, 

donde 71 es la unidad de A. La transformación i\M es la acción de A en M. 
Un homomorfismo j: M - N entre A-módulos n-graduados es un K-homomor

fismo tal que el diagrama 

A ® M ~ M 

(1.7) l 1 (8) f 11 

A@N~N 

es conmutativo. 
Sean M un A-módulo y N un E-módulo n-graduados con A y E álgebras 

n-graduadas sobre K. Entonces, M ® N es un A 0 E-módulo n-graduado con 
la acción 

AM®N : A 0 E 0 M 0 N l ® T ® l A 0 M 0 E 0 N i\M ® i\N M 0 N. 

Un K-módulo n-graduado A es codlgebra n-graduada sobre K si existen 
K-homomorfismos 

t:.:A-A 0 A, 
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tales que los siguientes diagramas son conmutativos: 

(1.8) 

(1.9) 

!:,. 
A --------+ A ® A 

11:,. 11:,. ® 1 

A@A 1 ® 1:,. A® A® A, 

A@A €@l K@A 

' / 
!:,."'-._ /,::;::, 

"'-.. ,/ 
A 

1:,./ '"'-._,::;::, 
,/ "'-.. 

A® A 1 ® € A® K. 

5 

Los homomorfismos /:,. y € se llaman comultiplicación y counidad de la coálgebra 
A respectivamente. 

El producto tensorial A ® B de dos coálgebras n-graduadas sobre K, es la 
coálgebra n-graduada con la comultiplicación 

A ® B /:,.,¡ ® !:,.B A ® A ® B ® B I ® T ® I A ® B ® A ® B 

y la counidad 

A ® B €,¡ ® EB K ® K ,::;::, K. 

Un homomorfismo f: A --t B entre coálgebras n-graduadas es un K-ho
momorfismo tal que los diagramas 

A~A@A 

(1.10) lt 11 ® f 

B~B®B 

A -~f----t B 

(1.11) ~ /4 
\. ,/ 

K 

son conmutativos. 
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También K es coálgebra n-graduada al definir fl : K - K ® K, e: K - K 
confl(x) = 1 ® Xye(x) = x. 

Una aumentación de una coálgebra n-graduada A sobre K es un homomor
fismo r¡ : K - A entre coálgebras. 

Un K-módulo n-graduado A es dlgebra de Hopf n-graduada sobre K si existen 
K-homomorfismos 

( 1.12) 

tales que 

cp : A ® A - A, 

t:,.: A-A® A, 

(a) (A, cp, r¡) es un álgebra n-graduada sobre K con aumentación e, 
(b) (A, fl, e) es una coálgebra n-graduada sobre K con aumentación r¡, y 
(c) el siguiente diagrama es conmutativo 

(1.13) 

A ® A -~cp _ _. A __ fl_--+ A ® A 

lt:,. ® Íl 

A®A®A®A 

ícp ® cp 

1 ® T ® l A ® A ® A ® A. 

Fácilmente se deduce que fl y cp son, respectivamente, homomorfismos entre 
álgebras y coálgebras con aumentación. 

Un álgebra de Hopf n-graduada A es conexa sirio : Ko - Ao es un isomorfismo. 
El producto tensorial M ® N de dos A-módulos n-graduados M y N, donde A 

es un álgebra de Hopf n-graduada sobre K, es el A-módulo n-graduado, con la 
acción 

AM®N : A ® M ® N t:,. ® l ® l A ® A ® M ® N l ® T ® l A ® M 

® A ® N AM ® AN M ® N. 

Mes un dlgebra sobre un dlgebra de Hopf n-graduada A si Mes un A-módulo 
n-graduado y existe una multiplicación 'PM : M ® M - M que es un homomor
fismo entre A-módulos n-graduados, esto es, que es conmutativo el diagrama 

A ® M ® M l ® 'PM A ® M 

(1.14) lxM®M lxM 

M ® M --~cp_M _ __, M. 

2. Sumas directas de álgebras 

En esta sección, como una aplicación del §1, construiremos álgebras de Hopf 
n-graduadas. El anillo K" = K EB • • • EB K que se obtiene tomando la suma 
directa de n copias de K se considera un Kn -módulo n-graduado donde Kon = 
Kco .... ,oi" = Kn y Kp" = O para toda /3 E Zen/ con /3 ~ O. Con cada K-módulo 
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{Mi} asociaremos un Kn-módulo n-graduado 

Mn = {Ma" 1 a E Z(n/}, 

7 

donde, para a = (t1, • • • , tn), Ma" = Mt 1 E9 • • • E9 ivltn es la suma directa y 
la acción de K" en M 11 está definida por 

[K1, • • • , Kn] • [x1, • • • , Xn] = [K1X1, • • • , Knxn]-

Un homomorfismo entreK-módulos graduados!: M --t N induce un homomor
fismo f,,, : M" --t N" definido por 

Ahora consideremos relaciones entre el producto tensorial y la suma directa. 
Si M y N son K-módulos graduados, el producto tensorial M" E9 N" es un K"
módulo n-graduado y si f: M --t P, g: N --t Q son K-homomorfismos, fn©g,.: 
Mn©N" --t P" © Q" es un homomorfismo entre K"-módulos n-graduados. 

Con el objeto de simplificar las demostraciones de resultados posteriores 
establecemos la siguiente 

PROPOSICIÓN 2.1. Todo diagrama conmutativo 

M _l___,, N 

lh lk 

de K-módulos graduados y homomorfismos induce el siguiente diagrama con
mutativo 

P" ~ Q" 

de K" -módulos n-graduados y homomorfismos. 
La demostración es trivial. 
Con el propósito de comparar los módulos n-graduados (M © N)" y M" © N" 

definimos los homomorfismos, 

-r : (M © N)" - M" ® N" y <t : M" © N" - (M © N)". 

Definimos en los generadores, 

T[xi ®xi',••·, x,. ® xn'] = Í:f [O,••• ,xi,••· ,ú] ®[O,••· ,x/, • • • ,OJ, 

O'([:t1, º"" , x,.] ® [y1, "' º , y,.]) = [:t1 @ Y1, "º º , Xn @ y,.] 

y extendemos su definición por linealidad. 
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La siguiente proposición, cuya demostración es simple a partir de las de
finiciones, establece una relación entre estos homomorfismos. 

PROPOSICIÓN 2.2. Sean f: M - P, g : N - Q, K-homomorfismos. Si 
(f ® g)n: (M ® N)" - (P ® Q)", f,. ® g,.: M" ® N" - P" ® Q" son los 
K"-homomorfismos inducidos, se tiene 

Las proposiciones y corolarios que siguen en el resto de esta sección, se deducen 
fácilmente utilizando 2.1 y 2.2, y por esta razón sus demostraciones se omiten. 

PROPOSICIÓN 2.3. Si M es un dlgebra graduada sobre K con multiplicación 
cp : M ® M - M y unidad '11 : K - M, entonces, el K" -módulo n-graduado M" 
también es un dlgebra n-graduada sobre K" con multiplicación 'Pn : M" ® M" - M", 
dada por la composición 

M" ® M"~ (M ® M)"~M", 

y unidad 'lln: K" - M", definida por 

'11n[k1, • • • , kn] = [11(k1), ''' , 'll(kn)]. 

CoROLARIO 2.4. Si M es un dlgebra graduada conexa sobre K, también M" 
es álgebra n-graduada conexa sobre K". 

Construimos la transformación 'I'n: M" ® N" - N" ® M", definida como 
la composición 

M" ® N" ~ (M ® N)" ~ (N ® M)" ~ N" ® M", 

donde T : M ® N ----t N 0 M está dada por 

T,(a®b) = (-l)pqb®a, 

para a E M P , b E N q y p + q = r. 

PROPOSICIÓN 2.5. El producto tensorial M" ® N" asociado a dos dlgebras 
graduadas M y N sobre K, es un álgebra n-graduada sobre K" con multiplicación 
dada por la composición 

M" ® N'" ® Mn @ N" ln @ T" ® l,. M" ® Mn ® N" ® N" ip,. ® ip,. M" ® N" 

y unidad por 

Kn ~ (K ® K)" ('lj ® 'lj)n (M ® N)" !..,, M" @ N". 

PROPOSICIÓN 2.6. Un homomorfismo f: M ----t N entre dlgebras graduadas 
sobre K induce un homomorfismo f,. : M" ----t.N" entre álgebras n-graduadas sobre K". 

CoROLARIO 2.7. Si M es un dlgebra graduada con aumentac:ión e: M - K, 
también M" tiene aumentación e,.: M" - K". 
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PROPOSICIÓN 2.8. Si M es coálgebra sobre K con comultiplicación ó y counidad 
e, el Kn -módulo n-graduado Mn resulta también coálgebra n-graduada sobre Kn 

con comultiplicación l,.: M" - M" © M" dada por M" ~ (M © M)n ~ 
Mn © M" y counidad En : Mn - K" inducida por E, 

PROPOSICIÓN 2.9. El producto tensorial Mn © Nn, donde M y N son dos co
álgebras graduadas sobre K, es una coálgebra n-graduada sobre K" con comul
tiplicación 

M" © Nn l .. © ln M" © M" © N" © N" l,. © T .. © l .. M" © N" © M" © N" 

y counidad 

M" © ~ ~ (M © Nf (e© e) .. (K © K)" ~ Kn. 

PROPOSICIÓN 2.10. Un homomorfismo f: M - N entre coálgebras graduadas 
induce un homomorfismÓ f n : M" - N" entre coálgebras ri-graduadas sobre K". 

COROLARIO 2.11. Si M es coálgebra graduada sobre K con aumentación 
rJ : K - M, entonces, la coálgebra n-graduada Mn tiene aumentación 'f/n : K" - M". 

PROPOSICIÓN 2.12. Si A es un álgebra de Hopf sobre K con multiplicación 
<.p ; A © A - A, unidad rJ: K - A, comultiplicación ó : A - A © A y counidad 
e: A - K, entonces, A" es un álgebra de Hopf n-graduada sobre r con multiplica
ción cp .. : A n ©A" -A n, unidad rJn: Kn -A", comultiplicación ln: A" - A"© A" 
y counidad En: A n - Kn. 

PROPOSICIÓN 2.13. Si M es un A-módulo, donde A es un álgebra graduada 
sobre K, con la acción AM: A © M - M, entonces, el K"-módulo n-graduado Mn 
es un A" -módulo con la acción 

)\,.: An © M"~ (A© M)" ~ M". 

PROPOSICIÓN 2.14. Un homomorfismo f: M - N entre A-módulos induce el 
komomorfismo fn : Mn - N" entre A "-módulos. 

PROPOSICIÓN 2.15. Sean M un A-módulo y N un E-módulo, donde A y B 
son álgebras graduadas sobre K. Entonces, el producto tensorial M" © N" es un 
A n © Bn -módulo con la acción definida por 

A" © B" © M" © ~ l,. © T,. © l,. A n © M" © B" © ~ )\,. © )\,. M" © Nn. 

PROPOSICIÓN 2.16. Si M y N son dos A-módulos, donde A es álgebra de Hopf 
sobre K, el producto tensorial J.1r © N" es también A "-módulo, con la dccióri 
dada por 

A,. © Mn © N" ln © 1,. © 1,. A n © A n © M" © N" 1,. © T n © 1,. A n © M" 

© An © N" )\,. © )\,. M" © N". 
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P1t0Posrc16N 2.17. Si Mes un álgebra, soore un <iJJgebrra ,de Hopf A., entonces, 
Mn es álgebra n-graduada sobre el álgebra .de Hopf A". 

3. Acciones inducidas en la suma dif'ecta 

En esta sección definiremos dos transformaciones r y A que desempeñan 
un papel importante en el resto del trabajo. :Si A y M son K-módulos graduados, 
usando el K"-módulo n-grad'llado A"© M" construiremos 5)(A" ® M") mó.d,uio 
graduado donde '.D(A n ® M"), = (A n © Mn),, para 'Y = (r, • • • , r). 

Si suponemos que Mes un A-módulo, donde A es álgebra graduada sobre K, 
con acción }.. : A © M - M, definimos la transformaci-0n 

(3.1) r: '.D(An © M"), - M, 

mediante la composición 

(A"© M"),,.:!.+ (A® M),," A,, M,,"!M,, 

donde, 'Y = (r, • • • , r) y~ está dada por 

~[X¡, • • • , Xnj = Xi + · · · + Xn. 

Esto es, 

r(fa1, • • • , an] @ [X¡,, • • • , X,.l) = A(a_1 @ X1) + · · • + A(a,. @ Xn). 

Análogamente, la transformación 

(3.2) 

donde, a = (r1, • • • , r,,) y {3 = (r1 + s, • • • , r,. + s), se define como la com
posición 

Es decir, 

Si eonsideramos a = {a1 , • • • , ani E Áa" un elemento fijo, donde 
a = (r1, • • • , r,.), entonees, las transformaciones I' y A indueen. 

(3.3) 

(3.4) 

definidas por 

Aa: JJ!I, - M/, 

con ri + ti = r, i = 1, • • • , n y 

'Y = (t¡' ••• , t,.) 

{3 = (r1 + s, • • • , r,. + s) 
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4. El álgebra de Steenrod 

El álgebra de Steenrod A sobre Z2 es el álgebra graduada asociativa generada 
por Sq0 = 1, Sq1, • • • , Sq\ • • • , sujeta a las relaciones de Adem. El álgebra de 
Steenrod resulta álgebra de Hopf conexa donde la comultiplicación !1 está 
definida en los generadores por 

(4.1) 

Luego, se puede definir el automorfismo conjugación e : A - A ( ver [16]) con 
las propiedades siguientes: 

(4.2) 

donde, cp es la multiplicación (composición) en A. 
Para todo par (X, A) de espacios topológicos consideraremos cohomología 

singular con coeficientes en Z2 , y siempre omitiremos escribir el grupo de co
eficientes. El álgebra graduada {H,.(X, A)} la designaremos por H*(X, A). 
La estructura multiplicativa en H*(X, A) la determina el producto '-'• 

Para todo par (X, Y) de espacios topológicos, tenemos un triángulo exacto 

·* 
H*(X, Y) _L._,, H*(X) 

~"' fa 
"'✓ H*(Y) 

donde i* y j* son los Zrhomomorfismos inducidos por las inclusiones i: Y e X, 
j: X e (X, Y) y ó es la cofrontera. Se sigue de [15; p. 958] la 

PROPOSICIÓN 4.3. Los Z2-módulos graduados H*(X, Y), H*(X) y H*(Y) 
son H*(X)-módulos y j*, i*, ó son H*(X)-homomorfismos. 

Como es bien sabido, H*(X, Y) es álgebra sobre el álgebra de Hopf A ([16]). 
Sea A la acción de H*(X) en H*(X, Y) según 4.3, y X', x" las acciones de A, 

respectivamente, en H*(X), H*(X, Y). Definimos, la acción 

w: A ® H*(X) ® H*(X, Y) - H*(X) ® H*(X, Y), 

por w = (X' ® A11)(1 ® T ® 1)(11 ® 1 ® 1). Fácilmente se comprueba que 

xw = x'c1 ® A), 

lo que expresa una relación entre las estructuras de H*(X, Y) como A-módulo y 
H*(X)-módulo. 

5. Ciertas relaciones especiales 

En general, un ideal bilateral M de un álgebra de Hopf B sobre K, con comul
tiplicación !1, es ideal de Hopf si 6.(M) e M ® B + B ® M. Si Mes ideal de 
Hopf, B/M tiene estructura de álgebra de Húpf inducida por la de B ([16]). 
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Sea R el álgebra graduada asociativa y libre sobre Z2 , generada por Sqº = 1, 
Sq1, • • • , Sq\ • • • . Con la comultiplicación t:,. definida por (4.1) Res álgebra de 
Hopf conexa ([2]) y, por lo tanto, se puede definir el automorfismo conjugación 
c : R - R. Si I es el ideal bilateral de R generado por las relaciones de Adem, 
entonces! es ideal de Hopf y R/I es el álgebra de Steenrod A. 

Con cada par de elementos x, y de R consideramos el conmutador [x, y] = 
xy + yx. Esto define una transformación bilineal [ , ] : R X R - R. Análoga
mente, la transformación 

[ , ] : (R ® R) X (R ® R) - R ® R 

definida por [x ® x', y® y'] = xy ® x'y' + yx.® y'x' es bilineal y además 

(5.1) [x ® x', y ® y'] = [x, y] ® x'y' + yx ® [x', y']. 

Con <Ji = Sq\ se demuestra fácilmente que los siguientes elementos de R son 
relaciones en A : • 

(5.2) (k > 2). 

Sea J el ideal bilateral de R generado por los elementos p 3 , p4 , • • • , Pi, 

Demostraremos que J es ideal de Hopf, pero antes determinaremos la imagen 
de [<Ji, <lk] bajo la comultiplicación /::,,. 

LEMA 5.3. Se tiene que 
'vi 'vk 

Á[O'i, <lk] = ~r=O ~•=0 ([o-,, O's] @ O'i_,.<lk-B + <lk-aO'i_,. @ [<lr, <J,]) • 

Demostración. En efecto, 

/::,,[<Ji, <lk] = [ó.(<li), /::,,(o-k)] 
'vi 'vk = [~r=O<li_,. @ O'r, ~•=O<lk-• @ 11,] 

Ahora usando (5.1) e intercambiando j - r y k - s, respectivamente, por 
r y s en la primera parte de la suma,. se obtiene 5.3. 

Como consecuencia inmediata se obtiene el 

LEMA 5.4. Se tiene que 

t:,.([<1,, 11,]<lt) = :Er=º L.i=O L!=o ([<Ji, O'i]<ln @ <lr-i<l,-jO't-n 

+ <l •-i<l r-i<l t-n ® [o-i , <l ;]<1 n) • 

TEOREMA 5.5. Se tiene que 

t:,.(pk) = ¿j;:g (Pk-i @ <li + <li @ Pk-i)• 

Demostración. Se sigue aplicando los Lemas 5.3 y 5.4. 
Del Teorema 5.5 se sigue que t:,.(J) e J ® R + R ® J, por lo tanto, J es 

ideal de Hopf y A = R/J es álgebra de Hopf sobre Z 2 • 
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Para lasYrelaciones duales" 

(t > 2) 

del Teorema 5.5 y haciendo uso de ( 4.2) obtenemos 
"k-3 • (5.6) Ac(pk) "-';=-0 (c(u;) ® c(pk-;) + c(Pk-;) ® c(u;)). 

6. Las transformaciones A y r 

Aplicaremos las construcciones dadas en §2 y §3 a los resultados obtenidos en 
en §4. De los resultados establecidos en §4 se deducen las siguientes: 

PROPOSICIÓN 6.1. Para todo par (X, Y) de espacios topológicos, la suma directa 
de n capias. de H*(X, Y), que denotamos con H*(X, Y)" es dlgebra sobre Zt. 
Ademds, losZ/-módulosn-graduadosH*(X, Y)",H*(X)" y H*(Y)" sonH*(X)n
módulos y los homomorfismos inducidos en la suma directa, que denotamos· por 
j,. *,in*, 6,. son H*(X)"-homomorfismos. 

PROPOSICIÓN 6.2. Pam el dlgebra de Steenrod A sobre Z2 , el Zt-módulo A" 
es dlgebra de Hopf conexa y para todo par (X, Y) de espacios, H*(X., Y)" e.s 
A"-módulo y también puede considerarse dlgebra n-graduada sobre An. Ademds, 
~(A" ® H*(X, Y)") resulta un Zt-módulo graduado. 

Sean 

(6.3) 
A : A .. " ® II'(X, Y) --t H*(X, Y),.", 

r: ~(A"® H*(X, Y)"), --tH.(X, Y), 

las transformaciones consideradas en §3, donde a = (ti, • • • , tn), µ = (t1 + r, 
• • ·-, t,. + r). To.mando elementos fijos a E A .. ", b E A/, eón 

(6.4) a = [a1 , • • • , a,.], b = [b1 , • • • , b,.], 

las transformaciÓnes A, r inducen 

(6.5) · 
Ab: II'(X, Y) - H*(X, Y)t, 

rª: H*(X, Y),t --t II'(X, Y) 

donde ¡3 = (r1, • • • , r,.), 'Y = (s1, • • • , s,.), 8 = (s1 + r, • • • , s,. + r) y ,8 + a = 
(r, • • • , r). Explícitamente, 

Sea~ 'P y X, resp~ctivamente, la multiplicación y la acción de A en H*(X, Y). -
Sea • 

w: A .. " ® II'(X, Y) ® H'(X, Y) --t (H*(X, Y) ® H*(X, Y))/. 

Con ,8 = (ti + r + s, • • • , tn + r + s), la transformación definida por lacom
posició:6. - ' • 

w = (>. ® >.),.(1 ® T ® 1),.j(A,. ® 1 ® 1), 
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donde j es el isomorfismo que distribuye el producto tensorial en la suma directa. 
Fácilmente se comprueba que se tiene 

(6.6) 

7. Operaciones funcionales 

Cada elemento 0 E A de grado s, determina una operación cohomológica estable 
0: Hq(Y) --t Hq+s(Y). Dada una transformación contínua f: X - Y, sea 
u E Hq( Y) tal quef*u = O y 8(u) = O. Con estas hipótesis se define la operación 
funcional ( ver [15]) 

(7.1) 0¡(u) E Hq+•-1(X)/[0Hq-l(X) + ¡*nq+•- 1(Y)]. 

Ahora, supongamos que 0 es un elemento del álgebra de Steenrod A de grado 
r + 1 y que 

(7.2) 

con ai, {3; elementos\de A de grados, respectivamente, s;, ti, tal que r + 1 = 
s; + ti para cada i. Haciendo a = [a1, • • • , a1i] y b = [/31 , • • • , f3n] seglin (6.5) 
:resulta que 

(7.3) 

Dada una transformación contínua f: X --t K y u E (J;):=iHq;(K) tal que 
f*u = O, ra(u) = O, se puede definir (ver [3]) la operación funcional 

(7.4) ra¡(u) E nq+r(X)/[j*Hq+r(K) + ¿f a.iq;-l(X)], 

donde qi = q + t;. 
Análogamente, con v E Hq(K) tal que f*Ab(v) = O, raAb(v) = O, se obtiene 

ra¡Ab(v). 
Con el objeto de substituir el producto de dos transformaciones contínuas por 

una inclusión, determinaremos el cilindro de tal producto. Sean f;: X; - L 
(i = 1, 2) transformaciones continuas y ( Y1X Y2)Jixh el cilindro de la trans
formación fiXf2: X1XX2 --t Y1X Y2 [15; p. 966]. Los elementos de este cilindro 
son de la forma 

PROPOSICIÓN 7.5. Los pares ((Y1X Y2(1 1x1z, X1XX2) y (Y11i X Y2¡ 2 , X1XX2) 
son del mismo tipo de homotopía. 

Demostración. Definimos las transformaciones continuas g, h 
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por 

g(xi, ;l:2 • t) = (x.i, t, X2, t), g(yi, '//2) = ('!Ji, '!f2), 

h(xi, s, X2, t) = (xi, x2, 1 - (1 - s)(l - t)), h(yi, Y2) = (yi, Y2), 

Estas tran-sfmmaciones r.esp.etan. las r.espectivas identifiea.ciones, posr lo t1:1,ato, 
inducen la,s t;ran13formaciones .eontínuas 

Abwl:!-constroim.os UJJ:l>l, trn.nsfoimación co11-tínua. 

F: ((YiXY2)1ix12 Xl, XiXX2Xl) - ((YiXY1}1tX12 , X1XL) 

como sigue: 

F(xi, x2, t, r) = (xi, x2, t + r(t - t2)), O~ t < 1 

F(yi, Y2, r) = (yi, Y2), t = 1. 

ObservaJDOS que O ~ t < l hnplica que O ::;; t + r(t - t2) < 1 y se comprueba 
fácilmente que F es una homotopía entre la identidad y h' g'. Aná,logamente, 
definimoa la transformación contínua 

G: (Yi1iXY21 2-Xl, XiXX2X/)-+ (Yi!iXY212, XiXX2) 

con 

G(xi, s; :i:2, t, r) = (xi, s + r(t - st),;i:2 ,t + r(s - st) ), O~ p < 1, O~ t < 1, 

G('lh,X2,t.,r) = (y1.X2,r+t(l~r)), fJ= l, Os;t<l, 

G(x,, s, '1/-2, r) = (xi, r + {1 - r)s, y2), o :$ 8 < 1, t = 1, 

G(yJ I Y2) ;;= (Yl, 1/,2), 

Esta transformacíón es también una homotopía entre la identidad y g'h'. Por 
consiguiente el par g', h' es UIJ.a, equivalencia homotópica y esto termina la 
demostración de 7.5. 

La acción naturtil ,dfll p;rodueto t~l}Bo;ri~ A ® A, dcmd(;l A ~ .el álgebra. de 
Steenrod, en el aPiJ!o de ~h.omQ!Qgm H*(XXY) del p.rod~to lle dQJ!I el!!~ 
X, Y,~ de&idt1, IH)r (P ,@ ,) ·.(uXv) ""OuXw, oonde Q y, ~on el~me.ntos de 
A y x es el producto cruz ( ver (16]) . Sea fX g : Xi X X 2 - Yi X Y 2 una transfol'ma~ 
ción ctlntwua y mp.ooglW',IDf que u E F" ( Y1X Y,) ~ t~l qu~ (/Xg) *u - o, 
(D @ P }u ..,. O, d~ I) E Ar, 11 E A, . Con e$ita-s hipótesi13 $8 define la ope:rp.eión 
fuuoonQ.l ( fJ 0 v) tX6( u) .con ind.eter.miniu:iión 

(7.6) (fXg)*F"+r+,-i(YiXY2) + (8 ® v)F"- 1(XiXX2). 
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Siendo los grupos de cohomología espacios vectoriales sobre Z2 , usando las 
fórmulas de Künneth, la condición (fXg)*u = O puede expresarse mediante los 
núcleos de J* y g*. Explícitamente, existe una descomposición de u, de la forma 

u = Li a;Xbi + Li c/X.d¡, 

donde a; E HPi( Y1), bi E ¡r-P•(Y
2

), c
1 

E Hqi(Y
1

), d¡ E Hm-qi(Y2) (O:::; p;:::; m, 
O:::; q1 :::; rn) con¡*ai = O, g*d1 =O.Usando esta descomposición, construiremos 
otra operación funcional que también denotamos con ( 0 ® v) ixi u), que reduce 
su indeterminación de (7.6) a la siguiente: 

(7.7) Q(0 ® v, X1XX2) = Li0Hp•- 1(X1) Xg*vb; + ¿;J*0c¡Xvlr-q;-i(X2). 

La construcción de esta operación se indica a continuación. Considerando la 
transformación fXg como una inclusión, con las sucesiones exactas de cohomo
logía de los pares ( Y1X Y2, X1XX2), ( Y1, X1), ( Y2; X2) formamos el siguiente 
diagrama conmutativo : 

ó1Xl 
H*(X1X Y2) ~ H*( Y1X Y2, X1X Y2) 

(j1Xl)* 
H*Y1XY2 

(fXl)* 
H*(X1XX2) 

1 (1 Xg)* l n* lid 1 (lXg)* 

ó 
H*(X1XL) _____, H*(Y1X Y2, X1XX2) 

j* 
H*(Y1XY2) 

(JXg)* 
H*(XiXX,) 

¡ux1)* l ~.* lid ¡uxl)* 

lXó, 
H*(Y1XX2) .~ H*(Y1XY2, Y1XX2) 

(lXj,)* 
H*(YiXY2) 

(lXg)* 
Il*(Y1XX2) 

(7.8) 

donde, 71"1 *, 71"2 * son, respectivamente, los homomorfismos inducidos por las inclu
siones de (Y1Xl\, X1XX2) en (Y1X Y2, X1X Y2) yen (Y1X Y2, Y1XX2). Como 
J*ai = O y g*d¡ = O, existen elementos Wi y w/, respectivamente, de HP'( Y1, X1) 
y Hm-q; ( Y2 , X2 ) tales que j/w; = ai, J·/w/ = d;. De la conmutatividad del 
diagrama (7.8) se sigue que el elemento w = 71"/(¿;wiXbi) + 71"2 *(¿¡ c1Xw/) 
de Hm(Y

1
XY2, X1XX 2) es tal que j*w = u, además j*(7r/(¿i0wiXvb;) 

+ 11"/(¿¡0c¡Xvw/)) = O, por lo tanto, existe un elemento z E ¡r+r+•- 1(X1XX 2) w~ . . 
óz = (¿ .. 0wiXPbi) + ( ¿¡0c¡Xvw/), 

el que tomamos como un representante de ( 0 ® v) txu (u). Este elemento está 
determinado en forma única módulo elementos de Q(0 ® v, X1XXi), 

. Utilizando la construcción dada se demuestra que esta operación funcional es 
natural.• 

Como en (7.2) supongamos qúe 0 = Li cx.J3, es un elemento de A de grado 
r + 1, luego se tiene A(0) = I:i A(cx. .. )A(/3 .. ). Denotando con a' y b', respectiva
mente, los elementos [A(a1), • • • , A(an)] y [A(/31), • • • , A(/3n)] de An se obtiene 
(ver 6.5) 

(7.9) A(0) = I'a,Ab', 
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donde, 6.(0) se interpreta como la composición de las operaciones 

con rni = rn + t; . 
Consideraremos operaciones funcionales de la forma I'a,(JXg)Ab,(wXz). Dada 

una transformación contínua fXg: X1XX 2 - Y1X Y2, sean w E HP( Y1) y 
zE w-p(Y2) tales que I'a,Ab,(wXz) = O, (fXg)*Ab,(wXz) = O. Expresamos 
esta última condición, para cada i, en la forma 

6.(/3i)(wXz) = Lxt;x(w)Xt;x'(z) + Lt<Tit(w)Xa-it'(z), 

con 

t;x(w), o-it(w) E H*(Y1) y t;x'(z), <Tit1(z) E H*(Y2), 

donde, J*tix(w) = O, g*a-;/(z) = O para toda K, t. Aplicando la construcción 
anterior se obtiene 

donde 

Q(I'a,Ab', X1XX2) Lf=1 /6.(a;) • (Lx HP;x- 1(X1) Xg*tix 1 (z)) 

+ 6.(a;)" (¿tf*<Tit(w) xnrn- 1(X2))}, 

Pix y q;1 son, respectivamente, las dimensiones de t;x( w) y o-;/ (z). 
Sean w E HP(Y1), z E w-p(Y2) tales que (fXg)*Ab(wXz) = O y 

I'aAb(wXz) = O. Esto implica que (fXg)*Ab,(wXz) = O y I'a,Ab,(wXz) O. 
Fácilmente se demuestra que 

(7.11) 

donde la indeterminación común es la del primer miembro, y la segunda opera
ción funcional se construye como en ( 7 .10). 

8. Fórmulas de producto para operaciones funcionales 

Consideremos las relaciones introducidas en §5, 

Pk = Sq1 Sq" + Sq" Sq1 + Sqº•1 Sq"-2, 

c(p1c) = Sq1 c(Sq") + c(Sq") Sq1 + c(Sq"- 2 ) Sqº·1 

donde 

Con el fin de escribir estas relaciones en la forma (6.5) definimos los siguientes 
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elementos de A 3 : 

OSCAR VALDIVIA 

a = [Sq1, Sq\ Sq0 ·1J, 
b = [Sq\ Sq1, Sqk-2], 

e = [Sq1, c(Sqk), c(Sqk-2)], 

el = [c(Sq"), Sq1, Sq0•1]. 
Con estos elementos construimos r ª , re , Ab , Aa . Por conveniencia, en lo que sigue 
introducimos la siguiente notación 

Las relaciones, en esta notación, se expresan como sigue: 

En forma análoga, definiendo los siguientes elementos de (A ® A )3: 

a' = [A(Sq1), A(Sqk), A(Sqº'1)], 

b' = [6.(Sqk), A(Sq1), A(Sqk-2)], 

e' = [A(Sq1), Ac(Sqk), .::lc(Sqk-2)], 

el' = [Ac(Sqk), A(Sq1), .::l(Sqº'1)], 

donde A es la comultiplicación de A, construimos r a' , r 0 , , Ab, , Ad, . Resulta, 

Determinaremos fórmulas de producto para r 1x/A"(uXv) y f;¡, 1x/A,/(uXv). 
Sea M el conjunto de enteros i tal que 2 ~ i ~ k - 3, esto es, M = 
{2, • • • , k - 3}. Dada una transformación continua JXg: XX Y--, K 1 XK 2 , 

supongamos que u E HP(K1) y v E Hª(K2) son dos elementos que satisfacen las 
siguientes condiciones: 

I) ¡* Sqk U = o, ¡* Sqk-2 U = o, ¡* Sq1 U = o, 
g* Sqk V = o, g* Sqk-2 V = o, g* Sq1 V = o. 

II) Para toda i E 1vl se tiene que 

f* Sqk-i u = f* Sq'- 2-i u = O, o bien que g* Sqi v 
(8.1) 

o. 
III) Para toda . J. E M se tiene que 

g* Sqk-i v = g* Sqk-2-J v = O, o bien que J* SqJ u = O. 

De I) se sigue que están definidas r / A" (u), r / A k ( v) y combinando I) bien con 
II) o III) se obtiene que r 1x/ A" ( u X v) está definida. Además de I) y II) resulta 
que para toda i E M, está definida r/-iAk-'(u) ó g*Slv = O. Análogamente, de 
I) y III) se deduce que paraj E M, está definida r}-JAk-J(v) ó J* Sqi u = O. 

Sea P e M todos los enteros que satisfacen la primera parte de la condición II). 
Esto es, si i E P se tiene J*Sq"-i u = f* Sq"_2_,. u = O. Análogamente, sea S e M 
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todos los enteros que satisfacen la primera parte de la condición III). Claramente, 
para toda i E P se tiene que r/-•Ak-•(u) está definida y para todaj E S también 
r/-iAk-i(v) está definida. 

Con fXg: XX Y - K1XK2 como antes, sea w E H''(K1XK2) tal que 
r Jx/A\ w) está definida. Su indeterminación la denotamos como siiniw 

Qt+r(I'¡x/At) = (fXg)*Hr-H(K1XK2) + Sq1 nr+t-l(XX Y) 

+ Sqt n··cxx Y) + Sqº·1 n•+i-3cxx Y). 

TEOREMA 8.2. Con las hipótesis (8.1) se tiene que 

r,x/A"(uXv) = r/A"(u)Xg*v + f*uxr/A"(v) 

+ Í::,eP r/'-'A"-·(u) Xg* sq•v + LiEsf* Sq1 uxr/-iAk-j(v) 

módulo la indeter11iinación siguiente 

¿jP+q+k = Qp+q+k(I'¡x/Ak) + Qp+k,(r/'Alc) Xg*v+f*uxQª+k(ru"Ak) 

+ LiEP QP+k-i(r/-iAk-i) Xg* Sq' v+ LiESf* sq•uxQq+k-i(r/-iAk-i). 

Observación. Si para alguna i E P (para alguna j E S) se tiene que g* Sq • v = O 
(que f* Sq1 u = O) el resultado anterior vale suprimiendo en la indeterminación 
total el término correspondiente. Esto se deduce fácilmente de la demostración 
del teorema. 

Demostración. Combinando la condición I) bien con II) o con III) se obtiene 
que la operación r a' uxa)Ab, ( u X v), según la notación del §7, está definida. Además , 
por (7.11) resulta 

r,xu"Ak(uXv) = I'a'(JXg).lh,(uXv) 

módulo QP+ª+k(rJX/Ak). 
Para calcular el segundo miembro de la igualdad anterior, suponiendo que 

fXg es una inclusión, consideremos la sucesión exacta de sumas directas 

[H*(XXY)J3 -~ [H*(K1XK2, XXY)] 3 

L [H*(K1XK2)J3 (JXg)* [H*(XXY)J3 • • • 

inducida por la de cohomologia del par (K1XK2, XXY). Se tiene el siguiente 
diagrama conmutativo (como en (7.8)) 

H*(XXK2) BiXl H*(K1XK2,XXK2) (jiXü\ H*(K1XK2) 

l (lX,g)* l ?l'l* lid 

a j* 
H*(XXY)- H*(K1XK2,XXY) -~-➔ H*(K1XK2) 

jUXl)* j?r2* rid 

H*(K1XY) lXB, H*(K1XK2,K1XY) (lX•j 2)*) H*(K1XK2) 

(8.3) 

(/Xl)* 

(/Xg)* 

(lXg)* 

H*(XXK2) 

l(lxg)* 

H*(XXY) 

r (/Xl)* 

H*(KiXY), 
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donde 

j1: K1 --t (K1, X), 

son inclusiones y 01 , ó2 , ó son los homomorfismos cofrontera. 
Primero estableceremos algunos resultados auxiliares. Si u E H*(K 1 XK 2 ) es 

tal que (!Xg)*u = O, de la sucesión exacta del par (K1XK 2 , XX Y) se sigue que 
existe w E H*(K1XK2, XX Y) tal quej*w = u. Este elemento w en general no 
es único, pero por conveniencia de notación lo designaremos con w = -ü. Esto es, 
ü E H*(K1XK2, XX Y) es tal que j*ü = u. Sean u; E H*(K;) ( i = 1, 2) tales 
que f*u1 = O, g*Uz = O. Se sigue de la conmutatividad del diagrama que, inde
pendiente de la elección de ü; ( i = 1, 2), se tiene la siguiente relación 

1r/(ü1Xu2) = 1r/(u1X½) = 1r*(-ü1X-üz). 

Si 8, v son elementos del álgebra de Steenrod y ahora suponemos para las clases 
·u1, u2 quef*a(u1) = O, g*(u2) = O, de lo anterior, claramente se sigue que 

7íi*(v8(u1)Xu2) = 7íi*(v8(u1)Xu2) 

7íi*(v8(u1)XUz) = 7r/(v8(u1)XUz) 

y un resultado análogo vale para la situación simétrica. 
Por hipótesis (fXg)*Ab,(uXv) = O, luegoj Ab,(uXv) = Ab,(uXv) y determi

namos z E HP+q+To(XXY) tal que az = ra,Ab,(uXv). La clase de cohomología z 
es un representante de r a' CfXg)Ab' ( u X v). Para establecer el teorema facto rizare
mos un representante tal, usando las hipótesis. Pero, con el objeto de simplificar la 
notación en la demostración volvemos a la convención u; = Sq; establecida en §5. 

Empezamos con 

Usando las fórmulas de Cartan, se obtiene 

Ab,(uXv) = A1'(u) Xv + uXA1c(v) + W 

donde 

W ["'k-1 "'k-3 ] = L.,i=l (]'k-,UXUiV, o, L.,i=l (]'k-2-,UXO",V. 

Luego, podemos escribir 

Ab,(uXv) = 71"/(Ak(u)Xv) + 71"/(uXAk(v)) + W. 
Sean Q = M - P, T = JJ/I - S, respectivamente, los complementos en M ele 

PyS. 
Utilizando las hipótesis (8.1) se factoriza W como sigue. La segunda compo

nente es cero y la primera y tercera se pueden tomar como: 
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1r/(uk-I uXuiv) + 11"/(uiuXcrk-I v) + 1r/(u2UX<Tk-2 v) 

+ 7ri*(L.eP ;;:::"uXu, v) + 7rz*(Í:,eQ <Tk-i uXu; v) + 1rz*(crk-3 uXu1 v) 

+ 1ri*(LiEP CTk-2-i uXu; v) + 1rz*(Í:iEQ u1,-2-i uXui v). 

Calculando ra,[7ri*(A"(u)Xv) + 71"/(uXAk(v)] resulta, 

I'a,[11"I*(Ak(u)Xv) + 7rz*(uXA"(v)] = 7ri*[r"Ak(u)Xv) + 1rz*(uxr"Ak(v)) + B 

donde 

(8.4) 

B = 7rI * { L;u <Tk-i <TI uXui v + Í:ieQ <Tk-i <TI u X u.: v} 

+ 7rz* {LiES u; uXuk-i CTI v + Í:iET u¡ uXu1c-; <TI v} 

+ 7rI * { <Tk uXuI v + <TI uXuk V + u1,-1 <TI uXuiv 

+ <TI u1 uXu1c-1 v + <T2 u1 uXu1,;-2 v + <Tk-2 uXuo,1 v} 

+ 71"2 * { <T! ux;;:;; + <Tk uX~ + <TI uX<Tk-1 <TI V 

+ cr1,;-1 uXu1 u1 v + <Tk-2 uXu2 <TI v + cro,1 uXuk-Z v}. 

Por otra parte, se obtiene 

(8.5) 

I'a,(W) = Í:ieP 7r/(u1 cr1c-i uXu.: v) + LiEP 7ri*(uo,I <Tk-2-i uXu; v) 

+ L.:eQ 1rz*(uI cr1c-1 uXu; v) + LieQ 1r/(uo,I <Tk-2-i u X u; v) 

+ L.:eP 1ri*(;;:;;=:-:üXu1 <Ti v) + L.:eQ 1rz*(uk-i uXu1 <Ti v) 

+ L,eP 1ri*(u1c-2-i uXuo,I <Ti V) + Í:iEQ 7rz*(u1c-2-i uXuo,1 <Ti v) 

+ 1rz* { u1 <Tk-I uXu1 v + cr1c-1 uXu1 <TI v + u1 u2 uXu1c-2•V 

+ u2uXu1u1c-2V + <ro,1<Fk-auXu1v + <T1c-suXuo,1<rIV} 

+ 71"¡* {uI <TI uXu1c-I v + u1 uXuI <Tk-I v}. 
Finalmente, 

(8.6) r,., Ab,(uXv) = 7ri*[r"Ak(u)Xv] + 7rz*[uxr"A"(v)] + B + I'a,(W) 

donde B, I' a' ( W) están factorizados en forma conveniente. 
Ahora demostraremos que 

B + I'a,(W) 

*(" r"-iAk-I( )X ) + *(" r"-.:Ak-i( ) x-) = 71"1 L..iEP U <Ti V 'lr2 L..iEQ ll CTi V 

+ 1r2*(Í:;es <Tj uxrk-jAh(v)) + 7ri*(í:;ET <Tj uxr"-iAk-j(v)) 
(8.7) 

+ *e k-IAk-1< )x-) + *e- k-lAk-Ic )) 7r2 I' U <TIV 71"1 <r1uXr V, 

En efecto, agrupando los dos primeros sumandos de (8.5) y el primero de (8.4) 
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resulta LiEP 'lfi* (rk-iAk-i( u) Xu ,v). Análogamente, agrupando el tercer y cuarto 
sumando de ( 8.5), y usando 

"" *( -x ) "" *( -) L...JiEQ 11"1 Clk-i<J"¡U u,v = L.JiEQ 11'2 Clk-iC11UX<YiV , 

de (8.4) se obtiene 

Por otra parte, se comprueba fácilmente que 

(8.8) 

LiEQ 1r/(uk-i uXu1 <J"i v) + LiEP 11"/(uk-i uXu1 <J"i V) 

= LiES 11"/(u¡ uXu1 <Yk-i v) + LJET 11"/(u¡ uXu1 <Yk-J v) 

+ 'lfi*(uk-2 uXu1 u2 V) + 1r/(u2 uXu1 <Yk-2 v ). 

Igualmente se establece que 

LiEQ 11"/(u1c-2-i uXuo,1 u; v) + LiEP 'lfi*(u1o-2-i uXuo,1 u; V) 

(8.9) 

Ahora, agrupando las sumas según j ES, j E T de (8.8), (8.9) y de (8.4), 
teniendo en cuenta que 

resulta el tercer y el cuarto sumando de (8.7). Además, de los restantes sumandos 
de (8.4) y (8.5) se obtienen los otros dos sumandos de (8.7). 

Por último, usando las relaciones r;A; = O y combinando (8.6) con (8.7) se 
obtiene que 

(8.10) + 1ri*[LiEP rk-iAk-i(u) Xui v] + 11"/[LJES <J"j uxr"-iAk-i(v)]. 

Ahora, sean z1 E Hp+lc(X), z/ E Hq+k(Y), Zi E Hp+lc-i(X) para i E P, 
z/ E Hq+k-J(Y) para.i E S, clases de cohomología tales que 

1o-- I 1c--
Ül Z¡ = r A"(u), Ó2 Z¡ = r Ak(v), 

Ó1 Z; = rk-iAk-i(u), Ó2 z/ = rk-jAk-i(v). 

Estos elementos son, respectivamente, representantes de las operaciones 

r/'Ak(u), r/A1c(v), r/'-;A1c-i(u) y r/-iAk-J(v). 

Ahora, construimos z E Hp+q+k(XX Y) en la forma siguiente 

z = z1Xg*v + f*vXzi' + L;uz;Xg*1r,v + LJEsf*uiuXz/. 
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Usando la conmutatividad del diagrama (8.3) se sigue que 

óz = 7r/(ó1z1Xv) + 7r/(uXó:i-Zi') + LiEP 7r/(ó1ziXu,v) 
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+ LiEB 7r2 *(<TjUXó2z/) = ra,Ab,(uXv) 

por consiguiente, z así construido es un representante de r ª' (JX g )Ab, ( u X v). 
Esto termina la demostración del teorema. 

En forma análoga, para el conjunto M = {2, • · • , k - 3} y la transformación 
fXg : XX Y - K1XK2 como antes, supongamos que las clases de cohomologia 
u E HP(K 1) y v E Hª(K2) son tales que 

(8.11) 

I) f*c(Sqk)(u) = O, J*c(Sq1'- 2)(u) = O, f*Sq 1 u = O, 

f* Sq1 Sq2 U = o, 
g*c(Sqk)(v) = o, g*c(sq_1'-2)(v) = o, g*Sq 1 v = o, 
g* Sq1 Sq2 V = o. 

II) Para toda i E M se tiene que 

l'c(Sqk-i)(u) = O, o bien que g*c(Sq1)(v) = O. 

III) Para toda j E M se tiene que 

l g*c(Sqk-i)(v) = O, o bien quef*c(Sq 3)(u) = O. 

De estas condiciones se deduce que están definidas las operaciones r,/A,/(u), 
r;¡}A,/(v) y r,uxu/A,/(uXv). Además para toda i E M, o está definida 
r,J-iA,/-"(u) o se tiene g*c(Sqi)(v) = O. Análogamente, para j E M, o está 
definida r,/c-iA/-\v) ó f*c(Sqi)(u) = O. 

Sean L, N e M todos los enteros que satisfacen, respectivamente, la primera 
parte de la condición II) y III) . 

Además, con fXg: XX Y - K1XK2 como antes, sea w E H'(K1XK2) tal 
que la operación r 1uxu/A/ ( w) está definida. Su indeterminación la designamos 
como sigue 

Qt+r(r'/1,(JXg/A/) = (fXg)*H'+\K1XK2) + Sq1 H'+t-l(XXY) 

+ c(Sqt) Hr(XX Y) + c(Sqt- 2)H''+2(XX Y). 

TEOREMA 8.12. Bajo las hipótesis (8.11) resulta que 

r'l;!uxu/A,/(uXv) = r,/A,/(u) Xg*v + f*uxr*/A,/(v) 

módulo 

+ LiELr,/-iAi-\u)Xg*Sqiv + LiENf*Sqjuxr,/dA/-i(v) 

Qp+q+k(r1üxu)kAl) + QP+k(r1/Ai)xg*v + f*uXQª+k(r11/Al) 

+ Liu, Qp+k-\r 1/-iA 1k-i) Xg* Sqi v 

+ LiENJ* Sqi uXQq+k-\r,/-iA,i-i). 
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En este teorema y todos los que siguen vale la observación hecha al final del 
enunciado del Teorema 8.2. 

Con el fin de eliminar los "ejes" y poder hacer aplicaciones a operaciones 
secundarias, estableceremos los resultados de (8.2) para productos reducidos. Re
cordaremos a continuación la definición del producto reducido de dos clases de 
cohomología. Suponiendo que los espacios X, Y tienen puntos bases, con
sideremos el producto reducido de estos espacios ( ver [14], [12], [8]), que denota
mos con X 1/: Y. Esto es, X 1/: Y es el espacio cociente 

XXY/[XXyo U xoXY], 

donde Xo , yo son, respectivamente, los puntos bases de X, Y. 
Ahora, sean f : X - K 1 y g : Y - K 2 dos transformaciones continuas que 

llevan puntos bases sobre los correspondientes de K1 y K 2 respectivamente. En
tonces, fXg induce la transformación continua f 1/: g: X 1/: Y - K1 i/i K2 de 
manera que el siguiente diagrama es conmutativo: 

XX Y ~ 1-X~g- K1 XK2 

(8.13) 1 w l W1 

donde w y w1 son las transformaciones de identificación. 
Se sabe que el homomorfismo 

w*: H\X 1/: Y) - [H\XX Y)t, 

donde 

es un isomorfismo. 
Con cada par de clases de cohomología z E H"(X) y z' E Hª( Y) se asocia el 

producto reducido ( ver [8], [14]) , que se denota por z 1/: z', como sigue: 

z * z' = (w*)- 1(zxz') E Hr+scx # Y), 

donde, 

Se comprueba fácilamente que vale la fórmula de Cartan para el producto re
ducido de dos clases de cohomología. 

Ahora calcularemos fórmulas de producto para ru;,/A"(u il' v) y 
r ;,u;,0/ A,,1' ( u i/i v). Con f i/i g : X i/i Y - K1 i/i K2 como antes, supongamos que 
las clases de cohomología u E HP(K 1 ) y v E Hq(K2) satisfacen las condiciones 
(8.1). Se sigue que están definidas r/'Ak(u), r /A"(v) y r 1;,/ A"(u i/i v ). Además, 
para toda i E M, o está definida r /-iAk-i (u) o bien g* Sq' v = O, y para .i E M, 
oestádefinidar/-iAk:-i(v) obienf*Sq 1 (u) = O. 
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Tomando l_os conjuntos P, S y 1afodeterminación Qt como en el Teorema 8.2 
se tiene 

COROLARIO 8.14. Con las hipótesis (8.1) resulta 

r 1,¡;/Ak(u * v) = rj'Ak(u) * g*v + f*u * r/Ak(v) 

" k"k" * i " * j ¡·k· + ~iEP I'¡ -,A -,(u) * g Sq v + ~jEsf Sq u * rg'- 1A - 1 (v) 

módulo la indeterminación total 

Qt+ªH = Qp+q+k(r1*/Ak) + Qp+k(rj'Ak) * g*v +J*u 11, Qq+k(r/Ak) 

+ LiEPQp+k-i(rj'-iAk-i) * g*Sqiv + L;Esf*Sqiu * Qq+k--j(r/-jAk- 1). 

Observaci~. Fácilmente se deduce que r 1*/Ak(u * v) está definida si y sólo 
si r,x/Ak(uXv) está definida. 

Demostración; Utilizando la conmutatividad del diagrama (8.13) y la naturali
dad de la operación .funcional se tiene que 

(8.15) w*r1*/Ak(u * v) = I'1x/Ak(uXv) 

módulo Qp+q+k(r1x/A1o), donde 

w*: np+q+k(X * Y)/Qt+ª+k - np+q+k(xx Y)/t?+q+k 

es el homomorfismo inducido por el monomorfi_smo 

w*: Hp+q+k(X * Y) -np+q+k(XX Y) 

donde, Q?+q+k y Qp+q+k, son las indeterminaciones totales respectivamente, en 
8.14 y 8.2. 

Combinando (8.15) con el Teorema 8.2 resulta 

w*{r1¡¡¡/Ak(u * v) + r/A"(u) * v +u * r/A\v) 

+ LiEPr/-iAH(u) * g*Sqiv + L;Esf*Sqju * r/-jAk-,-\v)} ,,;, O 

módulo Qp+q+k. 
Ahora bien, si z es cualquier representante de la suma entre llaves, de 

w*{z} = {w*(z)} =Ose sigue que w*z E Qp+q+k. Por otra parte, se tiene 

Qp+q+k = J*HP+q+k(K1)XI + IXg*Hp+q+k(K2) + w*Qt+ª+k 

donde, 

(imagen w*) n U*np+q+k(K1) Xl, + lXg*Hp+q+k(K2)) = o. 
Podo tanto, w*z E Qp+q+k impli~a que w*z E w*Q/+ª+k, y por ser~* un mono

morfismo se sigue que z E Q/+q+k, Esto termina la deinostraci6n de 8.14. 
Enformaanáloga,conf * g: X* Y-K1 * K2comoantes,parau E HP(K 1) 

y v E Hq(K 2) supongamos que se verifican las condiciones (8.11). Se sigue que 
están definidas r*/A/(u), r,¡;/A/(v) y rw,¡;iA/(u * v). Además, para toda 
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i E lVJ, o está definida r,uk-iA,l-"(u) o se tiene g*c(Sqi)(v) = O, y paraj E lVJ 
o está definida r*/-iA,l-3(v) of*c(Sq;)(u) = O. 

Considerando los conjuntos L, N y con la indeterminación Q1 como en el 
Teorema 8.12 se obtiene 

COROLARIO 8.16. Bajo las hipótesis (8.11) se tiene que 

r*<t*u/A,l(u '/1, v) = r*/A,l(u) '/1, g*v + f*u '/1, r*/A,l(v) 

+ 2:ALr*/-iA,l-;(u) '/1, g*Sqiv + LjENf*Sqiu '/1, r*/-iA,l-\v) 

módulo la indeterminación siguiente 

Qp+q+k(r*<'*º/A,l) + QPH(r*/A,l) '/1, g*v + f*u '/1, QqH(r,/A,l) 

+ LiELQpH-\r*'k-iA,l-i) '/1, g*Sqiv+ LiENf*Sq;u '/1, QªH-;(r,/- 1A,l-i). 

9. Fórmulas de producto para operaciones secundarias 

Sean <l>t y <I>/ (t > 2) dos familias de operaciones cohomológicas secundarias 
estables, según Adams ([1]), asociadas, respectivamente, con las relaciones 

r'-At = Sq1 Sqt + Sqt Sq1 + Sqº•1 Sqt-2, 

r/•A/ = Sq1 c(Sq 1) + c(Sq 1) Sq1 + c(Sqt-2) Sq0 ·1. 
Esto es <1>1 está definida en la intersección de los núcleos de Sq\ Sq1 y Sq1- 2, 
donde Sqi: Hª(X) -Hª+\X), (i = t, 1, t - 2). La operación<l>1 toma valores en 

Hª+1(X)/Qq+t(<l>1; X), 

donde 

Qª+1(<1>1 ;X) = Sq1 Hª+t-l(X) + Sq1 Hª(X) + Sq0 '1 Hª+H(X) 

es el núnimo subgrupo de Hª+i(X) que contiene a los subgrupos Sq1 Hª+t-1(X), 
Sq1 Hª(X) y Sq0 •1Hª+1- 3(X). 

Análogamente, <I>/ está definida en la intersección de los núcleos de c(Sq 1), 
Sq1 y Sqº·1 y toma valores en 

Hª+\X)/Qª+\<1>/; X) 

donde 

Qª+'(<I>/; X) = Sq1Hª+t-1(X) + c(Sq 1)Hª(X) + c(Sq 1- 2)Hª+2(X). 

La segunda fórmula de Peterson-Stein (ver [3; p. 101], [11]) relaciona las 
operaciones secundarias con operaciones funcionales como sigue. Dada una 
transformación continua f: X - Y y u E Hª( Y) tal que f* A\ u) = O, entonces 
están definidas las operaciones <l>1(f*u), r /A 1( u), y se tiene que 

(9.1) <I>t(f*u) = r/A\u) mod f*Hª+\Y) + Qª+\<1>1; X). 

En forma análoga, si f* A/ (u) = O, se obtiene, 

(9.2) <I>/ (f*u) = r 1/A/(u) mod f*Hª+'(Y) + Qª+\<I>/; X). 
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A continuación calcularemos fórmulas de producto para <I>k ( u X v) y <I>k * ( u X v). 
Como en §8, sea }JIJ = { 2, • • • , k - 3}. Supongamos que las clases de cohomología 
u E HP(X,) y v E Hª( Y) satisfacen las siguientes condiciones 

I) Sqk U = Sqk V = o, Sqk-2 U = Sqk-2 V = o, 
Sq1 u = Sq1 V = o. 

(9.3) 
II) Para toda i E M se tiene que Sqk-i u = Sqk-2-i u = O, 

o bien que Sqi v = O. 

III) Para toda j E M se tiene que Sq"-i v 

o bien que Sq 1 u = O. 

o, 

De I) se deduce que están definidas <I>1c(u), g\(v) y combinando I), bien con 
II) o III), resulta que cI>k(uXv) está definida. Además, de I) y II) se obtiene 
que para toda i E M, o está definidacf>,._i(u) ó Sq' v = O. Análogamente, de I) 
y III) se sigue que para j E M, o está definida cf>,._¡(v) ó Sq1 u = O. 

Sea P e M todos los enteros que verifican la primera parte de la condición 
II). Es decir, si i E P se tiene Sqk-i u = Sqk-2-i u = O. En forma análoga, sea 
S e }JIJ todos los enteros que verifican la primera parte de la condición III). 
Obviamente, para toda i E P se obtiene que <!>,._,.(u) está definida y para toda 
j E S también cf>k_;( v) está definida. 

TEOREMA 9.4. Con l,as hipótesis (9.3) se obtiene 

cI>k(uXv) = P1c(u) Xv + uXcI>k(v) + L•ePcf>1c_,;(u) XSq' v 

+ LieB Sq; uX4>k_¡(v) 

módulo la indeterniinación siguiente 

Qv+ª+k(<I>1c; XX Y) + Qp+k(cl>1c; X) Xv + uXQª+1c(cI>1c; Y) 

+ L.:eP Qp+k-i(<I>k-i; X) XSq' v + LiEB Sq1 uXQq+k-i(P1c-J; Y) 

+ Lr+s=kA,(u) XA.(v), 

donde Ates el subespacio vectorial del álgebra de Steenrod de elementos homogéneos 
de grado t. 

Observación. Se sigue fácilmente de la demostración del Teorema que si para 
alguna i E P (para alguna j E S) se tiene que Sqi v = O (que Sq; u = O), el 
resultado anterior vale suprimiendo en la indeterminación total el término co
rrespondiente. 

De:mostración. Sea 71" un grupo cíclico de orden 2. Con K1 = K('II", p), K2 = 
K('II", q), complejos de Eilenberg-MacLane (ver [5]), esto es, K1 es un espacio 
topológico tal que para sus grupos de homotopía se tiene 7rt(K1) = O si t -;;é p y 
11"p(K1 ) = 71" y en forma análoga para K 2 , tomando transformaciones con
tinuas!: X---, K1 y g: Y---, K 2 (que preservan los puntos bases) conf'"fp = u, 
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g*'Yq = v, qop.de 'YP y "fq son, respectivamente, las clases fundamentale¡:¡ de 
K1 yK2, 

Ahora consideremos los productos reducidos X 1/, Y, K1 1/, K 2 , la transforma
ción continuaf 1/, g: X 1/, Y - K1 1/, K2 inducida por fXg: XXY- K1XK2 
y el diagrama (8.13). 

Como vale la fórmula de Cartan para el producto reducido de dos clases de 
cohomologia, usando las hipótesis (9.3) resulta (f 1/, g)*Ak('YP 1/, "fq) = O. 
Luego, por la segunda fórmula de Peterson-Stein se obtiene 

(9.5) <I>,,(u 1/, v) = rn 1/Ak('Yp 1/, "fq) mod Qp+q+k(r\,¡¡/Ak) 

donde, (f 1/, g)*('YP 1/, "fq) = f*'Yp 1/, g*'Yº = u #v. 
Por otra parte, usando el corolario 8.18 se tiene que 

r, 11/A"('Yp 11, %) = rt"Ak('Yp) 11, v + u 11, r/A"('Yq) 

+ LiePr/-JAk-i('Yp) 11, Sqiv 

+ LJes Sq; u 11, r /'-j Ak-;( "fq) 

módulo Ql+q+k. 
• Nuevamente, utilizando varias veces la segunda fórmula de Peterson-Stein 

resulta 

(9.6) 
rn,/Ak('YP 1/, "fq) = <lh(u) 1/, v + u 1/, 4>,.(u) 

+ L;u<I>k-i(u) # Sqi v + LJesSqJ u 1/, 'Pk-j(v) 

mod Qt+q+k. 
Por último, combinando (9.5) y (9.6) se obtiene 

• <I>k(u # v) = <I>k(u) 1/, v + u # <I>k(v) + LiEP 4'k-i(u) 1/, Sqi v 
(9.7) .. 

+ LJEsSq'u 1/, <I>H(v) 

mod Qt+ª+\ 
Ahora, aplicando el homomorfismow* a la igualdad (9.7), usando la naturali

dad de la operación secundaria y la conmutatividad del diagrama (8.17) resulta 

<l!~(uXv) = <I>k(u)Xv + uX<I>,.(v) + ¿;~péJ\~i(u)XSqi v 

+ L;esSq 3uX<I>k-iv) mod [(fXg)*Hp+q+k(K1XK2)i+ 

+ Qp+q+\<I>,.; XX Y) + QP+k(<I>k ; X) Xv + uXQ 1*(<I>,.; Y) 

+ LiePQp+k-i(4'k-i; X)XSqi.v + LJesSq; uXQª+k-i('Pk-J; Y) 

de acuerdo con lo establecido en la demostración del corolario 8.18. 
Finalmente, 

[(fXg)*Hp+q+k(K1XK2)]+ ~ Lr+•=kJ*HP-tr(K1) Xg*¡jt1+ª(K2) · 
' ' 

y • por el · resultado establecido por. Serre en [13) para el anillo de cohomología 
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de un complejo de Eilenberg-MacLane se tiene que 

Entonces, [(fXg)*nv+q+k(K1XK2)t R::i Lr+s=l,Ar(u)XA.(v). 
Esto concluye la demostración de 9.4. 

En forma análoga, si u E Hv(X) y v E Hq( Y) son tales que 

I) c(Sqk)(u) = c(Sqk)(v) = O, c(Sq,._2)(u) = c(Sq1d )(v) = O, 

Sq1 u = Sq1 v = O, Sq1 Sq2 (u) = Sq1 Sq2(v) = O. 

II) Para toda i E M se tiene que c(Sq"-i) (u) = O, 
(9.8) 

o bien que c(Sq;) (v) = O. 
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III) Para toda j E M se tiene que e ( Sqk-i)( v) 

c(Sq;)(u) = O. 

O, o bien que 

De estas condiciones se sigue que están definidas 4lk * (u), clJ" * ( v) y cpk * ( u X v). 
Además, para toda i E M, o está definida clJ,,_/(u) ó c(Sqi)(v) = O y, o bien 
está definida<I>k_/(v) ó c(Sqi)(u) = Oparaj E M. 

Sean L, N e 111. enteros que verifican, respectivamente, la primera parte de la 
condición II) y III). 

TEOREMA 9.9. Bajo las condiciones (9.8) se tiene que 

<I>l(uXv) 

= clJ,,*(u) Xv + uXclJl(v) + LiELcpk_/(u) X_Sqiv 

+ LiENSqi uXclJ1:-/(v) mod QP+º+k(clJl; XXY) + Qv+"(clJ,/; X)Xv 

+ uXQq+k(clJ,/1'; Y) + LIEL Qp+k-\cpk_/; X) XSq; v 

+ LiENSqi uXQº+k-i(<I>1c-/; Y)+ Lr+s=kA,(u)XA.(v), 

con At como en el Teorema 9.4. 

Observación. Usando la transformación diagonal y la naturalidad de las 
operaciones se establecen resultados análogos a 9.4 y 9.9 para el producto '-"· 

10. Fórmulas especiales de producto 

Particularizando las hipótesis (9.3) estableceremos algunas fórmulas especiales 
de producto que resultan para las operaciones <I>,, . 

Supongamos primero que k = 2t es par y que u E Hv(X), v E Hº(Y) satis
facen las condiciones siguientes: Sq1 u = Sq1 v = O, Sq21- 2i u = Sq21- 2- 2iu = O 
y Sq21:- 2iv = Sq21_ 2_ 2;v = O para toda 2i tal que O :s; 2i :s; t - 2. Se comprueba 
fácilmente que con estas hipótesis las clases de cohomología u, v satisfacen las 
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condiciones (9.3) y se obtiene la siguiente fórmula de producto 

<I>u(uXv) = <I>2t(u) Xv + uX<I>u(v) 
(10.1) t"t-2 i i + L.,,=2{<l>2t-•(u)XSq v + Sq uX<I>21-2;(v)}; 

La indeterminación en este caso es la siguiente 

Qv+q+2t(<I>21; XX Y) + Qv+2\<I>2t; X) Xv + uXQq+2\<I>2t; Y) 

+ ¿;::: {Qv+2t-i(<I>2t-i; :X)XSq' v + Sqi uXQq+2t-i(<I>21-i; Y)} 

+ Lr+s=2t A,( U) XA.(v). 

Si a las hipótesis enunciadas arriba agregamos la condición que Sq2H 1 u = 
Sq2H 1v = O para toda 2i tal que 2 :s; 2i :s; t - 3 la fórmula (10.1) se simplifica en 
la siguiente 

<I>2t(uXv) = <I>21(u) Xv + uX<I>u(v) 
(10.2) t"t 2 2· 2· + L.,2i=d<I>2c-2,( u) X Sq 'v + Sq • u X<l>21-2,( v) l. 
En este caso la indeterminación es menor que la de (10.1) de acuerdo con la 
observación hecha al final del Teorema 9.4. 

Ahora supongamos que k = 2t + 1 es impar y que las clases de cohomología 
u E HP(X) y v E Hq( Y) verifican las siguientes condiciones: 

Sq2t+1-2iu = Sq2i-1-2íu = 0 Y Sq21+1-2;v = Sq21-1-2,v = 0 

para toda 2i tal que O :s; 2i :s; 2t. Se deduce fácilmente que con estas hipótesis, 
u y v satisfacen las condiciones (9.3) y resulta la siguiente fórmula de producto 

<I>21+1CuXv) = <l>2t+1(u) Xv + uX<l>21+1(v) 
( 10.3) "'t-1 2i " 2i + L.,i=l {<l>u+1-2lu)XSq v + Sq uX<l>u+1-2,(v)} 

con la indeterminación siguiente 

Qv+q+2t+1(<I>2t+1; XX Y) + QP+21+1(<I>2t+1; X) Xv + uXQq+2t+1(<I>21+1; Y) 

+ t"t-1 {Qp+2t+l-2i(""' X) xs 2i + s 2i XQq+2t+l-2i(""' .. Y)} L.,i=l '±'2t+l-2i j q V q U '±'21+l-2i , 

+ Lr+s=2t+1A.(u) XA,(v). 

Análogamente, para k = 2t + 1 y suponiendo que u E HP(X), y v E Hq( Y) 
satisfacen las siguientes condiciones: Sq1 u = Sq1 v = O, Sq2t-t-l-i u = Sq2t-l-i u = O 
y Sq2*1-iv = Sq2t-1-i v = O para toda i tal que O :s; i :s; t se tiene la siguiente 
fórmula de producto 

<l>2t+1(uXv) = <I>21+1(u) Xv + uX<l>21+1Cv) 
(10.4) t"t 1 . . 

+ L.,/:2 {<I>21+1-i(u)XSq' v + Sq'uX<l>21+1-;(v)} 
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con la indeterminación siguiente: 

Qp+q+2t+1(cI>2t+i; XX Y) + QP+2t·H(cI>2t+1; X) Xv + uXQq+2t+\cI>21+1; Y) 

+ ¿J;:~ {Qp+2t+1-\cI>21+1-i; X) XSqiv + Sq'uXQª+ 2t+1-i(4>2t+1-•; Y)} 
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+ Lr+•=kA,(u)XA.(v). 

Sea l 1 e A el ideal bilateral generado por Sq1. Agregando la condición 
A,(u) = O para toda r tal que 1 :::; r s 2t y 0(v) = O para toda 0 E 11 de grado 
s2t a las hipótesis de la correspondiente fórmula de (10.2) para el producto '-' 
se obtiene la siguiente fórmula 

<I>21(u ....., v) = u ..__, <I>21(v) + ¿;:~éf>21-2,(u) '-' Sq2rv 

establecida por Adem y Gitler en ([4; p. 64]). 
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