ALGEBRAS DE HOPF Y FORMULAS DEL PRODUCTO

Por Oscar VarLpivia G.

Introduccion

En el presente trabajo se establecen férmulas del producto para operaciones
secundarias ®; asociadas con las siguientes relaciones del dlgebra de Steenrod
sobre Z, :

. e = Sq' Sq" + Sq" 8q" + 8q™ 8", (k> 2)
donde 8q"" = Sq' 8q* + Sq” Sq'.

Sean X, Y dos espacios topoldégicos y X XY su producto. Consideramos clases
de cohomologia u € H?(X),v» € HYY) y su producto cruz uXv € H* (XX Y),
donde la cohomologia se considera con coeficientes en Z, y por comodidad se
omite escribir el grupo de coeficientes. Sea M el conjunto de todos los enteros 7
tales que 2 < 7 < k — 3. Supongamos que las clases u y v satisfacen las siguientes

condiciones: _
1) 8*u =8q°v = 0,8¢"*u = 8¢**v = 0,8q¢' v = 8q' v = 0.
2) Para cada 7 € M se tiene que

Sa"*u = 8¢**u = 0, o bien que Sq‘v = 0.
3) Para cada j € M se tiene que’
S* v =8¢ v =0, o bien que Sq’ u = 0.
Sean P C M y S C M los enteros que satisfacen, respectivamente, la primera

parte de 2) y la primera parte de 3). Con estas hipétesis se demuestra la férmula
del producto siguiente:

B (uXv) = Bp(u) Xv + uXP(v) + D icr®r_s(u)XSq* v
' + 2 res Sa’ uXPrs(v).

La indeterminacién en este resultado es la minima total de los términos que
aparecen més, D e Ar(u) X A,(v), donde A, es el subespacio vectorial de 4
generado por elementos homogéneos de grado £. Adem4s, para los términos donde
se tenga que Sq‘v = 0 o bien que Sq’ u = 0, la férmula sigue valiendo al anular
estos términos y reducir en la indeterminacién la parte con que ellos contribuyen.

Bajo el automorfismo conjugacién ¢, las relaciones px se transforman en-las
relaciones =

c(m) = 8q" ¢(8q") + ¢(Sq") Sq* + ¢(Sq") 8q"".

Denotamos™ con ‘¢ # una operacién cohomoldgica secundaria asociada con
¢(p). Con los eambios obvios en las hipétesis se obtiene el resultado andlogo al

anterior para ¢ * (uXv).
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Como casos especiales, particularizando las hip6tesis se obtienen férmulas del
producto con estructura simétrica.

El método que se sigue para establecer las férmulas del producto para opera-
ciones cohomoldgicas secundarias (§9) es establecer primero férmulas de producto
para operaciones funcionales (§8) y utilizar despues la segunda férmula de
Peterson-Stein que relaciona las operaciones cohomolégicas secundarias con las
funcionales. Con el fin de eliminar los “ejes’ en la indeterminacién, es necesario
estudiar detalladamente la construccién de operaciones funcionales en espacios
producto (§7), lo que permite tener una indeterminacién menor. Por tltimo, los
“gjes’ se eliminan estableciendo los resultados para el producto reducido de dos
clases de cohomologia, en operaciones funcionales, pasando despues a férmulas del
producto reducido para operaciones cohomolégicas secundarias, y de alli a férmulas
del producto cruz.

Con el objeto de sistematizar las operaciones funcionales asociadas con rela-
ciones, se introduce el concepto de dlgebra de Hopf n-graduada en las primeras
secciones del trabajo.

Quiero expresar mi sincero agradecimiento al Dr. José Adem por el estimulo
recibido y las valiosas sugestiones que me brindé durante la elaboracién de este
trabajo. ’

1. Algebras n-graduadas

En esta seccién introduciremos la nocién de 4lgebra de Hopf n-graduada.
Sean Z* el monoide de los enteros no negativos y Z(,.>+ =Zte -.-®Z s
suma directa de n copias de Z*. Sea K un anillo conmutativo con unidad 1 5 0.
Un K-médulo n-graduado A es una familia {A.|a € Zw'} de K-médulos. Un
homomorfismo f: A — B entre K-médulos n-graduados es una familia de
K-homomorfismos

faiAda—Ba, @€ Za'.
8i A y B son K-médulos n-graduados definimos A ® B por

(A ® B)a = ©(45 ® B,),

donde la suma directa se toma para 8 + v = aysif: 4 - A’,g: B— B son
homemorfismos entre K-mdédulos n-graduados, definimos (f®g):4 ® B —
A" ® B’ como el homomorfismo dado por (f®g)e = ®(fs ® ¢), donde
B+ =a :

El anillo K lo consideramos como un K-médulo n-graduado donde K, =
Ko,..0) = KyK. = Oparatodaa € Zuy ' tal que @ # 0. Obviamente, 4 ® K ~~
A~NK QA

Un dlgebra n-graduadae sobre K es un K-médule n-graduado A ¢on K-homomer-
fismos pa: A @ A — A, 94 K — A tales que los diagramas siguierites son
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conmutativos:
1
AeAed —2% 194
(L.1) Jm ®1 Jm
A4 —%4 , 4
Koa 221, g4
N /
AN //
AN /@A
N ¢
(1.2) A
/
=/ 4 P4

/
/
4 1® 94 N
AQK — AQA

Los homomorfismos ¢4 ¥ 1.4 se llaman, respectivamente, multiplicacién y unidad
del 4lgebra A, ademés, la condicién (1.1) expresa que el dlgebra es asociativa.
A es dlgebra conexa siny : Ko — Ao es isomorfismo.

Para A y B dos K-médulos n-graduados sea T': A @ B— B ® A la trans-
formacién definida por

Tia®Db) = (—1)b Q@ a,

dondeae Aﬂ7b € B‘YCOHB = (7'1) st 77'7l);'y = (81; Tt ,Sn),t = (Tl'l' e +rn)’

(84 -+ +s)ya=8+r.
Si A y B son 4lgebras n-graduadas sobre K, el producto tensorial A ® B es
dlgebra n-graduada sobre K con la multiplicacién dada por la composicién

19TQ®1
AeBeAdeB—2"2, 1o40B0B-22% 41938

y la unidad por

K~KoK-22", 4658

Un homomorfismo f : A — B entre 4lgebras n-graduadas es un homomorfismo
tal que los siguientes diagramas son conmutativos,

A®@A 2 4

s lrer s
B® B -2, B,
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K 25 4

(14)
Lk

Una aumentacién de un dlgebra n-graduada A es un homomorfismo e : 4 — K
entre dlgebras.

Un K-médulo n-graduado M es un A -mddulo tzquierdo n-graduado o més breve-
mente un A-médulo n-graduado, si A es un ilgebra n-graduada sobre K, y si
existe una transformacién Ay : A ® M — M tal que los siguientes diagramas
son conmutativos,

A@Ade M8l 4 oy
(15) Jeso1 ¥

Ao M—M gy

KeM18L seou
(1.6) : ;\\ //<u

M,

donde 7 es la unidad de A. La transformacién Ay es la accién de A en M.
Un homomorfismo f : M — N entre A-mddulos n-graduados es un K-homomor-
fismo tal que el diagrama

A@ M,y
(17) ll ® f lf

AN M, N

es conmutativo.

Sean M un A-mdédulo y N un B-médulo n-graduados con A y B Algebras
n-graduadas sobre K. Entonces, ¥ ® N es un 4 ® B-médulo n-graduado con
la accién

1TQ®1 Ay @ Av

Mer:AQBRM QN AQM®B®N M ®N.

Un K-médulo n-graduado A es codlgebra m-graduada sobre K si existen
K-homomorfismos

A:4—>AQA, e:4—-K
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tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

A—B 4@ 4
(1.8) lA lA ®1
A0A184 49404,
A04—® L rea
AN /
AN L
N
(1.9) ‘ A
//\
A ~
v \\

AeA-Lt% 40K

Los homomorfismos A y € se laman comultiplicacién y counidad de la codlgebra
A respectivamente.

El producto tensorial A ® B de dos codlgebras n-graduadas sobre K, es la
codlgebra n-graduada con la comultiplicacién

A@B248%, 4 o498 8T8 toBe40B

y la counidad

A@B4%9% ko KK

Un homomorfismo f: 4 — B entre codlgebras n-graduadas es un K-ho-
momorfismo tal que los diagramas

A2, 404
(1.10) lf | lf@f
B-2,.peB

f

A——B

(111) 3 &\ /A
K

son conmutativos.
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También K es coilgebra n-graduada al definir A: K - K @ K,e: K > K
conA(z) =1Q Xye(z) = 2.

Una aumentacién de una codlgebra n-graduada A sobre K es un homomor-
fismo n: K — A entre codlgebras.

Un K-médulo n-graduado A es dlgebra de Hopf n-graduada sobre K si existen
K-homomorfismos

p: AR A—A, : K— A

(1.12)
AtA—-AQ®A, e:A— K

tales que
(a) (4, ¢, 7) es un ilgebra n-graduada sobre K con aumentacién e,
(b) (A4, A, €) es una coélgebra n-graduada sobre K con aumentacién 5, y
(e) el siguiente diagrama es conmutativo

AQA—L 4—L 404

(1.13) lA@A Tgo®go
1T®1

AQRARAR®A ARAR®AQA.

Fécilmente se deduce que A y ¢ son, respectivamente, homomorfismos entre
dlgebras y codlgebras eon aumentacidn.

Un 4lgebra de Hopf n-graduada A es conexa sino : Ko — A, es un isomorfismo.

El producto tensorial M ® N de dos A-médulos n-graduados M y N, donde 4
es un dlgebra de Hopf n-graduada sobre K, es el A-médulo n-graduado, con la
aceion

Mmov: AO Mo N-2818L s o aoumen L18LOL s ou
A @ Ay

®AQ@N———>MQN.

M es un dlgebra sobre un dlgebra de Hopf n-graduada A si M es un A-médulo
n-graduado y existe una multiplicacién ¢y : M ® M — M que es un homomor-
fismo entre A-médulos n-graduados, esto es, que es conmutativo el diagrama

Ao Mo MLB 4 oy
(1.14) P‘M@M l)””

MeM—%% M.

2. Sumas directas de 4lgebras

En esta seccién, como una aplicacién del §1, construiremos 4lgebras de Hopf
n-graduadas. El anillo K* = K @ .-+ @ K que se obtiene tomando la suma
directa de n copias de K se considera un K"-médulo n-graduado donde Ky* =
Ko...0" = K* y Kg" = 0 para toda 8 € Zy' con 8 5 0. Con cada K-médulo
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graduado M = {M} asociaremos un K"-médulo n-graduado

M= {M"|a€ Zw',

donde, para @ = (i, -+, ta), Mo' = M4, & --- @ M., es la suma directa y
la aceién de K™ en M™ estd definida por
[K]., Tty K’ﬂ]'[xl) ctty xn] = [le].; ctty Knxn]-

Un homomorfismo entre K-médulos graduados f : M — N induce un homomor-
fismo f, : M" — N" definido por

Joloe, <+, ] = [fh(xl)r te :f%(xn)]} a = (tlr ey ta).

Ahora consideremos relaciones entre el producto tensorial y la suma directa.
Si M y N son K-médulos graduados, el producto tensorial M" & N” es un K"-
médulo n-graduado y sif: M — P, g : N — @Q son K-homomorfismos, f,®gx :
M"QN" — P* ® Q" es un homomorfismo entre K"-médulos n-graduados.

Con el objeto de simplificar las demostraciones de resultados posteriores
establecemos la siguiente

Prorosicién 2.1. Todo diagrama conmutativo

M—f—>N

bl
P9
de K-médulos graduados y homomorfismos induce el siguiente diagramae con-

mutativo

Mn fﬂ > Nn

[

Pn g n Qn

de K"-médulos n-graduados y homomorfismos.
La demostracién es trivial.
Con el propdsito de comparar los médulos n-graduados (M @ N)"y M" @ N"
definimos los homomorfismos,
T:MAN)"->M"®QQN" v o :M"Q@N"— (M ® N)".

Definimos en los generadores,
M @, za @@= 2000, 2, ,0l R0, -2, ,0],
‘T([xlr M ’x"] ® [yla e ;yn]) = [xl ® Y, *** y Tn ® yn]

y extendemos su definicién por linealidad.
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La siguiente proposicién, cuya demostracién es simple a partir de las de-
finiciones, establece una relacién entre estos homomorfismos.

Prorosicién 2.2. Sean f: M — P, g: N — Q, K-homomorfismos. St
FRgm:(MON) "> (PN /n @ g:M" @ N'— P" Q@ Q" son los
K"-homomorfismos inducidos, se tiene
T(f® g)n = (f ® gu)7, 0(fa®g) =(f® P ¥y (@)t = (f®g)n.

Las proposiciones y corolarios que siguen en el resto de esta seccidn, se deducen
facilmente utilizando 2.1 y 2.2, y por esta razdén sus demostraciones se omiten.

Proposici6N 2.3. 8¢ M es un dlgebra graduada sobre K con mulliplicacion
¢:M ® M — M y unidad n : K — M, entonces, el K"-médulo n-graduado M™
también es un dlgebra n-graduada sobre K™ con multiplicaciéon g, : M" @ M"™ — M",
dada por la composicion

e ML (M @ M)" 23 M
y unidad 1, 1 K" — M", definida por
"ﬂ[kli coe s kel = [ﬂ(kl)y Y n(kn)]-

CoroLARIO 2.4. 87 M es un dlgebra graduada conexa sobre K, también M"
es dlgebra n-graduada conexa sobre K".

Construimos la transformacién T, : M"* ® N* — N" @ M", definida como
la composicién

M"@N"5 (M N5 (NeM" LN oM,
donde T: M ® N - N ® M esti dada por
T,(a®b) = (—1)"bQa,
paraa € M,,bE N,yp +q =

ProrosiciON 2.5. El producto tensorial M™ ® N" asociado a dos dlgebras
greduades M y N sobre K, es un dlgebra n-graduada sobre K" con multiplicacién
dada por la composicion

Mn®Nn®Mn®Nn1n® Tn®1n Mn®Mn®Nn®Nn¢n®‘PnMn®Nn

y unidad por
K'~ (K ® K)"—(—"% (M @ Ny*L M @ N"..

ProrosiciON 2.6. Un homomorfismo f: M — N enire dlgebras graduadas
sobre K induce un homomorfismo f, : M" — N entre dlgebras n-graduadas sobre K".

Corovrario 2.7. 8¢ M es un dlgebra graduada con aumentacion.e: M — K,
también M™ tiene aumentacion e, : M™ — K"
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ProrosiciéN 2.8. St M es codlgebra sobre K con comultiplicacién A y counidad
¢, el K"-médulo n-graduado M" resulta también codlgebra n- graduada sobre K”

con comultzplzcaczon A : M* — M ® M" dada por M" —> (M ® M)"
M" ® M"y counidad e, : M" — K" inducida por e.

Prorosicién 2.9. El producto tensorial M™ @ N", donde M y N son dos co-
dlgebras graduadas sobre K, es una codlgebra n-graduada sobre K" con comul-
tiplicacion

1,T,®1

AI”@Nn"én—@—‘_n)Mn®Mn®Nn®Nn nMn®Nn®Mn®Nn
y counidad

e N % (M @ Ny L8 (k @ Ky K™
ProprosicioN 2.10. Un homomorfismo f: M — N enire codlgebras graduadas
induce un homomorfismo fn : M" — N™ entre codlgebras n-graduadas sobre K".

Cororario 2.11. 8¢ M es codlgebra graduada sobre K con aumentacién
7+ K — M, entonces, la codlgebra n-graduada M™ tiene aumentacién 1, : K" — M".

ProrosicionN 2.12. Si A es un dlgebra de Hopf sobre K con muliiplicacién
¢ A @ A— A, unidad n: K — A, comultiplicacion A: A — A ® A y counidad
¢: A — K, entonces, A™ es un dlgebra de Hopf n-graduada sobre K™ con multiplica-
Clon gn: A" @ A" — A", unidad 1, : K" — A", comultiplicacion A, : A" —> A" @ A"
y counidad e, 1 A" — K",

Prorosicion 2.13. S¢ M es un A-médulo, donde A es un dlgebra graduada
sobre K, con la accién Ny : A @ M — M, entonces, el' K"-mdédulo n- gmduado M"
es un A"-modulo con la accién

i A" ®@ M"S (4 @ M) M .

Prorosicion 2.14. Un homomorfismo f: M — N entre A-mdédulos induce el
komomorfismo f, : M™ — N” enire A"-médulos.

Proposicion 2.15. Sean M un A-médulo y N un B-médulo, donde A y B
son dlgebras graduadas sobre K. Entonces, el producto tensorial M™ ® N” es un
A" ® B"-mdédulo con la accién definida por

An®Bn®Mn®an®T ®1 Aﬂ@Mn®Bn®N‘n }\n®)\n M”®N”.

ProPOSICION 2.16. St M y N son dos A-médulos, donde A es dlgebra de Hopf
sobre K, el producto tensorial M™ ® N" es también A"-médulo, con la decidn
dada por L :
An®Mn®Nﬂ Aﬂ®11‘l®1ﬂ Aﬂ@A"@M'ﬂ@N” 1ﬂ®Tn®17l Aﬂ®M1&

® A" @ N 228, i o p,
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Prorosicién 2.17. 8¢ M es un dlgebra sobre un dlgebra de Hopf A, entonces,
M™ es dlgebra n-graduada sobre el dlgebra de Hopf A”.

3. Acciones inducidas en la suma directa

En esta seccién definiremos dos transformaciones I' y A que desempefian
un papel importante en el resto del trabajo. 8i A y M son K-médulos graduados,
usando el K*-médulo n-graduado A™ @ M" eonstruiremos D(4" @ M") mébdulo
graduado donde D(A" @ M"), = (A" @ M™),paray = (r,---,7).

Si suponemos que M es un A-médulo, donde A es dlgebra graduada sobre K,
con aceibn A 1 A @ M — M, definimos la transformacién

(3.1) T: 94" M*), —> M,
mediante la composicidn
4" ® M), 5 (4 @ M), 2 B,
donde, vy = (r, ---,r) y Z estd dada por
gy, o, Tl =2y 4 oo A T
Esto es,

I‘(.[alr "'70'1&] ® [xil7 "',xn]) = )‘(al ®xl) + .- +)\(an®xn)-

Anilogamente, la transformaeién

(3.2) At Al ® My — Mg
donde, @ = (11, -+, 7)) yB8=(r1+s, -, 7a + s), se define como la com-
posicién

AP @ M, (A, @ ML) & -+ @ (A, ® M) 2 My
Es deeir,
A(lar, » o+, 8] @ 2) = (M @ z), --- , Ma. @ x)].

Si eonsideramogs @ = fm, ---, @, € A, un elemento fijo, donde

a = {n, - ,ts),entonees, lag transformaciones T' y A indueen
(3.3) To: My > M, v= (b, ,t)

(3.4) Aot My — Mg", B=(r148 -, +8)
definidas por

Tar, -+, 2] = N1 @ #1) + -+ + NMar ® 24),
conri+ti=7rt=1,---,n y

Au(z) = Mar @ z), -+, Man @ )]
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4, El glgebra de Steenrod
El 4lgebra de Steenrod A sobre Z, es el dlgebra graduada asociativa generada
por 8¢’ = 1,8q', --+, Sq’, - - -, sujeta a las relaciones de Adem. El 4lgebra de
Steenrod resulta 4lgebra de Hopf conexa donde la comultiplicacién A estd
definida en los generadores por

(4.1) A(SQ") = 2 F08q* ® 8¢

Luego, se puede definir el automorfismo conjugacién ¢: 4 — A (ver [16]) con
las propiedades siguientes:

(4.2) (¢ ® ¢)Ts = ac, co = o(c® )T,

donde, ¢ es la multiplicacién (composicién) en A.

Para todo par (X, A) de espacios topolégicos consideraremos cohomologia
singular con coeficientes en Z,, y siempre omitiremos escribir el grupo de co-
eficientes. El 4lgebra graduada {H'(X, 4)} la designaremos por H*(X, A4).
La estructura multiplicativa en H*(X, 4) la determina el producto .

Para todo par (X, Y) de espacios topolégicos, tenemos un tridngulo exacto

H*(X, ¥) L B*(X)
<
6\\ l//7,

H*(Y)

donde 5* y 5* son los Zy-homomorfismos inducidos por las inclusiones 7 : ¥ < X,
j: X c (X,Y)yéeslacofrontera. Se sigue dev[l5; p. 958] la

ProrosiciON 4.3. Los Zymédulos graduados H*(X, Y), H*(X) y H*(Y)
son H*(X)-médulos y j*i i*, 8 son H*(X)-homomorfismos.

Como es bien sabido, H*(X, Y) es 4lgebra sobre el algebra, de Hopf A ([16)).

Sea M 1a accién de H*(X) en H*(X, V) segtin 4.3, y \', \” las acciones de 4,
respectivamente, en H*(X), H *(X Y). Definimos, la acmén ‘

wiAd Q@ H(X)®@ H(X,Y) - H*(X) ® H*X, V),
pore =N @N)1®T®1)(A®1® 1). Ficilmente se comprueba que
Moo= N(1 @ N),
Io que e:ipresa una relacién entre las estructuras de H*(X, ¥) como A-médulo y
H*(X)-médulo.
b. Ciertas relaciones especiales

En general, un ideal bilateral M de un 4lgebra de Hopf B sobre K, con comul-
tiplicacién A, es ideal de Hopf siA(M) € M ® B+ B ® M. 81 M es ideal de
Hopf, B/M tiene estructura de dlgebra de Hopf inducida por la de B ([186]).
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Sea R el 4lgebra graduada asociativa y libre sobre Z, , generada por 8q° = 1,
Sq’, -+, 8q% - . Con la comultiplicacién A definida por (4.1) R es 4lgebra de
Hopf conexa ([2]) y, por lo tanto, se puede definir el automorfismo conjugacién
¢:R — R.SilI es el ideal bilateral de R generado por las relaciones de Adem,
entonces I es ideal de Hopf y B/ es el 4lgebra de Steenrod A. .

Con cada par de elementos z, ¥ de R consideramos el conmutador [z, y] =
xy + yz. Esto define una transformacién bilineal [ , ] : B X R — R. Aniloga-
mente, la transformacién

[,]1: (ROR)X(R®R)—>RQR
definida por [z ® ',y ® ¥'] = zy ® 2y’ + yr ® y'x’ esbilineal y adem4s
(5.1) @2,y ®y]=1Iy @2y + 9@ 2,4l

Con o; = 8q°, se demuestra ficilmente que los siguientes elementos de R son
relaciones en 4 :

(5.2) o = lor, 0] + [o1, oior2, (k> 2).

Sea J el ideal bilateral de R generado por los elementos ps, ps, <+« , pi, * -
Demostraremos que J es ideal de Hopf, pero antes determinaremos la imagen
de [o:, o] bajo la comultiplicacién A.

Lema 5.3. Se tiene que
Alo;, o] = D00 D o ([0r, 05] ® 05404s + O1s0ir @ [0, 02]).
Demostracién. En efecto, V
Aloj, o] = [A(o;), Alow)]
= [X300ir ® 07, D s00ks ® 0]
=>i, Zl:=0 [oj—r ® o5 ;.o'ic—s ® .

:Ahora usando (5.1) e intercambiando j — r y k — s, respectivamente, por
7 v 8 en la primera parte de la suma, se obtiene 5.3. :

PP AP

Como consecuencia inmediata se obtiene el
LeMmA 5.4. Se tiene que ‘
Aoy, oaoe) = 2702 30 2 im0 ([0i, 0ilon ® 0r—i00—ioen
o + 05—iOr—ittn Q [0s, gjlon).
TEdRﬁMA 5.5. Se liene que
Alpr) = 2458 (pri ® 05 + ) @ Pr—i) -

- Demostracion. Se sigue aplicando los Lemas 5.3 y 5.4.
Del Teorema 5.5 se sigue que A(J) € J ® R + R ® J, por lo tanto, J es
ideal de Hopf y A = R/J es 4lgebra de Hopf sobre Z,.
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Para las-‘‘relaciones duales”
c(pt) = [o1, c(o1)] + c(o6-2)[o1, 2], (t>2)
del Teorema 5.5 y haciendo uso de (4.2) obtenemos
(56 aclo) = 2= (c(o)) ® clpns) + chpuy) ® c(a7)).

6. Las transformaciones A y I'

Aplicareimos las construcciones dadas en §2 y §3 a los resultados obtenidos en
en §4. De los resultados establecidos en §4 se deducen las siguientes:

Prorosicién 6.1. Para todo par (X, Y) de espacws topolédgicos, la suma directa
de n copias. de H*(X, Y), que denotamos con H*(X, Y)" es dlgebra sobre Zs".
Ademds, los Z5"-médulos n-graduados H*(X, Y)", H*(X)"y H*(Y)" son H*(X)"-
modulos y los homomorﬁsmos inducidos en la suma directa, que denotamos por
Gn¥, 2%, 8, son H*(X)"-homomorfismos.

ProposiciéN 6.2. Para el dlgebra de Steenrod A sobre Z., el Z;"-médulo A™
es dlgebra de Hopf conexa y para todo par (X, Y) de espacios, H*(X, Y)" es
A"-médulo y también puede considerarse dlgebra n-graduada sobre A™. Ademds,
DA™ @ H*(X, Y)") resulta un Zy"-médulo graduado.

Sean

A4, Q@ H'(X,Y) —» H*X, V)",
r: (4" H*(X, V)", > H'(X, Y),

las transformaciones consideradas en §3, donde @ = (f1, -+, ), p = (t1 —|- r,
, ta + r) Tomando elementos fijos a € 4.", b € A,", con

(6.4) a=la, -,a), b=][b, -, bl

(6.3)

las transformaciones A, T' inducen
A H(X,Y) — HYX, V)",
T.:HYX, V)" — H(X,Y)

dondeﬁ = (7’1, vt ,7',,),'Y= (817"' :sﬂ))0= (81+7', et :3n+7')Yﬁ+ a =
(r, +-+, r). Explicitamente,
Ab(x) [blx) ) bﬂx]; I‘a[xl; Tty xn] = Z;‘ aix;.

Sean ¢ y A respectivamente, la multiplicacién y la accién de 4 en H*(X, Y). -
Sea,

(6.5)

V:A4, @ H(X,Y) @ H'(X,Y) - (HYX, Y) ® H*X, Y))s".

Con g = (i + r4 8, ¢, bt + 7+ 8), la transformacién definida por lacom-
posicién

=AM (1®T®1),jA®1®1),
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donde j es el isomorfismo que distribuye el producto tensorial en la suma directa.
Fécilmente se comprueba que se tiene

(66) ¥ = A(]-n ® ¢)'

7. Operaciones funcionales

Cada elemento 8 € A de grado s, determina una operacién cohomolégica estable
0:H(Y) — H™(Y). Dada una transformacién continua f:X — Y, sea
u € HY(Y) tal que f*u = 0y 8(u) = 0. Con estas hipStesis se define la operacién
funcional (ver [15])

(7.1) 0;(u) € H™H(X)/I0H ™ (X) + f*H" (V)]

Ahora, supongamos que 9 es un elemento del dlgebra de Steenrod A de grado
r 4+ 1y que
(7.2) 0= 27 afs
con a;, B; elementos'de 4 de grados, respectivamente, s;, t;, talquer + 1 =
8; + t; para cada ¢. Haciendo @ = [, -+, au] y b = [B1, -+ -, Ba] seglin (6.5)
resulta que
(7-3) 0 = FaAb .

Dada una transformacién continua f: X — K y u € @iq H¥(K) tal que
f*u = 0, T.(u) = 0, se puede definir (ver [3]) la operacién funcional
(74) Tos(u) € HY(X)/[f*H™(K) 4+ 227 a:HY (X)),
donde ¢; = ¢ + ;.

Anslogamente, con » € HY(K) tal que f*A;(v) = 0, T.Ax(») = 0, se obtiene
FafAb(v)'

Con el objeto de substituir el producto de dos transformaciones continuas por
una inclusién, determinaremos el cilindro de tal producto. Sean f;: X; — Y
(i = 1, 2) transformaciones continuas y (Y1 XY2)sxs, €l cilindro de la trans-
formacién fi Xfo : XXX — Y1 XY, [15; p. 966]. Los elementos de este cilindro
son de la forma

(Z1,22,t), 05 t<1, (21,m:) € XiXXe,

A y) X (y) X1) U (11, ), (11, 12) € YiXYe.

ProrosiciéN 7.5. Los pares ((Y1X Yz(flez y X1XX2) Y (YlfIXY2f2, X1><X2)
son del mismo tipo de homotopia.

Demostracién. Definimos las transformaciones continuas g, &

g
XiXX,XI U Y1XY2'7L'1 (XiXI U Y)X(X.XI U Y,)
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por
g(x, @2, t) = (21,8, 2,8), gy, 1) = (01, 1),

Moy, s, 22,1 = (21, 22, 1 = (1 — )(1 — %)), h(p, w) = (01, ),
Mo, s, ) = (Alm), 2), by, 2, 0) = (1, fo(x)).

Estas transformaciones respetan las respectivas identifieaciones, por lo tanto,
inducen las transformaciones eontinuas

g’
((Y1XY2) 1150 » Xa X X) ? (Y15, X Yap, , XaX X2).

Ahora construimos una transformacién continua
F 2 ((YiXY3) ryxry XTI, Xa X Xo XT) = ((YiXY2) 515y , X1 X X2)
como sigue:
F(zy, 22, t,7) = (1,2, t +r(t — ), 0<t<1

F(y17y2’7‘)=(y17y2)’ t=1.
Observamos que 0 < ¢ < 1 implica que 0 < ¢ 4+ r(¢ — #*) < 1y se comprueba
facilmente que F es una homotopia entre la identidad y A'g’. Anglogamente,
definimos la transformacién continua

G (Y, X Yo, XTI, Xi XX XI) — (Y15, X Yy, , X1 X X5)
con
G2, 822, 1) = (2r,s+r(t—st),x,t+r(s—st)), 0<s<1,0<t<1,
Glyr, 22,4, 7) = (g1, 2,7+ 41 ~1)), s=1, 05t<],
G(xr,s4,7) = (7, r 4+ (1 —1r)s, y), 0<s<1, t=1,
Gy, v2) = (v, 90).

Esta transformacién es también una homotopia entre la identidad y ¢'’. Por
consiguiente el par ¢, ' es ung equivalencia homotépica y esto termina la
demostracién de 7.5.

La aecién natural del producto tensorial 4 ® A, donde 4 es €] 4lgebra de
Steenrod, en €l anillo de cohomologia H*(XXY) del produeto de dos espacips
X, Y, esté definida por (8 @ »)-(uXv) = 6uXw, donde § ¥ » son elementos de
A y z es el producto cruz (ver [16]).Sea fX¢g : X1 X X, — Y1 X Y, una transferma-
cién continua y supongamos que u € H™(Y1XY;) es tal que (fXg)™s = 0,
B®@v)u=0donded € A,,v € A,.Con estas hipdtesis se define lg operacién
funcional (0 ® »)sxe(%) con indeterminacién

(7.6) (FX@)*H™ ™1 (Y1XY2) + (6 ® »)H™ (X1 X Xy).
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Siendo los grupos de cohomologia espacios vectoriales sobre Z,, usando las
férmulas de Kiinneth, la condicién (fXg)*u = 0 puede expresarse mediante los
ntcleos de f* y ¢*. Explicitamente, existe una descomposicién de u, de la forma

w = 2sa:Xbi + 25¢,Xd;,
donde a; € H?(Y1),b: € H" *{(Y2),c; € HY¥(Y1),d; € H"(Y;3)(0 < p: < m,
0 < ¢; £ m) con f¥a; = 0, g*d; = 0. Usando esta descomposicién, construiremos

otra operacién funcional que también denotamos con (8 ® »)sy,(u), que reduce
su indeterminacién de (7.6) a la siguiente:

(1.7) Q6 ® », XiXXz) = D :0HP 7 (Xy) Xg™vbi + D 0c; XvH™ %7 (Xa).

La construceién de esta operacién se indica a continuacién. Considerando la
transformacién fX¢ como una inclusién, con las sucesiones exactas de cohomo-
logia de los pares (YiXY,, X;XXy), (Y1, Xi), (Y2, X2) formamos el siguiente
diagrama conmutativo:

e xix vy 25 ge(vixys, xixv) S gayser, U5 paron

axg* {m* J’id : l(lx!])*
HHXGXXD) —2 > HH VX T, XX X) —— B vixy) 295 g nxx)
I(fxn* ' Im* - Iid o A IUXD*
BT XD~ B v, T 22 gy 2205 gy

(7.8)

donde, m*, m™ son, respectivamente, los homomorfismos inducidos por las inclu-
siones de (Y1>< Yz y X1><X2) en (Y]X Yz ; Xlx Yz) yen (Y1X Y2 , Y1XX2). COH].O
ffa; = 0y ¢*d; = 0, existen elementos w: y w;, respectivamente, de H** (Y7, X1)
y H" % (Y,, X,) tales que ;*w; = ai, 52 w; = d;. De la conmutatividad del
diagrama (7.8) se sigue que el elemento w = m ™ (D swiXbs) + m* (D c;Xw;)
de H™(Y1XY:, XiXX;) es tal que j*w = wu, ademds 7*(m™ (D :6w:Xb,)
+ (X 6c;Xww;’)) = 0, porlo tanto, existe un elementoz € H™ (X, X X,)
tal que - o ‘
o = (Z,:G’wi)(vbi) -+ (Z,‘OC;XV’M),"),

el que tomamos como un representante de (8 ® v)sx,(u). Este elemento ests
determinado en forma tnica médulo elementos de Q(8 ® v, X1 X X5). ‘

-Utilizando la construccién dada se demuestra que esta operacién-funcional es
natural. - ’ o »

Como en (7.2) supongamos que § = 2.1 a8; es un elemento de 4 de grado
r + 1, luego se tiene A(8) = D7 A(a;)A(B:). Denotando con a’ y b’, respectiva-
mente, los elementos [A(a1), * -+, Alan)] ¥ [A(B1), -+, A(B.)] de A" se obtiene
(ver 6.5)

(7.9) | A®) = Twhy
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donde, A(8) se interpreta como la composicién de las operaciones

Hm(XX Ir) ﬁ) ®?=1 Hmi(XX Y) __E:z_’_) Hnl+;v+1(X>< Y),

con m; = m + i;.

Consideraremos operaciones funcionales de la forma Ty (fX g) Ay (wX2z). Dada
una transformacién continua fXg: XiXX, — Y1XY,, sean w € H*(Y;) y
2€ H™2(Y,) tales que T'whAy (wXz) = 0, (fXg)*Ap(wXz) = 0. Expresamos
esta dltima condicién, para cada 7, en la forma.

AB:) (wXz) = 2 ox bix(w) XEix' (2) + 2eou(w)Xow' (2),
con
tic(w), ou(w) € HY (Y1) y Eig/(z), oi' (2) € H*(V,),

donde, f*tix(w) = 0, ¢*ci/(2) = 0 para toda K, ¢. Aplicando la construceién
anterior se obtiene

Lo xpe (WX2) € H™(XaX Xa)/[(FXg) *H™ (Y1XY,)

(7.10)

+ Q(Twhy , XaX X)),
donde
Q(Twhy , XaXXs) = 2 im {A(a) - (2 HYEH(X1) X g™ tix (2))

+ Aar) - (e froa(w) XH* 7 (X3))},

pix ¥ i Son, respectivamente, las dimensiones de £ixx(w) ¥ ou/ (2).

Sean w € H?(Y1), 2 € H"?(Y,) tales que (fXg¢)*As(wXz) = 0 y
TuAs(wXz) = 0. Esto implica que (fX¢)*Ay(wXz) = 0y T'whAy (wXz) = 0.
Facilmente se demuestra que

(7.11) TaigxpAs(wXz) = Tw gxple (wX2),

donde la indeterminacién comun es la del primer miembro, y la segunda opera-
cién funcional se construye como en (7.10).

8. Férmulas de producto para operaciones funcionales

Consideremos las relaciones introducidas en §5,
pr = Sq'Sq” + 8q* 8q" + 8™ 8q" 7,
¢(pe) = Sq' ¢(Sq") + ¢(8q") 8q" + ¢(3¢°™") 8¢
donde
>Sq°'1 = 8q'Sq" + S¢°Sq' y k >‘2.

Con el fin de eseribir estas relaciones en la forma (6.5) definimos los siguientes
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elementos de A°:

= [8q', 8¢", 8¢"],

[8q", S, 8q" 7,

[8q', ¢(8¢"), ¢(8¢"™)],
d = [¢(8q"), 8q', 8q".

Con estos elementos construimos T'y , T , Ay, As . Por conveniencia, en lo que sigue
introducimos la siguiente notacién

T.=T" T.=T¢, A =24 A= A4

a
b

It

o
Ii

Las relaciones, en esta notacién, se expresan como sigue:
o= TA" o) = TA".
En forma anéloga, definiendo los siguientes elementos de (4 ® 4)%:
a’ = [A(Sq), A(Sq"), A(Sq™)],
b' = [A(Sq"), A(Sq), A(Sq )],
"= [ABq"), Ac(Sq"), Ac(8q")],
d' = [ac(Sq"), A(Sq), A(Sq"™)],
donde A es la comultiplicacién de A, construimos Ty , T , Apr , Agr . Resulta,

Alpr) = TolAp, Ac(py) = Twha .

)
Il

I

Determinaremos férmulas de producto para Ty, A" (uXv) ¥ Tgrs Ag" (uXv).
Sea M el conjunto de enteros ¢ tal que 2 <1<k — 3, esto es, M =
{2, .-+, k — 3}. Dada una transformacién continua fXg: XXY — K;XK,,
supongamos que % € H?(K;) yv € H(K,) son dos elementos que satisfacen las
siguientes condiciones:

(D 8w =0, /8¢ u=0, f*Sq'u =0,
g*Sqfv =0, ¢*Sq" v =0, ¢*Sq'v = 0.
II) Paratoda 7€ M se tiene que
789" u = f*8q"**u = 0, o bien que ¢*Sq‘v = 0.
III) Paratoda j € M se tiene que
L 7 8" v = ¢*Sq" " v = 0, obien que f*Sq’u = 0.

De I) se sigue que estdn definidas T';*A"(u), T,"A"(») y combinando I) bien con
I1) o III) se obtiene que Ty, A" (uXv) estd definida. Ademés de I) y II) resulta
que para toda ¢ € M, estd definida T';/**A**(u) 6 g*qu_v = 0. Anélogamente, de
I) y III) se deduce que para j € M, estd definida T,* A" 7(v) 6 f*Sq’u = 0.

Sea P C M todos los enteros que satisfacen la primera parte de la condicién 1I).
Esto es, sid € P setiene f*Sq* *u = f*Sq" ™ "u = 0. Andlogamente, sea S C M

(8.1)
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todos los enteros que satisfacen la primera parte de la condicién ITIT). Claramente,
para toda i € P se tiene que I';" *A**(u) est4 definida y para todaj € S también
T 9(v) estd definida.

Con fXg:XXY — KiXK, como antes, sea w € H'(KiXK,) tal que
Tyso'Al(w) estd definida. Su indeterminacién la denotamos como sigue-
QM (Tyxs'A") = (FXg)*H™(KiX Ks) + 8q" H (X XY)

+ 8q'H'(XXY) + 8¢" B (XXY).
TreorEMA 8.2. Con las hipdtesis (8.1) se tiene que
Lo A" (uXv) = T/A"(w) Xg™ + FruXT,"A"(v)
+ 2ier T A () X" Sq' v + Djess™ 8q’ uX T A ()
maédulo la indeterminacion siguiente
QPretE = QPR (D EARY L P E(TEAR) X gt u X QLT (T F AR
+ 2ier QDTN X 80" + Dses ST Sq uX QT ).

Observacién. Si para alguna ¢ € P (para alguna j € §) se tiene que 9 Sq*v =0
(que *Sq’u = 0) el resultado anterior vale suprimiendo en la indeterminacién
total el término correspondiente. Esto se deduce ficilmente de la demostracién

del teorema.

Demostractén. Combinando la condicién I) bien con IT) o con III) se obtiene
que la operacién Lo (rugyAs (uX0), seglin la notacién del §7, estd definida. Ademis ,

por (7.11) resulta
Ty A" (uX) = Torgrsqho (uX0)
médulo QT (T, *A").
Para calcular el segundo miembro de la igualdad anterior, suponiendo que
fXg es una inclusién, consideremos la sucesién exacta de sumas directas

[H*(XXY)] -2, [H*(KiXK,; , XXY)P

VAN [H*(K1XK2)]3 Mi)_, [H*(XXY)]3

inducida por la de cohomologia del par (KiXK,, XXY). Se tiene el siguiente
diagrama conmutativo (como en (7.8))

: * * *
H*(XXK>) 4, H*(K1XKs, X XK>) X7, H*(KiX K») UXDT | HHXXKD)
J Ixg)* * J{ id l 1xg)*

b ok *
H¥XXY) — HYEKiXK,, XXY) L HHEXK)) X, H*XXY)

’[(fxD* Im* Ld 1()‘)(1)*
H*(KiXY) AX, H*(KaiX Ky, KiXY) M’Z)i) H*(K1XK>) "(I—XQ)L' H*K1XY),

(8.3)
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donde
j1:K1—->(1{1,X), jz:Kgﬁ(Kg,Y), 1I"1:(K1XI<2,XXY>
— (K1, X)XK,, m:(KiXKs, XXY)— KiX(K;,7Y)

son inclusiones y 81, 3, 6 son los homomorfismos cofrontera.

Primero estableceremos algunos resultados auxiliares. 8i uw € H* (K1 X K,) es
tal que (fXg)*u = 0, de la sucesién exacta del par (K; XK, , X X Y) se sigue que
existe w € H*(Ki XKy, XX7Y) tal que j*w = u. Este elemento w en general no
es tinico, pero por conveniencia denotacién lo designaremos con w = #. Esto es,
a4 € H*(KiXKs, XXY) es tal que j*@ = u. Sean u; € H*(K;) (i = 1, 2) tales
que fu; = 0, g*uy = 0. Se sigue de la conmutatividad del diagrama que, inde-
pendiente de la eleceién de 4; (¢ = 1, 2), se tiene la siguiente relacién

7r1*(17,1><u2) = 71'2*(71:1)(122) = (X ).

8i 6, v son elementos del 4lgebra de Steenrod y ahora suponemos para las clases
sk * . .
ur, Uz que f 0(ur) = 0, ¢ (uz) = 0, de lo anterior, claramente se sigue que

" (W0(u) X2) = w1 (40(uz) Xus)
7r1*(1/0(u1)><u2) = rl*(vHGJXw)

y un resultado andlogo vale para la situacién simétrica.

Por hipétesis (fXg)*Aw (uXv) = 0, luego 7 Ay (wXv) = Aw(uXv) y determi-
namos z € H*™ (X XY) tal que 62 = T4 Ay (uX0). La clase de cohomologia 2
es un representante de Ty A (uX2). Para establecer el teorema factorizare-
mos un representante tal, usando las hipétesis. Pero, con el objeto de simplificar la
notacién en la demostracién volvemos a la convencién ¢; = Sq” establecida en §5.

Empezamos con

Ay (uXv) = [Aor) (uXv), A(or) (wXv), A(or—2) (wXv)].

Usando las férmulas de Cartan, se obtiene

A (uXp) = A¥(w)Xo + uXA () + W
donde
W = [Z‘]::—i Uk—mxﬂ'iv, 0: ZI:;% O'k—2—-1ﬂz‘/><0"ﬂ)]-
Luego, podemos escribir
A (wXv) = m (AF(w)Xv) + m (uXAF@)) + W.

Sean@Q = M — P, T = M — S, respectivamente, los complementos en M de
PyS.

Utilizando las hipétesis (8.1) se factoriza W como sigue. La segunda compo-
nente es cero y la primera y tercera se pueden tomar como:
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o (ope1 uXow) + 0 (GruXon1v) + m* (cuX 75 0)
+ Wl*(ZieP oii uXoiv) + Wz*(zieq opi UXa:0) + m (os-suXarp)
+ 7r1*(zz'ep orai uXoi V) + 7"2*(21'60 Thgmi WX 77 ).
Caleulando T'o[m™ (A%(u) Xv) + m™ (uXAF(0)] resulta,
Tar[m* (R () X0) + m" (uX X)) = =" [T A uXv) + m"(uXT"2¥0)) + B
donde
B = Tl*{ZigP Ohas o1 U X035 0 + Zieo oiei o1 UX 03 v}
+ {2 es 05 UXoug 710 + 2ujer 05 UX 0w 710}
(8.4) + m*{or uXo1v + 7 uXor v + op r_u—x‘mv
+ o101 uXop1? + o2 01 uXok—2?0 + o4 uXo0 v}
+ m o uXapo + a_;cuxETv + o1 UX o1 a1 0
 F omauXororv + ors Xora10 + 001 UXop 20}
Por otra parte, se obtiene .
T (W) = 2ice m™ (01 00 uX0i0) + Dice ' (004 0uss uXoi v)
4 Dvica (o1 0n1 uXa:9) + Dvica ma (001 0psi UXoe0)
+ 2icr m* (@ uXo10:0) + Dico m (or—s UXo1 77 0)
(8.5) + Zz'ep 1 (ras u X001 s v) + Zieo w2 (ohg—i U X001 07 0)
-+ rz*{al b1 UXa 0 + ora uXoy 010 + 01 2 UX g0
+ o2 uX01 0550 + 001 Tk-3 UX 10 + Th-s U X001 070}
+ m* {oro1uXora v + o1 uXo o1 v},
Finalmente,
(86) To Ap(uXv) = m [T"AF(w) Xv] + m [uXT*AF@)] + B + To (W)

donde B, I',,(W) estén factorizados en forma conveniente,
Ahora demostraremos que

B + T..(W)
= " (Qier T B () X5 0) + 0 (Doica TV A (1) X7 0)
+ m*(Lies o5 uXT () + m*(Dijer 73 uXT A (v))
+ m (T A (1) Xorw) + m* (e uXT* A (v)).

(8.7)

En efecto, agrupando los dos primeros sumandos de (8.5) y el primero de (8.4)
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resulta ) icp m (T" A #(u) Xow). Andlogamente, agrupando el tercer y cuarto
sumando de (8.5), y usando

Ziea 7r1*(0k—i¢_71—u><tfw) = Zieo rz*(cr/g_muX@),
de (8.4) se obtiene
2icam (T A (u) Xow).
Por otra parte, se comprueba ficilmente que
ZieQ o (ops wXay o9 0) + Z«;ep m (op wX a1 03 V)
(8.8) = D jesm (ojuXoropy0) + Z]‘ET (o7 uX o1 04j V)
+ 1 (i uXo1 02 v) + m (02 UX 01 740 0).
Igualmente se establece que
Zieo 1 (or_9i UX 001 70) + ZieP (02— X001 0: V)
(8.9) = D jes m (0;uX001 052 y0) + Z]‘er Tl*(OTM_XO'O,l Op—2—j v)
+ m*(GruXo01 053 0) + m (043 WX 001 71 0).

Ahora, agrupando las sumas segin j € S, j € T de (8.8), (8.9) y de (8.4),
teniendo en cuenta que

Z]’ET Wz*(dﬂx‘flc~j;15) = ZiET m*(EﬁXak-w),

resulta el tercer y el cuarto sumando de (8.7). Ademés, de los restantes sumandos
de (8.4) y (8.5) se obtienen los otros dos sumandos de (8.7).
Por tltimo, usando las relaciones T°A" = 0 y combinando (8.6) con (8.7) se
obtiene que
Ty (wXv) = m [TA(w) Xv] + m*TuXT*AF()]
+ Wl*[Z'L'EP Pk—iA""i(u)XU«; ol + 71'2*[2]'5.5 gj uXPh_jA’“"f(v)]-

Ahora, sean z € H"™(X), & € H™(Y), z:€ H*" (X) para i€ P,
2 € H™*(Y) paraj € 8, clases de cohomologia tales que

(8.10)

bran = TAk(w), &2 = T'AF(),
biz = TV AF(w), 82 = [V 7AF ().
Estos elementos son, resﬁectivamente, representantes de las operaciones
TAN(u), TSA*(w), T/ () vy T A (v).
Ahora, construimos z € H* (X X Y) en la forma siguiente

2 = aXgv + foXea + DierziXgt o + DiesfrouXe;.
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Usando la conmutatividad del diagrama (8.3) se sigue que
0z = m (512‘1X0) + e (wXd2) + Dicr o (32iXow)
+ ZJES T2 («r,'uxézz, ) = I‘arAb,(uXv)

por consiguiente, z asi construido es un representante de T (fX ) A (wXv).
Esto termina la demostracién del teorema.

En forma andloga, para el conjunto M = {2, --- , &k — 3} v la transformacién
fXg: XXY — K1 XK, como antes, supongamos que las clases de eohomologia
u € H?(Ky) yv € H'(K;) son tales que

(D feBa) @) =0, fe(8d")(w) =0, f*8q'u =0,
8¢ 8q2u = 0,
geBq ) () = 0, (S ")) =0, ¢"Sq'v =0,
7%¥8q'8q’v = 0.

II) Paratoda <€ M setiene que
eS8 ) (u) = 0, obienque ¢*e(Sq")(») = 0.

IIT) Paratoda j € M se tiene que

| g*e(Sq") (v) = 0, o bien quefc(Sq’)(u) =

De estas COIldlClOD.eS se deduce que estdn definidas las operaciones Ty Ay (u),
Ty A# (v) ¥ Tggsay Ag’ (u)(v) Ademas para toda 7 € M, o estd definida
Tx/ A" *(u) o se tiene g c(Sq Y(v) = 0. Andlogamente, para j € M, o estd

definida T'g," Ag" " (v) 6 f*e(8q°) (u) =
Sean L, N € M todos los enteros que satisfacen, respectivamente, la primera

parte de la condicién IT) y III).
Ademiés, con fXg: XXY — Ki XK, como antes, sea w € H (K;XK,) tal
que la operacién Ty wq 'Ag’(w) estéd definida. Su indeterminacién la designamos

como sigue
Q" (Tguxo 'Ag') = (fXg) " H T (KiXKs) + 8¢ HT (X XY)
+ ¢(8q") H'(XXY) + ¢(Sq"H)H™(XXY).
TreorEMA 8.12. Bajo las hipdiests (8.11) resulta que
Tsirxo Mg (uXp) = Ty Agh () X g™ + [TuXTyg"Ag" (0)
4+ 2o T/ AT () X" 8’y 4 2jen 897 uX T AL (0)

(8.11). <

médulo ..
Qp+q+ (I‘ A )+ Qp+I(I‘ A )X atk
#rxo) Mg # AL ) X g™ + FuxX Q™ (T, A#)
4 26en @ (T AL T X g 8qw
+ et Sq uX QT g AT,
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En este teorema y todos los que siguen vale la observacién hecha al final del
enunciado del Teorema 8.2.

Con el fin de eliminar los “ejes” y poder hacer aplicaciones a operaciones
secundarias, estableceremos los resultados de (8.2) para productos reducidos. Re-
cordaremos a continuacién la definicién del produeto reducido de dos clases de
cohomologia. Suponiendo que los espacios X, Y tienen puntos bases, con-
sideremos el producto reducido de estos espacios (ver [14], [12], [8]), que denota-
mos con X ¥ Y. Estoes, X # Y es el espacio cociente

XXY/[XXyo UzeXY],

donde 24 , yo son, respectivamente, los puntos basesde X, Y.

Ahora, sean f: X — K; y g: Y — K, dos transformaciones continuas que
llevan puntos bases sobre los correspondientes de K; y K, respectivamente. En-
tonces, fX ¢ induce la transformacién continua f # g: X # ¥V — K; ¥ K, de
manera que el siguiente diagrama es conmutativo:

__fﬁ__,leKz
(8.13) ‘[w lwl
xxvL* 9 g 4 K,

donde w y w; son las transformaciones de identificacidn.
Se sabe que el homomorfismo

W IH(X % Y) - [HYXXDT,
donde
H(XXY)' ~ S H(X) @ HT(Y),

es un isomorfismo.
Con cada par de clases de cohomologia z € H'(X) yz € HS(Y) se asocia el
producto reducido (ver [8], [14]), que se denota por z % 2, como sigue:

p ¥ d = ()T X)) EHT(X % Y),
donde,
eXz € [H™ (XX

Se comprueba ficilamente que vale la férmula de Cartan para el producto re-
ducido de dos clases de cohomologia.

Ahora calcularemos férmulas de producto para Ty A" (u ¥ v) y
Tygun Mg (u ¥ v).Conf % g: X % ¥ — K; % K, como antes, supongamos que
las clases de cohomologia u ¢ H” (Kl) Jou € Hq(Kz) satisfacen las condiciones
(8.1). Se sigue que estén definidas T /”A” (u), Ty AR (v) yI‘f#,, "A*(u % v). Ademés,
para toda ¢ € M, o estd definida Ty k"’A “(u) o bien ¢* 8q*v = 0, y paraj € M,
o est4 definida T A" () o bien f* 8q’ (u) = 0.
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Tomando los conjuntos P, S y la: mdetermmamén Q como en el Teorema 8.2
se tiene A R S

COROLARIO 8.14. Con las hipétesis (8. 1) resulta
T A¥(u % v) = TN (u) ¥ g v—i—fu s I‘gA(v) -
+ Teer TN 0) ¥ ¢*Sa'0 + Tres s S’ # T )
médulo la indeterminacion vtotal ,
Q1p+q+k QUF T (T gt AF) + QPHE(TAAY) % g% + fHu ¥ Q* (1 .k A‘k) |
+ Tier @AY ¥ *S8q%0 + Diesf Sa'u ¥ QA

Observaczqm Ficilmente se deduce que Tsgg A (uw ¥ v) estd deﬁmda si v sélo
81 Ty A¥(uXv) esté definida.

Demostracién: Utilizando 1a conmutatividad del diagrama (8.13) y la naturali-
dad de la operacién funcional se tiene que

(8.15) @ Ty A (u ¥ 0) = Ty AR (uXv)
médulo Q" (T A%), donde
&’* . Hﬂ+q+k(X « Y)/le+q+lc — Hp+q+lc(X>< Y)/Qp+q+k
es el homomorfismo inducido por el monomorfismo
w* . Hﬂ+q+k(X % Y) — Hp+q+lc(X>< Y)

~ % ~ % . . . .
donde, @t y Q""" son las indeterminaciones totales respectivamente, en

8.14 y 8.2.
Combinando (8.15) con el Teorema 8.2 resulta

ST e A¥(u % v) + TN (w) % v +u &% TSN (v)
+ 2ier TN () % g% 8a’y 4+ Djesf Sqlu ¥ T TN (0)) =

médulo g7,
Ahora bien, si z es cualquier representante de la suma entre llaves, de
w*{z} = {w"(2)} = 0 se sigue que w*z € Q" ™. Por otra parte, se tiene

QU = FFHT(K) X1 4 1IXgTHT N KS) 4 o G
donde, ‘ ' »
(imagén  *) N (FHPT™ (K, )><1 + 1><g H”‘”’“(K )) = o

Por lo tanto, »*z € Q7o 1mphca que 0™z € &* Q" ™y por ser »* un mono-
morfismo se sigue que z € @7, Esto termins la demostra(nén de 8.14.

En forma andloga, conf % g : X # Y — K; ¥ K,como antes, parau € H”(K,)
yv € HY(K,) SUPODZAMOS que se Verlﬁcan las condlcmnes (8.11). Se sigue que
estén definidas Tg/"A4" (u), T'g,” A# (v) y Tuige A,g (u # v). Ademis, para toda
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1 € M, o esté definida T'y/" "A¢* () o se tiene g*¢(Sq*) () = 0, y paraj € M
o esté definida T'g," A4 (v) o f*¢(Sq’) (w) = 0.

Considerando los conjuntos L, N y con la indeterminacién Q° como en el
Teorema 8.12 se obtiene

CororArIO 8.16. Bajo las hipdtesis (8.11) se tiene que
Tuoso Ad'(u % v) = Ty A (w) % g™ + ffu % Ty'Ad* ()
+ Dier Ty A T (u) ¥ ¢"Sa’v + Dsenf Sa’u ¥ Ty A (0)
modulo la indeterminacion siguiente
QT (TyynAx") + Q7 (TafAg’) # g™ + ffu ¥ Q7 (TyAy")
+ 2 @ (T AT K 0" Sd 0+ Xien S Sa7u ¥ QT T(Ta AT,
9. Formulas de producto para operaciones secundarias

Sean ®;y ®* (t > 2) dos familias de operaciones cohomolégicas secundarias
estables, segiin Adams ([1]), asociadas, respectivamente, con las relaciones

t At — Sql Sqt + Sqt Sql + Sqﬂ,l Sqt—2,
Ty'-Ag' = Sq' ¢(Sq") + ¢(Sq") Sq’ + ¢(Sq"™) 8¢

Esto es ®; estd definida en la interseccién de los nticleos de Sq', 8q* y Sq' 7,
donde Sq’ : HY(X) — H*(X), (i = t, 1,t — 2). La operacién ®; toma valores en

H™'(X)/Q""(®:; X),
donde
Qq+t(<I>t ;1 X) =8q Hq-H—l(X) + qu HYX) + Sqo,l Hq+t—3(X)

es el minimo subgrupo de H*"*(X) que contiene a los subgrupos Sq* H****(X),
Sq’ HYX) y Sq" H™*(X).

Anélogamente, ®,* est4 definida en la interseccién de los ndcleos de ¢(Sq?),
Sq' v 8q"" y toma valores en

H™(X)/Q"™(®F; X)
donde
Q™ (®F; X) = SqH™(X) + ¢(SqHVHYX) + ¢(SqHH™(X).

La segunda férmula de Peterson-Stein (ver [3; p. 101], [11]) relaciona las
operaciones secundarias con operaciones funcionales como sigue. Dada una
transformacién continua f : X — ¥ yu € HYY) tal que f*A’(u) = 0, entonces
estén definidas las operaciones ®;(f*u), T'y’A’(u), y se tiene que
(9.1) @(f*u) = T,'A"(w) modf H™(Y) + Q7@ X)

En forma anéloga, si f* Ag’(u) = 0, se obtiene,

(9.2) @7 (f'u) = Ty Ag(w) mod fFH(Y) + Q(@F; X).
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A continuacién calcularemos f(’)rmula,s de producto para ®:(uXv) y ¥ (uXv).

Como en §8,sea M = {2, --- , k — 3}. Supongamos que las clases de cohomologia,
% E HY(X) yv e HY Y) satlsfa,cen las siguientes condiciones
(1) Sq°u=8q¢v=0, 8¢ u =S¢y =0,

Sq'u = Sq'e = 0.

03) 1 IT) Paratoda ¢ € M se tiene que Sq" v = 8q""u = 0,
' o bien que Sq‘» = 0.

III) Para toda j € M se tiene que Sq" 7 » = Sq’“_‘%"v = 0,

o bien que Sq’u = 0.

De I) se deduce que estdn definidas ®;(u), ®;(v) y combinando I), bien con
IT) o III), resulta que $r(uXv) estd definida. Ademés, de I) y II) se obtiene
que para toda ¢ € M, o estd definida ®;_:(u) 6 Sq v = 0. Andlogamente, de I)
y III) se sigue que para j € M, o est4 definida ®;_;(v) 6 Sq’ v = 0.

Sea P C M todos los enteros que verifican la primera parte de la condicién
IT). Es decir, si ¢ € P se tiene 8"’ v = 8¢ 4 = 0. En forma ané,loga, sea
S © M todos los enteros que verifican la primera parte de la condicién IIT).
Obviamente, para toda 7 € P se obtiene que ®;_;(u) estd definida y para toda

J €8 también ®,_;(v) estd definida.
TrorEMA 9.4. Con las hipdtesis (9.3) se obtiene
Bp(uXv) = Bu(u)Xo + uXBu(v) + 2icr®ii(u) XSq' v
+ Dies So’ uX Py i(v)
mdodulo lo indeterminacion siguiente
QUFH (@ ; XX Y) + Q7 (By; X) Xv + uXQ ™ (@5 ¥)
+ Lier @ (@i X)XSq v+ 2jesSa’ uXQ™ (@5 ¥)
F Drremt Ar(0) X Au(9),

donde A es el subespacio vectorial del dlgebra de Steenrod de elementos homogéneos
de grado t.

Observacion. Se sigue facilmente de la demostracién del Teorema que si para
alguna 7 € P (para alguna j € S) se tiene que Sq“» = 0 (que Sq’ u = 0), el
resultado anterior vale suprimiendo en la indeterminacién total el término co-
rrespondiente.

Demostracién. Sea = un grupo ciclico de orden 2. Con K; = K(=, p), K, =
K(w, q), complejos de Eilenberg-MacLane (ver [5]), esto es, K; es un espacio
topoldgico tal que para sus grupos de homotopia se tiene m(K;) = 0sit #Z py
(K1) = 7 y en forma andloga para K,, tomando transformaciones con-
tinuasf: X — Ky y ¢ : ¥ — K, (que preservan los puntos bases) con f*y, = u,
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9*ve = v, donde v, y Ya son, respectivamente, las clases fundamentales de
K,y K,. : ‘

Ahora consxderemos los productos 1edu01dos X ¥ Y K1 # Ky, la transforma—
cién continua f ¥ g: X ¥ ¥ — K; ¥ K, inducida por fXg: XXY — K; XK,
v el diagrama (8.13).

Como vale la férmula de Cartan para el producto reducido de dos clases de
cohomologia, usando las hipétesis (9.3) resulta (f # ¢)"A*(v, ¥ 7o) =
Luuego, por la segunda férmula de Peterson-Stein se obtiene
(9.5) Pu(u # v) = Ty A (vp ¥ 7o) mod @ (I%/4,"A")

donde, (f # 9)*(v» ¥ 7)) =F1 ¥ g"va =u ¥ v.
Por otra parte, usando el corolario 8.18 se tiene que

Pf#uA ('Yp # 'Yq) = Pka ('Yp) ¥ + u ¥ T kAk(’Yq)
‘ + 2ier T A () ﬁé qu
+ Xies S’ u # T 7A (v)

médulo Q7 A
‘Nuevamente, utlhzando varias veces la segunda férmula de Peterson-Stein
1esulta |
Ty A (vp ¥ ’Yq) = ®p(u) ¥ v+ u ¥ Pp(uw)

(9.6) :
+ DB i(u) ¥ Sq° v + DiesSq’ u ¥ D)

mod @7,

Por 1ltimo, combinando (9.5) y (9.6) se obtiene

<97) Du(u ¥ v) = Bulu) ¥ 0+ u ¥ Bu(0) + Dier Buil(u) * Sq° v
4 XiesSa'u ¥ Bii(0)

Y k
mod Q1p+q+ e

Ahora, aplicando el homomorfismo &* a la igualdad (9.7), usando la naturali-
dad de la operacién secundaria y la conmutatividad del diagrama (8.17) resulta

B (uXv) = Bp(u)Xv + uXB(v) + D ier®i o(u)XSq' v
+ 2iesSq’ uX®e;(v) mod [(fXg) *H"** (K1 X K]
+ Q7@ ; XXY) + Q@ X)Xv + uX@H (x5 V)
+ Tier @ @i X)XSE 0 + DsesSU uXQTI@y 5 V)

de acuerdo con lo establecido en la demostracién del corolario 8.18.
Fmalmente

1f X g H XK ~ Zm_;f H™(Ky)Xg H4+a(K )

y por el resultado establecldo por .Serre en [13] para el anillo de cohomolo,:,ia
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de un complejo de Eilenberg-MacLane se tiene que
H'(K1) = Ai(7p),  H(EKs) = Au(7q).

Entonces, [(fXg) *H" ™™ (K, X K3)]* Z,+s=k A,(u)XAs(v).
Esto coneluye la demostracién de 9.4,

En forma analoga, si 4 € H*(X) y v € H*(Y) son tales que .
D o(8)(w) = o(S4) () = 0, e(8a"H(w = (8¢ () = 0,
Sq'u =8q'v =0, Sq Sq¢" () = 8¢ 8*(») = 0.
II) Para toda 7€ M se tiene que c¢(Sq* %) (u) 0,

i

(9.8) ) )
o bien que ‘¢(Sq*)(v) = 0.

III) Para toda j € M se tiene que ¢(Sq* ™) (v)
¢(8q’) (u) =

De estas condiciones se sigue que estén definidas ®,%(u), &% (v) y ®:*(uXv).
Ademds, para toda ¢ € M, o estéd definida ®;_*(u) 6 ¢(Sq*)(») = 0 y, o bien
est4 definida ®,_* (v) 6 ¢(Sq’)(u) = O paraj € M.

Sean L, N < M enteros que verifican, respectlvamente la primera parte de la
condlcmn II) y III).

It

0, o bien que

TrorEMA 9.9. Bajo las condiciones (9.8) se tiene que
&* (uXv) .
=& (u)Xo + uX®F () + Dier®i® () XSqiv
+ Tie S’ uXBiF(0) mod @B@F; XXY) + Q@ X)X
+ uXQ @ Y) + i @ (@t X)XSq' 0
+ 2ien S uX QW (@ V) + Drseci Ar(u) X Au(v),
con A; como en el Teorema 9.4.

Observaciéon. Usando la transformacién diagonal y la naturalidad de las
operaciones se establecen resultados andlogos a 9.4 y 9.9 para el producto .

10. Férmulas especiales de producto

Particularizando las hip6tesis (9.3) estableceremos algunas férmulas especiales
de producto que resultan para las operaciones ¥, .

Supongamos primero que k = 2t es par y que u € H” (X ), v € HY(Y) satis-
facen las condiciones siguientes: Sq* u = Sq' v = 0, 8¢* ¥ u = S* U = 0
v 8™ = 8q® "™ = 0 para toda 2 tal que 0 < 2( < t — 2. Se comprueba
facﬂmente que con estas hipétesis las clases de eohomologia u, v satisfacen las
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condiciones (9.3) y se obtiene la siguiente fé6rmula de produeto
Do (uXv) = Pop(u) Xv + uXPys(v)
+ D82 (®oei(u) XSq v + Sq° uX Py 0i(0)}.
La indeterminacién en este caso es la siguiente
Q7 By ; XXY) + @ *“(q»z, s X)Xv 4+ uXQ 7 (®y 5 Y)
+ QT T (@us; X)XSq' v + Sq° MXQﬁM—'(‘I’zt—z ; V)i
D rraae Ar(u) X A4(0).

Si a las hip6tesis enunciadas arriba agregamos la condicién que Sq*** u =

Sq*™ = 0 para toda 27 tal que 2 < 2i < ¢ — 31a férmula (10.1) se simplifica en
la siguiente

Do (uXv) = Pop(u0) Xv + uX Py (v)
4 2o {Par2i(u) XSG + 8¢ uXPar2i(v)}.

En este caso la indeterminacién es menor que la de (10.1) de acuerdo con la
observacién hecha al final del Teorema 9.4.

Ahora supongamos que k = 2¢ + 1 es impar y que las clases de cohomologia
u € H*(X) y v € HY(Y) verifican las siguientes condiciones:

Sq2t+l~2iu = Sq2t—1—2iu =0 v Sq2t+1-—2iv — Sth—l——Z'Lv =0

(10.1)

(10.2)

para toda 22 tal que 0 < 27 < 2¢. Se deduce facilmente que con estas hipétesis,
u y v satisfacen las condiciones (9.3) y resulta la siguiente férmula de producto

By (uXv) = Bopya(u) Xv + uXPpppq(v)

(10.3)
+ 21—1 <I>2t+1_2@(u)><Sq v + 8q% U X Po1_94(v) }

con la indeterminacién siguiente
QU (Byy1 5 XXY) + QU™ (@aa; X)X + uXQE T (Ppuga 5 V)
+ 2 QT T T ( By i ; X) XSy + SqTuX QTP T (®pppamgs; Y)}
| + Drremarn Ao(u) X A(0).

Anslogamente, para k = 2t + 1y suponiendo quewu € H(X),yv € H(Y)
satisfacen las siguientes condiciones: Sq' u = 8q'v = 0, Sqml—z =8¢ " u=0
y 8™ % = 8¢° v = 0 para toda 7 tal que 0 < ¢ < ¢ se tiene la siguiente

férmula de producto

Do (uXv) = Poppa(u) Xv + u><¢z;+1(v)

(10'4) t—1 % P
: -+ iz {®arr1—i(u) X8q" v + 8q UXPora1-i(v)}
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con la indeterminacién siguiente:
QU Byyy 3 XXY) A+ QU (Bagr; X)Xv 4+ uXQ T (Byya; V)
+ 2@ T @uas; X)XSq' + SquXQT T (@i V)
+ Dorvomt Ar(w) XA (0).

Sea I; © A el ideal bilateral generado por Sq'. Agregando la condicién
A,(u) = Oparatodartalquel < r < 2ty 6(v) = 0 para toda 6 € I de grado
<2t a las hipé6tesis de la correspondiente férmula de (10.2) para el producto
se obtiene la siguiente férmula,

<I>2t(u ~ U) =U < @2;(1)) + E:;%(I’zt_zr(u) «— SqZTT)
establecida por Adem y Gitler en ([4; p. 64]).
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