ALGUNAS RELACIONES EN LA TORSION DE WHITEHEAD

Por S. pe NEymMeT pE CHRIST

Introduccion

- La noeién de tipo simple de homotopia la introduce J. H. Whitehead en varios
articulos, empleando este término por primera vez en [7]. Dado un CW-complejo
finito y conexo K, considera la clase Cx de todos los CW-complejos (finitos y
conexos) que son del mismo tipo de homotopia que K. El tipo simple de homotopia
es una relacién de equivalencia en la clase Cx . Para saber cuando dos ecomplejos
X, Y de Ck son del mismo tipo simple de homotopia, asocia a cada equivalencia
homotépica f: X — ¥ un elemento de un grupo abeliano Wh(x:(Y)) que denota
con 7(f). Esta es la torsién de Whitehead de una equivaleneia homotépiea f. Si
existe f: X — Y tal que 7(f) = 0, entonces X y ¥ son del mismo tipo simple de
homotopia y se utiliza la notacién X = Y(Z).

El tipo simple de homotopia es un invariante combinatorio en el sentido que si
X, es una subdivisién de X entonces X = X;(Z). En un articulo reciente, J.
Milnor [4] hace uso de este invariante para dar un ejemplo de dos espacios homeo-
morfos y que sin embargo son combinatoriamente distintos.

En general, dada una equivalencia homotépica f: X — ¥, no es facil calcular su
torsién y esto se debe en gran parte a la complejidad del grupo Wh(m(Y)). Dado
un grupo G, el grupo de Whitehead Wh(Q@) es el grupo cociente GL(ZG)/Eq
donde GL(Z@) es el grupo de matrices inversibles “infinitas’ sobre ZG que denota
el anillo entero del grupo Gy Eq es el subgrupo de GL(Z@) generado por su sub-
grupo conmutador y por las matrices diagonales con elementos en la diagonal de
la forma 42 con x en @, esto es, son unidades triviales del anillo ZG.

Debido a esto, se estudian los grupos de Whitehead que es un functor covariante
v se han obtenido resultados para grupos especiales que utilizaremos. Asi por
ejemplo establecemos la férmula

Wh(G X Go) = isWh(Gh) + 2 Wh(G:) + K

donde 7%» ¥ %+ son los homomorfismos inducidos por las inclusiones y si 1, pe
denotan las proyecciones naturales entonces

K = Ker p1» [ Ker pos

Esta férmula se generaliza inmediatamente para un nimero finito de factores
siendo en este caso K = [l Ker p;» . Como se sabe [6] en el caso de producto
libre, K = 0.

Nuestro propésito es definir un invariante menos fuerte en Cx. El procedi-
miento es semejante; a cada equivalencia homotépica f: X — Y y a cada subgrupo
normal'N de ¢ = m(X) le asociamos un elemento de Wh(G/N) que denotamos
7x(f) v es lo que llamaremos la torsién de f relativa al subgrupo N. Cuando N es el
subgrupo trivial de @ entonces 7x(f) es la torsién (absoluta) de Whitehead =(f).
El desarrollo completo de esta definicién estd en §1.
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En §4 estudiamos la relacién que existe entre 7(f) y 7x(f) obteniendo

™(f) = psr(f)

donde px es el homomorfismo inducido en los grupos de Whitehead por el homo-
morfismo natural p:G — G/N.

Ademis de 7x(f) se tiene asociada a la equivalencia f y al subgrupo N una
equivalencia homotépicaf': X' — ¥’ que cubre afcon X' — X y Y’ — ¥ cubiertas
normales de X y Y tales que m(X’) =~ m(¥’) =~ N. Ahora bien, si N es de indice
finito, X y ¥’ son CW-complejos finitos y conexos asi es que se tiene definida la
torsién de f’ que en este caso es un elemento del grupo Wh(N).

En §2 introducimos un neuvo homomorfismo que por la semejanza que tiene
con la Teoria de Grupos llamamos transferencia (transfer homomorphism). Este
homomorfismo est4 definido en los grupos de Whitehead de un grupo G en el de un
subgrupo normal N de indice finito y es

tr:Wh(G) — Wh(N).
Si7:N — @ es la inclusidn, se tiene la siguiente relacién
txtriw(a) = nix(a)
para todo e en Wh(N) y n = [G:N]. En algunos casos se cumple
trig(a) = na

pero el contraejemplo dado en §3 demuestra que esto no es vélido en general como
sucede con la transferencia en la Teoria de Grupos y el de la Cohomologia de
Grupos. Ademis, este ejemplo muestra que ningtin homomorfismo de Wi(G) en
Wh(N) puede definirse tal que satisfaga esta propiedad.

La transferencia homomorfismo sugerido de la Geometria de las cubiertas nos
sirve para dar la relacién existente entre 7(f) y 7(f'). Asi en §4 demostramos

(') = tr+(f).

Cuando G = G1X @, es un grupo finito, tenemos dos homomorfismos transfer
try: Wh(@) — Wh(Gh), tre: Wh(G) — Wh{G2) que con las inclusiones y pro -
yecciones satisfacen

tr; ip(al) = Moy, tl‘z’izt(az) = Ngog,
trizes =0 y trees =0

para a; € Wh(G1), as € Wh(Gs), 1 = [G:Gh] y ne = [G:G.

Como ejemplo, tratamos el caso de X, Y espacios lente de dimensién 2n — 1.
Sean L = L(M;ky, -+, k) yL = L(m;ty, - - ,t,) dos espacios lente del mismo
tipo de homotopia utilizando la notacién acostumbrada, asi que w(L) =~
m(L") = G es un grupo ciclico de orden m. Supongamos que m = myms con
(my, mz) = 1entonces G = Gy X G;con Gy y G grupos ciclicos de 6rdenes my y ms
respectivamente. Construimos las cubiertas Iy — L, L, —» Ly L’ - L', L,’ —» L’
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de manera que m(Ly) ~ m(L') = Gy y m(L:) ~ m(L)) = G,.Entonces si
f:L — L' es una equivalencia homotépica se tienen las equivalencias fi:Ly — L/,
fa: Ly — Ly’ que cubren a f. Aplicando lo anterior,

7(f) = Geprer(f) + doepasr(f) + B

con 3 en K. Pero resulta en este caso especial que pi+7(f) = 7(f1) y peer(f) =
7(f2), es decir try 7(f) = puer(f) y tr27(f) = parr(f). Finalmente se demuestra
que si 7(f) # 0 entonces 8 ¥ 0 y se da un caso concreto donde +(f;) = 0,
7(fz) = 0y sin embargo =(f) = 0.

1. Definiciones

Sea R un anillo con unidad. El grupo lineal infinito GL(R) sobre el anillo R, es
la unién con respecto a n de los grupos GL(n, R) de matrices n X n inversibles
(con inverso izquierdo y derecho) sobre R en la sucesién de inclusiones

GL(1,R) c GL(2,R) c --- C GL(n,R) c GL(n + 1,R) C - --

donde o € GL(n, R) se identifica con la matriz

a 0 ‘
0 1
de GL(n + 1, R).

Sea E(n, R) el subgrupo de GL(n, R) generado por las matrices que difieren de
la matriz identidad en un elemento fuera de la diagonal; a estas matrices las
llamaremos elementales. Un generador de E(n, R) es I + re;; con ¢ ## j donde I
es la matriz identidad, » € Ry ey; es la matriz con ceros en todos lados excepto en
el lugar (7,7) donde aparece el elemento 1 de R. Denotemos con E(R) el subgrupo
de GL(R) unién de E(n, R).

El primer resultado es que E(R) es el subgrupo conmutador de GL(R), [3,
Lema 1.1]. Asi el grupo cociente

K\(R) = GL(R)/E(R)

se escribe en forma aditiva y es el grupo de Whitehead del anillo R. El grupo de
W hitehead reducido de R, es el grupo cociente de K;(R) mdédulo las matrices
diagonales con elementos en la diagonal 4+1 0 —1 y se le denota por K;(R).

Ahora bien, el grupo de Whitehead de un grupo G:Wh(G) se define como sigue.
Consideremos ZG el anillo entero del grupo G'y Eg el subgrupo de GL(Z@G)
generado por las matrices elementales y por las diagonales cuyos elementos en la
diagonal son de la forma +2z 0 —z para toda € G. Entonces

Wh(G) = GL(Z@G)/Eq,

esto es, Wh(@G) es el grupo cociente de K;(ZG) médulo las matrices diagonales de
la forma antes dicha.

Es fécil ver que el grupo de Whitehead de un grupo (anillo) es un functor co-
variante de la categoria de grupos (anillos) y homomorfismos en la de grupos
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abelianos y homomorfismos. En particular si en la sucesién G —f—> G LJ» G la
composicién f'f es el homomorfismo trivial entonces f«'fx = 0, esto se debe a que
toda matriz “‘entera” de GL(n, ZG") es cero en Wh(G").

Supongamos que R es tal que dos bases de cualquier médulo R-libre M tienen
el mismo ndmero de elementos, condicién que siempre satisface el anillo entero de
un grupo. Dos bases m = {m.} ym' = {m,} de M son equivalentes si la clase de la
matriz cambio de base || 7i; || (mi = Zr;m;) en Ki(R) es cero. Denotemos a este
elemento de K1(R) con [m/m'].

Sea,

C:Cn—a) Cn_l-(l —6) Cl—a> Co
un R-complejo (finitamente generado) con base; es decir, C; es un médulo
R-libre con cierta base preferida ¢, = {¢,} (1 = 1, - - - , ag) ¥ C es un complejo de
cadena sobre R. Si C es aciclico, tenemos sucesiones exactas

0—>Bq—>Cq—6>Bq_1—>O g=z0
donde B, = 3(Ces1) ¥y By = 0. Por inducecién resulta que los médulos B, son
R-libres. Sean entonces b, = {b;} (7 = 1, ---, ,Bq)_ bases cualesquiera de
Byg=0,---,n— 1. Unabasede Cyes{b?, ---,bs% 0%, -+, bs,_,"} para

ciertos b;%" de C, que se proyectan en b;% . Dos bases de C, de esta forma son
equivalentes y si bgb,—1 es cualquiera de ellas, se obtiene un elemento [c,/bgbg]
bien definido.

El elemento 7(C) de K;(R) dado por

(C) = — Z;=0 (—1)%[cqg/bgbe]

depende tnicamente de las clases de equivalencia de las bases ¢, [3, p. 365] y este
elemento es la torsion de Whitehead del complejo C. Hemos seguido a Milnor [3]
mas bien que a Whitehead [7] en llegar a la definicién de torsién de un complejo.

Consideremos ahora un par (K, L) de CW-complejos finitos y conexos donde
| L| es un retracto por deformacién de | K |. Utilizando la homologia singular,
definimos el g-grupo de cadena C,(K, L) sobre los enteros por

Co(K, L) = Hy(|K*UL|, |[KT UL

donde K? es el esqueleto de dimensién ¢ de K.

Seleccionemos un punto base fijo de L y por lo tanto de K y sea G el grupo
fundamental de K relativo a este punto base; como | L | es retracto por deforma-
cién de | K | su grupo fundamental es isomorfo a G. Sea N un subgrupo normal de
@. Consideremos al par (K’, L") de CW-complejos que es cubierta normal de
(K, L), siempre respecto al punto base fijo, tal que m(K') ~ m(L') ~ N, asi
quep:K'— Kyp|L':L'— L son cubiertas normales con grupos de translaciones
isomorfos a G/N, ademss | L' | es un retracto por deformacién de | K'| y los
elementos de G/N actian como transformaciones celulares.
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El complejo C(K’, L") es un Z(G/N)-complejo aciclico finitamente generado
y el nlimero de elementos de una Z(G/N )-base es igual al ndmero de celdas de
K — L.

Si para cada celda e; orientada de dimensién ¢ de K — L, ¢ = 1, -+, a,
seleccionamos una celda e, € K’ de dimensién ¢ que se proyecta sobre e;,
obtenemos una coleccién {e;'} que forma una Z(G/N)-base de Cy(K’, L), pues
cualquier otra celda ¢’ que se proyecta sobre e; es de la forma 4=we; conw € G/N.
Asi, cualquier otra Z(G/N)-base de C,(K’, L') de este estilo es de la forma
{ 4=wqe;'} ; siendo la matriz cambio de base

+w;
0

£ We,

que es un elemento de Eg¢,/x . Por lo tanto, si definimos 7y (K, L) como la imagen
en Wh(G/N) de +(C(K', L)) € K1i(Z(G/N)) utilizando cualquiera de las bases
preferidas que hemos descrito, se obtiene un elemento independiente de la
eleccién de dicha base. El procedimiento para demostrar que est4 bien definido
75 (K, L) es el mismo que en [3, p. 378], esto es, es independiente del punto base
que se tome.

DerinNic16N. La torsion del par (K, L) relativa al subgrupo normal N de G es
elemento 7y(K, L) de Wh(G/N).

Sea f:X — Y una equivalencia homotépica donde X, Y son CW-complejos
finitos y conexos. El cilindro de la transformacién f es un CW-complejo My
cuyo espacio es | M| = | X | X IU|Y|/(x, 1) ~ f(x), donde I es el intervalo
cerrado [0, 1] y las celdas de M, son las celdas e de X, & de Y y las de la forma
e X I, (I = (0,1)) alidentificar X con X X 0.

Como f es una equivalencia homotépica, | X | es un retracto fuerte por de-
formacién de | M, |. Asi el par (M;, X) satisface las condiciones que pedimos
para definir su torsién relativa. Sea G@ = m(X) y N un subgrupo normal de G,
la equivalencia f induce un isomorfismo = (M;) & G, entonces si N’ se transforma
isomorficamente en N, tenemos el elemento 7y (M, X) € Wh(m(M,)/N')

DerFiNicION. La imagen de 7a(M;, X) en Wh(G/N) es 7x(f) la torsion
relativa al subgrupo N de la equivalencia homotdpica f.

Cuando N es el subgrupo trivial de G, la torsién relativa a N de f se denota
7(f) y es la torsién (absoluta) de Whitehead de f, lo mismo que 7(K, L) es la
torsién del par (K, L). Asi que en este caso, en lugar de referirnos a cubiertas
normales, se consideran las cubiertas universales. Varios resultados pueden
demostrarse para el caso de la torsién relativa como se demuestran en [3] para
la torsién absoluta. Asi, por ejemplo, son vilidas las proposiciones siguientes.
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S8i¢:X — Y es la inclusién entonces t47x(7) = 7wy (Y, X) con
! Wh(mi(X)/N) =~ Wh(m(Y)/i(N)).
Si f y ¢ son homotdpicas entonces 7x(f) = 7x(g).

DeriNiciON. Sean K y L del mismo tipo de homotopia, si existe una equi-
valencia homotdpica f:K — L tal que 7(f) = 0, entonces se dice que K y L
son del mismo tipo simple de homotopia y se denota K = L(Z). En forma
andloga, diremos que K y L son del mismo tipo simple de homotopia relativo
a N si existe una equivalencia homotépica f tal que 7x(f) = 0.

En §4 demostraremos que si K = L(Z) entonces K = L(Z rel. N) para todo
subgrupo normal N.

2. La transferencia en los grupos de Whitehead

Sea G un grupo y N un subgrupo normal de G con indice finito n. En estas
condiciones definiremos un homomorfismo

tr:Wh(G) — Wh(N).

Recordemos que el anillo ZG es un ZN-mdédulo libre bilateral. Se obtiene una
base al tomar un sistema de representantes #;, - - - , 2, en G de las clases laterales
G/N. En efecto, si r € Z@G, es de la forma r = Zmx; conm; € Z, z; € G, pero
z; = yZ; donde & es uno de los elementos z; determinado por la condicién
de que Z; representa a la clase Nz;. Por lo que r se expresa en forma dnica como
r = Z(may:)%:, como y; € N, obtenemos finalmente quer = D1 sz con s € ZN.
Ademé4s es claro que los elementos z; son linealmente independientes sobre ZN.

Dado un sestema ordenado de representantes de G/N,1 = 2y, - - - , 2, , definimos
un homomorfismo aditivo '
(2.1) 6:Z2G — ZN

como sigue. Dado r € Z@, lo escribimos como r = D1 sz entonces 8(r) = s, .
Asf utilizando & podemos definir #° homomorfismos aditivos

(2.2) 0:;:ZG — ZN, (,7=1,++,n)
por
0ii(r) = d(zarz; )
los 0;; definen a su vez un homomorfismo aditivo
(2.3) 0:ZG — M (n; ZN)

donde M (n; ZN) es el anillo de matrices n X7 con coeficientes en ZN . Extendemos
0a

(24) 0:M(m; ZG@) — M (mn; ZN)

al poner
0(llrasll) = ll6Cran] .
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Prorosicion 2.5. 0:M (m; ZG) — M (mn; ZN) es un homomorfismo mul-
tiplicativo.

Como 8;;(1) = 0si< 5 7, 0:(1) = 1, 0(]) es la matriz I de M (mn; ZN).
Ahora veremos que 6(r’) = 0(r)(r"). Sean r = sz, ' = sz, . Entonces

(2.6) 0:;(r") = Zzisiens izt
la suma es sobre todos los indices %, ¢ tales que (zi2:z; *) € N. Por otra parte
(2.7 Doec10a(r)8ui(r) = D [Z(ziswenza ") (2usi225 )]

donde la suma interior es sobre los indices %, ¢ tales que (22, ) € N y
(24212;") € N. Pero entonces las dos sumas en (2.6) y en (2.7) coinciden ya
que si (22 *) € N, se tiene (z:2x) € N(zz: ") = Nz, con (2227 ") € Ny asi
(222 ) € N, ademds z, es unico. Reciprocamente, si (zzw2n ") € N y
(2227 ") € N, entonces (zzw2iz; ~) € N.

Finalmente

6(Il siillll s:5°1) = N 6Ces) |

donde ci; = D Siisks, por 1o que 8(cy;) = > i 0(sa)8(sk;’) aqui se trata de suma
de matrices. De esto se sigue que

(] sis llll sis” 1) = 6(|] 555 |8 855" |]).
Consecuencia inmediata de la proposicién es que 6 induce un homomorfismo
6:GL(m; ZG) — GL(mn; ZN)
que extendemos al grupo lineal infinito
(2.8) 0:GL(Z@) — GL(ZN)

Prorosicién 2.9. La tmagen bajo 6 del subgrupo Eq de GL(ZG) estd contenida
en E N .

Demostracion. Eq estd generado por matrices infinitas de la forma I + rey,
con ¢ # j, r € ZG y por matrices diagonales infinitas cuyos elementos en la
diagonal estdn en =4=G. Ahora, 6(1 + re;) = 6(I) + 6(r)(es), esta matriz
coincide con la matriz unidad I de GL(ZN) excepto en el bloque nXn fuera de
la diagonal que corresponde a 8(re;;) y es facil ver que esta matriz puede es-
cribirse como el producto de cuando més n® matrices elementales I + se,, con
s € ZN. La imagen bajo 8 de una matriz diagonal || &=z con z; € G, es una
matriz diagonal de bloques nXn donde cada bloque en la diagonal es =6(z;).
Como x; € G, su imagen tiene un solo elemento distinto de 0 en cada renglén
y en cada columna que ademis estd en N, entonces transformaciones elementales
del tipo permutacién de dos columnas, por ejemplo, transforman esta matriz
en una diagonal con elementos en la diagonal en £=N. Pero este tipo de trans-
formaciones equivalen a multiplicar por la derecha por matrices elementales;
ahora bien, como el nimero de elementos distintos de 1 en la matriz diagonal
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infinita || =2, || es finito, la imagen bajo 6 de esta matriz es equivalente médulo
E(ZN) a una matriz diagonal de Ey .

Cororario 2.10. El homomorfismo 6:GL(ZG) — GL(ZN) induce un homo-
morfismo

tr:Wh(G) — Wh(N).

El homomorfismo tr, lo obtuvimos a partir del sistema ordenado de repre-
sentantes 1 = 21, - -+, 2, de G/N en G. Ahora afirmamos

Prorosicion 2.11. El homomorfismo tr:Wh(G) — Wh(N) es independiente
del sistema de representantes de G/N.

Demostracion. Primero haremos la demostracién cuando el orden en que se

consideran los representantes z;, es distinto Sean z’, -+ -, 2, tales que 2z = z;,
2i = z;para dos indices 7, j fijos y 2 = 2 para todo % distinto de z v dej. Es
claro que si 6" es el homomorfismo (3.3) relativo a la ZN-base 2, -+, 2.,

se tiene que 6(r) y 6'(r) difieren en dos columnas y dos renglones; éstos son exac-
tamente las columnas <, 7 y los renglones 7, j que se encuentran intercambiados.
Liuego por el mismo razonamiento que en la demostracién anterior, se tiene que
los dos homomorfismos inducen en los grupos de Whitehead el mismo homomor-
fismo tr.

Sean ahora z;, -, 2. otro sistema tal que 2z = y.z: para y; € N y toda
i =1, ---, n. Luego los homomorfismos 6, §':ZG — M (n; ZN) se ven como
sigue

0(r) = Szszzs - con (zae ) €N
87 ()

r 1 1 1—-1 o1 1-1
225 Sk 2 25 con (zizrze; ) EN

0 (r) = Zyi(zise yezzi Dy

pero como i yx = S ya que son los dos coeficientes de z; del elemento r al hacer
el cambio de base, se sigue que

Y1 0
0'(r) =yo(r)y™, y=
0 Yn
De aqui se sigue ficilmente que los homomorfismos inducidos en Wh(Q)
coinciden. Con lo que queda demostrada la proposicién.

3. Propiedades de la transferencia

En analogia con el homomorfismo “transferencia’ de la Teoria de Grupos, al
homomorfismo tr lo llamaremos transferencia. Asi nuestra transferencia en
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los grupos de Whitehead, estd definida de Wh(G) en Wh(XN) cuando N es un
subgrupo normal de @ con indice finito.

Veremos ahora ciertas propiedades de la transferencia. -

Si Ia sucesién exacta

1-N—->G—G/N—->1

es separable, es decir cuando G es el producto semidirecto de N por G/N, en-
tonces hay sistema de representantes de G/N que forman grupo. En este caso
las matrices 6(zx) con 2, - - - , 2, este sistema, constan de ceros y de un elemento
1 en cada renglén y en cada columna.

Si ademéds G/N es conmutativo, 6(z;) es precisamente la matriz transpuesta
de la representacién regular de G/N valuada en el elemento w, de G/N cuyo
representante es 2z .

Veamos una propiedad que hace ver que la definicién de la transferencia que
hemos dado parece adecuada.

Lema 3.1. Sea N un subgrupo normal de G con indice n, st © es la inclusion
de N en G, entonces en la sucesion

WhN) 2 wh(e) S Wh(N) 23 Wh(G)

se tiene 14 tr ix(a) = nix(a) para todo a en Wh(N).

Demostracion. Sea o = {|l hij |} ew, entonces 7s tr ix(a) = {||0hii||}zq
Ahora como h;; € ZN, :
hijay 0
0(h¢j) = . con hisay = 2 hij 2
0 hijcny
para zi, - -+, 2, un sistema de representantes de G/N. -Entonces,
hu(l) hlm(l)
o b Fammy
BOCRa) | = - « = o v oo e L o
|l Amray hmnaty '
hnl(m) hmn(n)

es equivalente médulo Ex con la matriz diagonal de n bloques donde cada bloque
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en la diagonal es una matriz mXm || hijgy ||, parak =1, -+, n ¥y
L T0)
| hijanr || =
Pwiay =+ ¢ P
pero, en GL(Z@), podemos escribir || hiay || = Zil| hij||Z5 ", donde Z; es la

matriz diagonal con todos sus términos en la diagonal iguales a 2. Luego
ix tr dx(a) = {Za]| i |2 Y me + -+ + {Zall Bij | 20 Y56
de donde
Ty T 15(a) = nix(a).

Lema 3.2. St existe un sistema de representantes de G/N en G, W = {21, - -+ , 2a},
tal que el subgrupo N esté contenido en el centralizador de W entonces se tiene
tr 2x(a) = na.

Demostracién. Siguiendo el cileculo anterior, usando la misma notacién, se
llegé a

trix(a) = {[ huo }aw + -+ + {Ihiso [} 2w s

pero como por hipétesis N estd en el centralizador de W, es decir todo el ele-
mento de N conmuta con z; para toda %, se tiene que higy = 2hizx ~ = hij
y de aqui el resultado es inmediato.

Observacion. En general no se tiene tr 7« (a) = na como lo muestra el siguiente
ejeraplo.

Sea G el grupo ciclico de orden 5 generado por y; sea G4 el grupo ciclico de
orden 4 generado por w. Consideremos el producto semidirecto G de G5 por G,
definido por 4° = y°. Entonces G tiene dos generadores y, w, con relaciones
Y = w' = 1, w 'yw = y’. Asf G5 es subgrupo normal de G de indice 4. Por otro
lado se sabe que Wh{(G5s) es un grupo ciclico infinito generado por una matriz
1 X 1| u]l,donde u es una unidad no trivial de ZG; [3, p. 374]. Tomemos u =
—1 4 y + 4" Entonces si tr:Wh(G) — Wh(Gs) lo construimos utilizando
1 =" -+, v’ como sistema de representantes, se obtiene

trix{ulsg, = {uovOUVRU®) £,
donde ug = wuw™. Como w'yw = 3°, se verifica ficilmente que w'y'w™’
i(2¢ ., =
= y’( ). Con esta relacién obtenemos Uy = U@ = U, U = U@ = U = —1 4

+ ' 4+ 4°. Y finalmente tr ix{u}ze, = 0 que es distinto de 4{u} s, .

4, Relaci6n entre la Torsién Relativa y la Torsién Absoluta

Consideremos nuevamente a (K, L) un par de CW-complejos finitos y conexos
con |L| retracto por deformacién de |K|. Sea N un subgrupo normal de
@ = m(K) de indice n. Sea (K’, L') un par de CW-complejos cubierta normal
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de (K, L) con grupo de translaciones de la cubierta isomorfo a G/N, esto es
P':K’ — K es una cubierta normal con m(K') ~ N y P’ |L' es cubierta de L.
Si (K, L) es un par de complejos cubierta universal de (K’, L’) se tiene el
diagrama conmutativo

PN /(K', )
v
(K', L") P, G
AN

P,G/N¥(K,L)

de cubiertas de pares donde el grupo de translaciones de la cubierta est4 anotado
a continuacién de las proyecciones respectivas.

Vamos a comparar (K, L) con7(K', L") y con rx(K, L). Para esto, empezamos
por elegir bases convenientes en las clases preferidas de los complejos de cadena
asociados a estos pares de complejos cubiertas.

Como (K', L) — (K, L) es cubierta universal, actda G como grupo de trans-
laciones y, como antes, opera libremente en C(K’, L'); por otro ladotambién
operaen C(K’, L) el grupo N libremente por ser P’': (K’ L") — (K', L') cubierta.
Asi que para diferenciar al grupo C(K’, L’) escribiremos C(K, L) cuando lo
consideramos como médulo ZG-libre con base {7} ( = 1, -+, ay; ¢ = O,
vo,dim. K) y C(K', L) es el médulo ZN-libre con base {&. %} fija que selec-
cionaremos asi: sea 1 = 2, -+, 2, un sistema de representantes de G/N en
@ entonces definimos &% € K’ por &% = z#;. Ahora, asociada a la cubierta
PR, L") —» (K', L) ésta es una ZN-base de C(K’, L) pues las celdas de
K’ — L' de dimensién ¢ son de la forma wies’ con wi € G/N, e = P'(4)
que es una celda de K’ que se proyecta bajo P’ sobre e; € K — L. Luego P'(é.)
= wypespues & = 2:8:y que P/ manda é; en e/’ y z; en su clase wy . De esta manera
fijamos también la Z(G/N)-base {e/% de C(K', L) asociada a la cubierta
Pk, L) - (K, L).

Referidas a estas bases tenemos las torsiones 7(K, L), 7v(K, L) y 7(K', L)
que estdn relacionadas seglin los dos lemas siguientes.

Lema 4.1. La torsion relativa al subgrupo N del par (K, L) es la imagen de la
torsion absoluta del mismo par bajo el homomorfismo inducido por p:G — G/N
el homomorfismo natural.

Esto es,
(4.2) (K, L) = psr(K, L).

Demostracién. Utilizaremos el siguiente resultado de Milnor sobre el cambio
de anillos [3, p. 384].

Sea C un R-complejo con base {¢;} y sea h:R — R’ un homomorfismo de
anillos. Se define un R’-complejo €’ por

(4.3) ¢ =R @zC
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utilizando h. Asi C’ tiene a {1 ® ¢/} como R’-base y su operador frontera
8':C,/ — C,_, estd dado por la férmula

(4.4) (1 ®c) =Zh(ri)(1 ® )
donde
(4.5) (e = Erijch—l.

Cuando C es aciclico entonces también lo es €' y
(4.6) 7(C") = hsr(C)

donde %4:Ki(R) — Ki(R') estd inducido por A.
Para la demostracién del lema, basta hacer ver que los complejos Z(G/N)
®z¢C(K, L) y C(K’, L) son isomorfos como Z(G/N)-complejos con base.
En efecto, la correspondencia 1 ® e; — e;” es biunivoca entre los elementos de
las bases, extendiéndola por linealidad, obtenemos el isomorfismo Z(G/N)-
equivariante

¢:Z(G/N) ®z¢ C(K, L) — C(K', L").
Ahora, como P':(R', L') — (K', L) es celular (simplicial en el caso de

complejos simpliciales) se tiene que si .

a(éiq) = E?"';jéjq—l, con 7y € yAe
entonces

d(ei'q) = Zp(ry)e/™™, con p(ry) € Z(G/N)

luego como

(1® & = Zpy(ra)(1 ® &)

por (4.4) se sigue que ¢ es un isomorfismo de Z{G/N )-complejos con base.
Y por [3, T. 3.1, p. 865] se tiene la igualdad (4.2).

Coronario 4.7. La torsidn relativa es un tnvariante combinatorio. Es decir,
st (K, Ly) es una subdivision del par (K, L) entonces r5(Ki, Ln) = (K, L).

Esto es consecuencia del lema anterior y de que la torsién de Whitehead es un
invariante combinatorio en el sentido que hemos precisado.

LEema 4.8. La torsion del par (K', L") cubierta normal de (K, L) con grupo de
translaciones G/N, es la imagen bajo tr:Wh(G) — Wh(N) de la torsion +(K, L).

Demostracién. Como la transferencia es independiente del sistema de represen-
tantes que se tomen, aplicamos la definicién de la transferencia para 1 = z,
. . 4 A
-, 2n €l sistema que elegimos tal que &.: = 2:é;. :

La convencién que hicimos fué escribir Co(K, L) en lugar de C(K’, L))
cuando consideribamos este ZN-médulo como ZG-médulo relativo a la base
que hemos dado. Pero por otro lado, como todo Z¥-mdédulo puede considerarse
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como Z(G-médulo operando los elementos de G que no estdn en N en forma
trivial, se pueden construir ZG-homomorfismos de C,(K’, L') en C (K, L).
Nos conviene utilizar las igualdades & = z6; que precisamente nos dan el
cambio de base del grupo como ZN-médulo a ZG-médulo.

Estas igualdades inducen un isomorfismo

v:C(R', L)) — C(R, L)
como Z-complejos. En particular, ¥ es ZN-equivariante pues
(i) = i (D wyen) 8 = DY ().
Sea ¥':C(R, L) — C(R’, L) el homomorfismo inverso de ¥ esto es,
V(&) = &, ¥ (z8:) = & y en general
\I’,(Zz Tiéi) = Zk.i skiéki,, donde r; = Zk SkiRk
porque {zx} es ZN-base de ZG como hemos visto. 3
Si{b;} (=1, -+, 8, esuna Z@-base para 0Co1(K, L) entonces V' (2:b;)
= by, forma una ZN-base para dCoi(K', L').
Ahora, escribiendo las matrices cambio de base se concluye que
(4.9) 6l 6/055 5 || = || &"/basors " |,
donde 6 estd dado por (2.3) con el sistema de representantes que estamos con-
siderando. Obtenemos de (4.9)
(4.10) tr (K, L) = —2(—1)%0]] /6% ||}y = (K, L")
Cororar1o 4.11. 82 K y L son del mismo tipo simple de homotoptia, entonces
7(K', L) = 0y (K, L) = 0.
El reciproco de este corolario no es cierto como veremos en el ejemplo de 10°

espacios lente.

También podemos escribir las relaciones entre 7(f), 7v(f) y 7(f') paraf: X —» ¥
equivalencia homotépica de dos CW-complejos finitos y conexos, N subgrupo
normal de G = m(Y) y f:X' — Y’ equivalencia homotépica que cubre a f
respecto a las cubiertas X’ — X, ¥’ — ¥ con grupos de translaciones isomorfos a
G/N. Traduciendo las torsiones de equivalencias homotépicas a torsiones de
pares obtenemos finalmente que

(4.12) () = purl) ¥ () = o)
con py:Wh(G) — Wh(G/N) inducido por el homomorfismo natural y
tr:Wh(G) — Wh(N).

5. Aplicaciones

Cuando G es un producto directo, digamos G = G1X@G, con n; = [G:G],
ny = [G:Gs], tenemos dos homomorfismos transferencia

tI‘1:Wh(G1XGz) g Wh(Gl), tl‘z:Wh(gl><Gz) - Wh(Gz)
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v en este caso obtenemos relaciones sencillas. Consideremos el diagrama
1 D2
G =G X G -e_—) Gy
D1 T2
de inclusiones y proyecciones naturales, los homomorfismos inducidos satisfacen
(51) pl*il* =1, Daxtax = 1, p1*’52* = 0, pz*ﬁ* =0
(52) tI'l 7:1*(&1) = moy, t1'27:2*(0£2) = N0l

con 1 el homomorfismo identidad y 0 el trivial; (5.1) dice que 4+Wh(G1)
13:Wh(G2) es un sumando directo de Wh(Gy X G2) v (5:2) se obtiene del lema
3.2. Ademis

(5.3) tride = 0,  trads = 0O
pues try %25 (@) es la clase en Wh(G:) de una matriz “‘entera”.

Lema 5.4, Sea K el subgrupo de Wh(Gy X @) definido por

K = Ker pix ) Ker pox
enionces
Wh(GiXG) = 0:Wh(G1) + 4«Wh(G:) + K.
En efecto, sea p: Wh(G1XG;) — K dado por
pla) = a — Gupix(a) — Gapax(a),

p(a) € K pues por (5.1) y la definicién de K, pixp(a) = pesp(a) = 0;8i8 € K,
p(B) = B y finalmente de (5.1) se sigue phix = 0, plax = O con lo que queda
demostrado el lema.

Un caso particular donde se pueden aplicar los resultados anteriores es el de
los espacios lente. Sean, siguiendo la notacién acostumbrada [1], [5]

(5.5) L =1Lm;k, - ,k) vy L = Lim;t, -+, ta)

dos espacios lente de dimensién 2n — 1 donde m es un entero positivo mayor
que 2y (k;,m) = (¢;,m) = 1 paraj = 1, - -+, n. Supongamos que L y L’ son
del mismo tipo de homotopia y sea f:L’' — L una equivalencia homotépica. Se
sabe entonces por Olum [5] que existe un entero positivo A primo relativo con
m tal que

(5.6) hnkl v kn = :Etl .. t,,(m),
luego si ¢, es tal que t;t; = 1(m), existe a un entero tal que
(5.7) By oo aty +o v b — am = 1.

En [8] Whitehead calculé la torsién de f obteniendo
(5.8) () = {IIM — ao |}z
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donde G’I= m (L") y los elementos \, , ¢ de Z@ estdn dados por
(5.9) Moo= owatt (¥) - oweta (¥™), o = ou(y)
para y generador de G y la notacién o,(y) significa

o(y) = L+y+ - +y

Sim = nme con (n1, n2) = 1 entonces G = G1XG: para Gy, G; grupos ciclicos
de ordenes n, y ni respectivamente, asi que [G:Gi] = n;1, [G:G] = ny. Sean
Y1, Y2 generadores de Gy, G tales que y = gy . Los espacios lente

Ly =Lng; b,y ooy kn), Ly, = L(nys kiy -+, ka)
L' =Llm;t, -, t), L'=Llm;t, k)
son complejos cubiertas normales de L y L’; la equivalencia f induce
ftld > Ly,  foL > Ly

dos equivalencias homotdpicas que cubren a f.
Aplicamos los resultados anteriores par 7(fi) € Wh(Gy) y 7(fs) € Wh(G).
Por un lado el lema 5.4 nos dice

7(f) = %P1t (f) + Gupasr(f) + 8

para B € K. Pero prs7(f) = 7a,(f), pesr(f) = 76,(f), luego 7(f) se expresa en
forma tnica por

7(f) = 76, () + tasre,(f) + B.
Demostraremos el siguiente resultado.

Prorosicién 5.10. En las condiciones anteriores se tiene
te(f) = () v 716.(f) = 7(f2)
ademds B = 0 st y solo st f es una equivalencia simple de homotopia.
Es decir que en este caso
psr(f) = tr7(f),  Paar(f) = tra ().
Demostracion. Sea 7(f) dado por (5.8) entonces
(511) 7(f) = {llomtaar (@) *+* onbuw (4™) — Guonw(yu) [} Ea,

parau = 1,2y u 5 u. Pero podemos calcular a, de (5.7) resultando a, = an,.
Por otro lado, ’

(5.12)  pust(f) = {]| Uhkltl'(p“(ytl)) ahkntn’(pu(yt”)) - aa’m(pu(y)).”}EGu

pero puY = Yu, Yy COMO on(y) = O'nz(yl)a'm(?h) asi que on(pu(y)) = Ny, (Yu) ;
luego pust(f) = 7(fu).
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Supongamos ahora que 8 = 0, esto es
() = awr(f) + Tax7(f2)
aplicando el homomorfismo tr; a esta igualdad se tiene de (5.2) y (5.3)
m(fi) = tru 7(f) =t ar(fr) + traer(fa) = mr(fi)

dedonde (n; — 1)7(f1) = 0, lo que significa que 7(f1) es un elemento de torsién en
Wh(G1) lo que implica 7(fi) = 0 pues G1 es un grupo ciclico de orden finito 7.
[2, teorema 3]. )

En forma anéloga resulta r(f;) = 0 por lo tanto 7(f) = 0.

Para terminar, daremos un ejemplo particular donde 7(f) 0 v sin embargo
(i) = 0y 7(fe) = 0.

Consideremos los espacios lente de dimensién 3, L(20; 1,9) y L(20; 1,19).
Para h = 3,7, 13 y 17 se cumple h'kiks = sttty (20) donde oy = t; = 1,k = 9,
I = 19 y ¥ = 9(20) ademés son los tnicos valores de 2 menores que 20 que
satisfacen la condicién (5.6). Utilizaremos el siguiente resultado de Whitehead
basado en la forma particular de 7(f) y en un resultado de W. Franz [1].

LemA 5.13. Los espacios lente L(m; ki, -+, k) vy L(m; ti, -+, ta) son del
mismo tipo simple de homotopia st y solo st existen b un entero nrimo relativo con
m u una permutacion p de (1, 2, - -, n) tales que

(5.14) hki = Ltpwy(m).

Asi en nuestro caso los dos espacios lente no son del mismo tipo de homotopia,
sin embargo L(5;1,9) = L(5; 1,L19)(Z) pues 9 = 19 (5) y L(4; 1,9) = L(4;
1,19)(2) ya que en general Wh(G,) = 0, G4 grupo ciclico de orden 4, lo que
significa que toda equivalencia homotépica tiene torsién 0 [2, T. 14, p. 243].
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