SOBRE IDEALES DE FUNCIONES p-ADICAS ENTERAS Y
POLINOMIOS DE APROXIMACION

Por Ianacio CaNALS Y Francisco Tom4s

§1

El objeto de este trabajo es demostrar que en el anillo A de las funciones
enteras de n variables p-ddicas (esto es, en el anillo de series de potencias en n
variables con coeficientes en @, que son convergentes para todas las colecciones
de valores de las variables) con la topologia compacta de orden r, un ideal cerrado
es localmente determinado de orden r, para r finito o infinito.

Se demuestra, ademds, en §4, utilizando un resultado de este trabajo, que
existen sucesiones de polinomios cuyas derivadas de orden < r tienden, uni-
formemente sobre todo compacto, a cualesquiera funciones continuas de @,”
en @, dadas de antemano, hecho bien conocido para r = n = 1 (ver [3]).

Se entiende por localmente determinado lo siguiente. Para cada ¢ = (a1,
<o, an) € @y sea M, el ideal maximo de los elementos de A que se anulan en a
y sea A, el anillo A/M, ", sir < «, 0 el completado de 4/M,° = A con
la topologia M ,-ddica, sir = . O sea que A, es el anillo de polinomios truncados
de grado 7 en 2, — a;, si7 < o,y el anillo de series de potencias formales en
Ti— Qi,slr = »,Sea w4 — A, el homomorfismo obvio; entonces w4 .(f)
es la parte del desarrollo de Taylor de f con centro en a de grado < r (el desarrollo
de Taylor completo si 7 = «). Dado un ideal I de A, sea I, el ideal generado
por me,.(I) en Aoy, y sea I, = Nocopr maw (Las). Se dice que I es localmente
determinado de orden rsi I, = I.

Se recuerda que una base para los abiertos de la topologia compacta de orden
r de A consta de los conjuntos

{g' 681+--'+8nf(a> _ as1+---+ﬂng(a)
(1)

01t « « + O, 01’1 -+ - I, »
< e paratedo a€ Kys+ - +8. < N},
para cada e > 0, f€ A, K C @Q," compacto y N natural < 7, siendo |--- |,
1a valuaci6én p-ddica.
- El resultado en cuestién es el andlogo de un resultado de Whitney sobre fun-
ciones diferenciables [1] y de uno de Cartan sobre funciones holomorfas [2].
Variando ligeramente las hipétesis, por ejemplo suponiendo que A consta de
las series de potencias que convergen en un polidisco, 0 que consta de las
funciones que se representan como series de potencias en la vecindad de cada
punto, o de las funciones de clase C", se pueden enunciar resultados andlogos
que podrian demostrarse de manera parecida o que resultan triviales.
La demostracién se basa en el siguiente resultado. Denétese por Z, el anillo de
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valuacién de Q, . Sea, para z € Z,,
0 si |zl <1,
f@ =4 7
1 s |z, =1.

Lemma. Para cada entero no negativo s existen polinomios f, € Q,lx] que tienden
a f uniformemente en Z,y cuyas deriwadas de orden m tienden a cero uniformemente
enZy,paral < m < s.

El lema, que se demostrari en §3, se usard en la forma siguiente:

ProposiciéN 1. Sea a = (ar, -+, @) € Q,"; para s, t € Z, t > s, ¢ > 0,
N €E€Z,N >0, existe p € Qpla1, -+, xa] tal que
(i) le(x) = 1], < e para z€ a+ p'Z,",
(ii) Lo(z) |, <e para %€ (a + p°Z,") = (a + ptzpn)y

3T ()

(iii) e

<e para x € a+ P°Z,"
p .

1<s4+ -+ <N

La demostracién de esta proposicién a partir del lema se hard en §2. A con-
tinuacién se demuestra la afirmacién prineipal sobre ideales a partir de la propo-
sicién.

Se quiere demostrar que I = I = I = I,, o sea, puesto que I, > I, que
f€ I, = fc I, esto es, que toda vecindad de f de la forma (1) interseca a I,
si f € I,, pero esta hipétesis significa que = .(f) € I, para todo a € @,", de
donde: ,

a) Sir es finito, existe Yo € I con 7o, (f) = 7ar(¥a), puesto que Lo, = ., (I,
de donde D’f(a) — D'yu(a) = O para s + -+ + 8, < r, siendo

g ()
axlal .« axnﬂn z=a

b) Sir = « existen<p1, o0t € Ao Y Vaa, t 0 s Ve, € I con
Ta,w(f) = ¢17ra'w(¢a,1) + .- + (Ptﬂ'a,uo('//a,t);

pero ¢; es la clase de una sucesién de Cauchy {¢:1, @iz, - -} de elementos de A
(con la topologia M,-4dica), y m..(f) es la clase de la sucesién de Cauchy
{Z$=1 pinVe,d = 1,2, ---. Por lo tanto existe, para cada N, un elemento
Yo = 2icviwe: €I tal que

D’f(a) — D%u(a) = 0 para s+ <+ + s < N.

Df(a) =

2

Por lo anterior dada cualquier » existe, para cada N natural < ry a € K,
una funeién ¢, € I con s

Df(a) — D'¢e(a) =0 para s+ -+ + 8, < N,
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¥, por la continuidad de f y ¥, y de sus derivadas, para cada & > 0 existe un
entero ¢, > 0 tal que

| Df(§) — DWu(E) |» < @

para todo £ € a + p*Z,". Puede existir otra funcién ¥, que cumpla la misma,
demgualdad para otro ¢, > 0, pero se supondr, que la ¥, que se est4 considerando
es una que hace ¢, minimo. Como entonces la aplicacién de K en Z que transforma
a en i, es continua, existe ¢ € Z con la propiedad siguiente. Para cada a € K
existe ¥, € I con

IDf(&) — D%¥u(8) | < @

paratodo £ € a + p'Z," = a + V..
Dos vecindades de la forma a 4+ V; son ajenas o coinciden; sean, pues, z",
2P e Keon UL z” VD Kyz® ¢ 2 + V,paras 7. ‘
Sean ahora, segin la proposicién 1, ¢; € Qp[z1, -+, z.] & A una funcién
que cumple i), ii), y iii) para a = z”. Sea

¢ = Z?=1 o

donde ¢; = ¥,n . Como ¢ € I falta tinicamente comprobar que ¢ € V Pero,
en efecto, sea 1;‘ EK,t€z9 4+ Ve

Df(¢) — D'e(f) = D'f(5) — (DVWi()ei()) — Lmi (DWi(E))es() — A,

donde A es suma de productos de una derivada de ¢; por una derivada de qo,
de orden > 0, y. se tiene

|Al, < €C
para alguna constante Cy. Ademds |¢;(¢) |, < € paraj = 4,y
|22 (DVUi(8))ei(8) > < €.
Por ultimo,
| DYf(E) — (DW§))ox(®) |5
< Max | D'f(§) — D%i(®) o, | (DY:(£))(1 — 0i(§) [;) < Max (a, €Ci).
Para valores adecuados de aye se obtiene el resultado.
§2

" Se demuestra que el lema implica la proposicién 1.
Para cada ¢’ > 0,1 < 7 < n, existe un polinomio g; que cumple con

i) lgi(zs) — 1], < € para z:€a; + p'Zy
i") [gi(z:) o < € para = € (ai + pZy) — (ai + 9'Zy), -
(i) |'3 'g:(a:)

o <¢ para zmC€a+0Z, v 1<s<N.
i |p o
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En efecto, por el lema existe 2 € @,[z:] que cumple i
]h(x,;) ot 1|11 < @& si z; € pr,

. a Si i e Zp - pZP ’
lh(“h) lp < {Cl si x: € Zp,

6“h(x,~)
ax;®

<eg si z€Z, vy 1< <N,

»

La funcién 7, k = 0, 1, - -+, definida por () = h(p *z:) cumple

lhk(x,) -1 lp <@g si 2; € pk-HZp
. a si o € 9p°Z, — p*'Z,
Ihk(xl) IP < {Ck,l Si s 6 Zp
—kN . & S
ap 8l X € pZp,l ]
p<{0k,2 s x,-EZp,} (1<s<N)

Dado & > 0, la funcién b’ (z;) = [[i=6~" hw(x:) cumple, para ¢ suficientemente

pequefio :
B (@) = 1, = | (ho@s) — 1)ha(2:) * -+« ogma ()
+ (B(2:) — 1)_}&2(905) corheaa(@) oo A (heea(m) — D,

a“hk(ﬂ:i)

C 0zt

<e& si z€pZ,,
Ih,(xi> lp Se sl #€7Z,— pt_sZ:n )

8577 .
Iak(afz) fe si :€Z, v 1< <N.

0% p . e
La funcién A”(z:) = h'(p °z:) cumple, para e suficientemente pequefia,

[h (@) = 1], <e<é s € p'Z,,
|h”(xi) Ip <e@<é s wm€ P’Zp — ptzp ’

%" (z:)
ox;®i

<ep < sz Efp*’Z,, y 1<§8 <N.
?

Finalmente, tomando g.(z;) = R"(z: — @), es claro que se cumplen i’),
i') yiii). 7
Sean ahora ¢i(21, + -+ , %) = gi(x:); la funcién buscada en la proposicién 1 es

o) = e(x) - ron().
En efecto, ¢ cumple i), ii) y iii):

Siz: € ai+p'%y para 1=1,2,---,n,
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{o(x) = 1l = |gu(@m) -« ga(wa) — 1[»

[g1(21) ««+ ga(2a) — g2(22) -+ gu(2a) + go(®2) -+ gu(wn)
— ga(®@a) -+ ga(@a) + o+ + gul@a) — 1],

< Max (J gi(#1) — 115/ g2(22) =+ gu(@n) [5, ==+, [ ga(20) — 115)
< Max (', -++,€) < e

para ¢ < 1 suficientemente pequefio.
8izi € as + p°Z, para todo 2, y z; € (a; + pZ ) — (a; + p‘Z,) para algin
indice 7,

l¢($) lp = |91($1) lp e lgn(xn) I:n <t < €,

porii’) y porque | g:(z:) |, esté acotado en a; + p°Z, para cada 7.
Por dltimo, para

w€a+ p'Z,,1 <8 <N,

a’1+"'+8n‘p(x) i
axlsl [ axﬂsnh

) asngn(x'n)
0x,

0" g1 (z1)

<0 < e
0zt - !

»

P

vy

donde » es el nimero de indices ¢ tales que s; = 0.

§3

Se demuestra el lema.

En un campo cualquiera K, sean ag, - - - , @, elementos diferentes dos a dos y
sean f(a;) € K los valores asociados a los a; por una funcién f. Se comprueba a
continuacién que para cada s < m existen 4,3, --+, 4;4,paraj =0, -+-, n,
tales que el polinomio

3 (x — a)"”
fu(z) = _Zf(aj)(l + dja(e — o) + - + Aje(z — 5)°) H - poe
=0 i (a; — “z)

toma los valores fr(a:) = f(a:) ¥ fn'@(a:) = Oparal1 < ¢ < 8,4 =0, -

La primera parte de la afirmacién es inmediata. Se determinan los 4,,; que
hacen que se cumpla la segunda parte,

Sean

Yi(e) =1+ Aju(z — a) + -+ 4+ 4;:(z — ¢;)°,

_rr e —a)”
%’(w) = AL _——(a,- — a,-)'"'

Entonces ¢;%(a;) = Opara k = 7,1 < ¢ < s < m. La segunda afirmacién
equivale a

f(as) [‘l’i(aj)%w(ai) + (%) ¥ (a)ei " P (a) + -+ + lﬁj(q)(aj)¢j(aj):| =0
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para cada j, que se cumple, independientemente de los valores f(a;), si los
segundos factores son cero, o sea, haciendo 1 = A;,, si

Ak0§0k q)(ak) + ( )Ak 1¢k(q D(“k) + e+ Ak,qsﬂk(ak) = 0,

de donde, puesto que ¢r(az) = 1,

(1) o= = & () dree@ra=1,

1=0
La siguiente expresién de ;9 () para cualquier ¢ < nm sers til:

(@
(2) ¢ (z) =
gote e rti gt Fin=q
07 =m

85%]

donde los Cj,,...,:, son nimeros naturales.

Sea K = Q,,n =p — 1,a = k,m = p’y f como en la hipétesis del lema.
Se supone p° > s y se cambia la notacién, denotando por f; lo que antes se
denotaba por f,¢ . Bastard ecomprobar que, para ord, A > 1,

ord, (fi?(j + 4) = fi(7) > ¢

parag =0, -+ ,8,75 =0, - p — L.
Como f; (")(J + A) — ft(“)(y) es la suma finita [, (/)]/[10A + [[,“" 7))/
[21]A* + ..., bastar4 ver, puesto que ord, A" — ord,(n!) > 0, que

ord, f;?(j) >t para ¢> 1.

De (2) se obtiene, puesto que ord, (k — ) = Oparak = 4,0< ki< p — 1,
que .

(3) ord, ;9 (k) >t para ¢ > 1.

(La férmula (2) solo es véalida si ¢ < (p — 1)p°, pero la desigualdad (3)
también es valida para ¢ > (p — 1)p’, ya que, en ese caso, ¢;? = 0).
Usando este resultado en (1):
ord, Ay, =t para ¢ =1,
de donde
(4) ord,¥;?(k) >t para ¢ > 1.

Combinando (3) y (4) con la expresién

7900 = T3 [ 1) Ttco () v w0 |



98 I. CANALS Y F. TOMAS

se obtiene el resultado, teniendo en cuenta que
ord, ¥;j(k) >0, ordye;(k) > 0.

§4
Proposicién 2. Dadas cualesquiera funciones continuas
ForromiQo” — Q@ para 0L+ -+ + 9. <1,

existe una sucesién de polinomios {f.} < Qylz1, - -+, x.] tales que (8”F " *7f,)/
(82" --+ 9z,) tiende uniformemente a f,,,...,, en todo compacto de Q,".

Bastari demostrar que para cada compacto K y cada ¢ > 0 existe un polinomio
F€ Qplxr, -+, xa] tal que | Df(E) — fir . (£) |» < € para todo £ € K, puesto
que para cada K compacto existe s entero tal que K C p°Z,".

Para cada a € K encontramos f.(x) € Qulx:, ---, z.] tal que D'f.(a) =
Forvewa(@) Para vy + «++ + v, < 7. Sea Vo = a + p™Z,” una vecindad de a
tal que para £ € V, se cumpla | D’f.(§) — D’fa(a) |, < epara 0 < » + -+ +
m Z v,y | f,(8) — fu(a) |» < ¢ donde f, = f,,,....5, . Por ser K compacto la cu-
bierta {Va}ecx tiene una subeubierta finita {Vu»} i = 1,2, .-+, N, y podemos
considerar que Vuon N Vi = 0 si ¢ # 7, pues si no fuera asf una vecindad
estaria contenida en la otra y se podria suprimir una de ellas.

Sea s entero tal que K C p°Z," (y entonces K C o + p°Z," para i = 1, 2,
--+,N).8Seaf; = fa» . Por ser K compacto existe C' > 0 tal que | D’f:(§) [, < C
para € K, 0 < v+ - +wm < r,i=1,2, ---, N. Por la proposicién 1
existen ¢i(2) € Qpl71, - -+, x,] tales que, haciendo ¢; = ta

1) foia) = 11, < € para z € a® + 7",
2) o) ls <€ para z€a® +pZ" — (a7 + (& +p"Z,"),
\3) | Dei(z) |, < € para z € a®” + p°Z,, 1<+ - +wm<r
Veamos que el polinomio
flz) = 2 taede)fix)
cumple las condiciones dadas. En efecto:
A= D7) ~ H@®Ip < o
Max {MaXigu - tunrmiroi=si {| D'oi(§) - Dfi(E) [}

Para £ € K existe ¢ tal que £ € a@ 4 p"Z,", £ € 0 + p"Z," s i # g,
y obtenemos que

A < Max {e, Maxizg {| () -Dfi(£) [}, |0a(E)-Dfo(8) — ful) |o}
< Max {¢, | (¢o(§) — DDSo(§) + Dfo(8) — £,(8) o}
< Max {e, | Dfa(§) = Dfa(a@) o, |5(a) = ful&) |} < e
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