EL LEMA DE URYSOHN Y EL TEOREMA
DE EXTENSION DE TIETZE EN ESPACIOS UNIFORMES

Por Iaenacio BeLro

El propdsito del presente trabajo es la demostracién de dos teoremas sobre la
cxistencia y extensién de cierto tipo de funciones uniformemente continuas de
un espacio uniforme E en I = [—1, 1].

Las definiciones usadas para espacio uniforme, uniformidad, entorno de una
uniformidad (definida en E por 1), base para una uniformidad, topologia uni-
forme y continuidad uniforme pueden ser encontradas en Bourbaki [1; p. 169-
175). Cuando llamamos al espacio (E, AU) un espacio topolégico se entenderd
que la topologia con que el espacio se encuentra equipado sers la topologia uni-
forme. Ademés, cuando un espacio topolégico compacto (por ejemplo I) es men-
cionado, asumimos que este espacio puede ser considerado, a la vez, como un es-
pacio uniforme con la uniformidad tnica dada por {1, p. 199; 200, Teorema 1].

Sean E un conjunto y U un subconjunto de E X E. Usando la notacién de
Bourbaki [1], escribiremos

= {(x, z):x € E}
= {(z,9):(y,2) € U}
, U(z) = {y:(y, 2) € U}
y si-M es un sﬁbconjunto de E, donde 4 y B son subconjimtos de E X E, serd
UM) = U{U(z):z € M}
y . A-B={(x,y):3z€ E talque (x,2) €A y (2 y) € B}
Un subconjunto M de E X E sera llamado simétricosi M = M.

LeEma 1. Sea (E, U) un espacio uniforme. Los entornos abiertos y siméiricos de
la uniformidad definida en E por U forman una base para U. [2, p. 179, Teorema
6].

LeMA 2. Sean (E, U) un espacio uniforme y U un entorno de lo uniformidad
definida en E por U. Existe una sucesion {U,}, n 2 0, de entornos simétricos de la
uniformidad definida en E por U tal que:

1) Up=E XE
2) U, cU
3) Un+1' U»,;.H' Un+1 C Un para toda = 2 0

Ademds, { Uy}, n 2 0, es una base para una umfm midad Ven E y la funcwn iden-
tidad 1: (E, U) — (E V) es uniformemente continua.
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Demostracion: La existencia de la sucesién antes mencionada es una conse-
cuencia directa de la definicién de una uniformidad y-el Lema 1. Para demostrar
el resto del Lema sea 0 = {V:E X E 2V 2 U, para alguna n}. Ahora nos es
posible verificar, de acuerdo con las definiciones, que U es una unifcrmidad en E,
{Ud}, n. 2 0, es una base de U, y que i: (E U) — (E, V) es uniformemente
continua.

En el teorema anterior es preciso notar que, en general, la topologia uniforme
inducida por 4l es mas fina que la inducida por .

- Lema 3. Sean (E, U) un espacio uniforme y U un entorno de la uniformidad
definida en E por U. Existe un pseudo métrico d en E que salisface la condicién
{(z, y):d(=, y) < 3} € U. Ademds, la funcién identidad i: (E, W) — (E, d) es
uniformemente continua.

Demostracion: Usémos el Lema 2 para obtener la uniformidad U en E asociada
con U y entonces podemos emplear [2, p. 185-186, Teoremas 12 y 13] para ob-
tener el resultado deseado.

Cuando llamemos al espacio métrico (o pseudo métrico) (E, d) un espacio uni-
forme, serd entendido que E estd equipado con la uniformidad engendrada por
la sucesién {Va},n > 0, Vi = {(z, y):d(z, y) < 279

DerinicioN 1. Sea (E, ‘u) un espacio uniforme y sean C y €’ subconjuntos
de E. Diremos que C y C’ est4n uniformemente separados o U-separados, si
existe un U, entorno simétrico de la uniformidad definida en E por U, tal que
CxXC)NU=g..

DrrFINICION 2. Sea (E, d) un espacio pseudo métrico. La distancia de un punte
z a un conjunto no vacio F, denotada por d(z, F), es el ndmero real tinico inf
{d(z, y):y € F}. La distancia de un conjunto no vacio F a otro conjunto no vacto
F', denotada por d(F, F'), es el nimero real dnico inf {d(z, y) donde y € F' y
z € FJ.

TroREMA 1. Sean Cy C’ conjunlos U-separados y no vactos en un espacio uniforme
(E,u). E',xz'ste una funcién f: (E, W) — I uniformemente continua y tal que f(C) =
-1y f(C) =

Demostracion: Sea U un entorno simétrico de la uniformidad definida en E
por U tal que U N (C X C') = &. De acuerdo con el lema. 3, existe un pseudo
métrico d en E tal que la funcién identidad ¢: (F, &) — (E, d) es uniformemente
continua y

(1) {(z, 9):d(z,y) < 3} S U.
d(z, C) — d(=z, C")
d(z, C) + d(z, C')

g esta bien definida ya que la ecuacién (1) implica que si (p, ¢) € C X C' se
verifica que d(p, ¢) > 3y por lo tantod(C, C') > %. Lasdesigualdades anteriores
demuestran que d(z, C) + d(x, C') > % para las z en E. Puede verificarse facil-

Sea g:(E,d) — I dadapor  g(x) =
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mente que g: (E, d) — I es uniformemente continua y que g(C) = 1y g(C’) =
— 1. Si ahora definimos f = g o ¢ puede verse que f es la funcién uniformemente
continua deseada.

Nota: Sea (E, U) un espacio uniforme y F un subconjunto de E. Se verifica
queUr = {UN(F XF):U € U induce una uniformidad relativa en F. Ademds,
la topologia uniforme inducida por Ur en F es la topologia relativa en F inducida
por la topologfa uniforme en E.

LeMA 4. Sea (E, AU) un espacio uniforme y F un subconjunto de E. St C' y C"
son subconjuntos WUs-separados en F se verifica que C y C' estan U-separados en E.

La demostracién de este lema puede ser facilmente obtenida mediante el uso
de la Definicién 1 y la Nota anterior.

TeorEMA 2. Sea (E, U) un espacio uniforme y F un subconjunto de E. Si fes -
una funcion uniformemente continua del espacio uniforme (F, Ur) en I, existe una
funcién g uniformemente continua de (E, U) en I tal que g es una extensién de f.

Demostracién: Sea f; = f. Definamos r, = (%)(2)" para todos los enteros
n > 0. Se verifica que | fi| < 3r . Usando induceién, supongamos que tenemos
una funcién f, , uniformemente continua de (F, Ur) en I tal que | fo| < 37a.
Sean A, = {2z € F:fu(x) < =1} y Ba = {z € F:fu(z) 2 7,}. Como f, es uni-
formemente continua 4, y B, estan Uy separados en (F, Ur) y, de acuerdo con el
lema 4, U-separados en (E, U). Si A, y B no son vacios el teorema 1 nos indica
que existe una funcién h, uniformemente continua de (E, U) en I tal que
ha(A,) = —1.yha(B,) = 1. En este caso sea g, = r,h, . De esta manera ob-
tenemos gn,(An) = —7n,gn(Br) =12 y| gu| < 7n.

Sidio=¢ y B.#*, seag,
SlAnig y Bn=g, sea gn, = __'rn
Sid, =B, =, sea g, = 0.

En todos los casos anteriores la funcién g, es uniformemente continua de (E, U)
en [—7,, ). Definase fopi(z) = fu(z) — gu(z) para todas las z en F. Puede
verificarse que f, 4, es uniformemente continua y | fat1| < 2rn = 37aq1.

Sea g(z) = D n—1ga(x) para cada z en E. La serie converge uniformemente y
cada ¢.(z) es uniformemente continua, lo cual implica que g es uniformeémente
continua. Para las x en F tenemos que (gi(z) 4+ --- =+ ga(2)) = ((fi(z) —
fo(2)) + -+ (fa(x) = fara(2)) = fi(®) — fass(2). Como la sucesién {fu(z) :n
un entero positivo} converge a cero para todas las  en F tenemos que g(z) =
fi(z) = f(x), luego entonces g extiende a f, lo cual termina la demostracién.

Tn

Conrorario: Sea (E, U) un espacio uniforme y F un subconjunto de E. Si f
es una funcion uniformemente continua del espacio uniforme (F, Ur) en I", existe
una funcién g uniformemente continua de (E, W) en I" tal que g es una extensién
de f.

Demostracion: Sea f; la i-6sima funcién coordenada de f (donde f(z) = (fi(z),
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-++, fa(x)). Para cada 7, f; es uniformemente continua de (F, Ug) en I[2, p.
183, Teorema 10]. Luego entonces, usando el teorema 2, cada f; posee una ex-
tensién uniformemente continua, g; , que extiende f; a (E, U). Por lo tanto puede
verificarse que g(x) = (gi(x), -+, ga(2)) es la extensién uniformemente con-
tinua deseada.

UNIVERSIDAD DEL SUR DE LA FLORIDA

REFERENCIAS

[1] N. Boursaxi, General Topology, 1™ Parte, Addisson Wesley Publishing Company
(Traduccién al Inglés).
[2] J. KevLLEY, General Topology, Van Nostrand, 1955.





