GENERALIZACION DEL CONCEPTO DE ALGEBRICIDAD SOBRE
- CAMPOS VALUADOS COMPLETOS

Por Ienacio CaNaLs*

Introduccion

Sea k un campo valuado (con valuacién no-arquimedeana) completo, y K una
cerradura algebraica valuada de k.

Sea Sy el conjunto de polinomios irreducibles con coeficientes en & y primer
coeficiente igual a la unidad.

Al conjunto S se le da la estructura de un espacio ultramétrico, utilizando la
ultramétrica de Krasner [2]:

Fg€8;  dlg) = 5@ = lg@ [ = [RG D[,

donde @ y B son rajces cualesquiera de f y g respectivamente, m es el grado de
fy nes el grado de ¢g. La valuacién | - - - | es la valuacién de k, que por ser &
completo se extiende en forma tnica a K.

Sea S la completacién del espacio Si con la ultramétrica mencionada y K la
completacién de K con la valuacién | - - - | de k.

Por ser k& valuado completo, los automorfismos del grupo de Galois G (K /k)
son isometrias (principio de M. Ostrowski, Math. Z. 39 (1934-1935), 269 320;
ver pp 298-302).

Habiendo comprobado que Si no es completo (ver 5.4) con relacién a la ultra-
métrica de Krasner, se quiere extender el concepto de raiz de un polinomio
f € 8, alos elementos de la completacién Sy , raices que serdn elementos de la
completacién K de la cerradura algebraica K del campo base k. Para ello se
exponen algunos conceptos basicos de la teoria de la ramificacién para extensiones
algebraicas finitas. Después se estudian las propiedades necesarias de las sucesiones
de Cauchy {a;}, donde a; es algebraico sobre k, para dar la definicién de elemento
algebraico generalizado, es decir, si @ = lim @, cuando < tiende a «, diremos
cudndo « es algebraico generalizado sobre k.

Una vez establecida esta generalizacién, se considerard un campo base &
completo y valuado no-arquimedeano de caracteristica cero, cuyo campo de
clases residuales sea de caracteristica p # 0. (Es el caso, por ejemplo, de la com-
pletacién de los racionales con relacién al primo p.). Se demostrari, dando un
contraejemplo, que la completacién K de la cerradura algebraica K de k, contiene
estrictamente a la cerradura algebraica generalizada de k, es decir, que existen
a € R que no son raices generalizadas de ningtn elemento de S, .

Se dan también ejemplos de elementos algebraicos generalizados que no lo son
en el sentido ordinario, y se estudian algunas propiedades de los mismos.

* Durante la elaboracién de este trabajo, el autor fue becario del Instltuto Nacional de
la Investigacién Cientifica.

63



64 IGNACIO CANALS

Se demuestra que la cerradura algebraica generalizada de k es un campo.
Finalmente se hace una generalizacién del concepto k[z]/ (f(z)), donde f(z) €
k[x] es irreducible, para algunos elementos de Sj .

1. Notacion y definiciones

Los conceptos que se exponen a continuacién pueden consultarse en [3].

Sea a cualquier raiz de f € S, entonces el valor (o, ¢) = w(oa — a), para
un isomorfismo ¢ en el hipergrupo de Galois G (k (o) k) de k («) /%, se denomina
numero caracteristico de k() /% en a. Donde w(---) es el orden valuativo de la
valuacién | - -- | de K, es decir, w(---) = —In|---|[.

Consideremos todos los valores distintos que toma v (¢, ¢) cuando ¢ recorre el
hipergrupo G (k(a) /%):

v(0,a) <v(l,a) < - <v(a)< - <@ —1la)<v@Ea) = +x

y haciendo »(c, @) = —In r(c, @), es decir, r(c, @) = |oa — a| para cierto
o € G(k(a),k); obtenemos también la sucesién:

r0,a) >r(l,a) > - >r(c,a)> -+ >r@@—1,a) >rGa) =0.

Por la isometria de los isomorfismos ¢ € G(k(a), k), los valores r(c, a)
(¢ =0, -+, %) no dependen de la raiz a de f que se elija. En vista de lo cual
adoptaremos la siguiente notacién: v (¢, @) = v(c, f), que se denomina el c-ésimo
nimero caracteristico de k(a) /k en a, y que son los mismos para cualquier raiz o
de f = Irr (e, k), por lo tanto podriamos decir, que es el c-éstmo numero carac-
teristico de f sobre k.

Anélogamente escribiremos:

’I‘(C, a) = ’I'(C,f),

que es la distancia de a a alguno de sus conjugados sa: con relacién a k.
Denominaremos por:

n(c, )/ nG, f)

el nimero de elementos ¢ € G (k(a) k) tales que v(a, o) > v(c, f), es decir, el
nimero de raices distintas de f que distan de @ menos o igual que 7 (¢, f). Luego
n (2, f) es el indice de inseparabilidad de f, que en el caso de ser k de caracteristica
cero, serd igual a uno.

El conjunto de los isomorfismos o € G (k(a) k) tales que v (e, a) > v(c, f)
se denomina el ¢c-ésimo hipergrupo caracteristico de k(a) /k en a, y se designa por
Z(c, f; k() k).

De la misma teoria de ramificacién para el caso no-galoisiano sabemos que
n(c, f) divide a n(c — 1, f); lo cual resulta, por otra parte, inmediato del hecho
queo € G(k(a), k) esisometria. En efecto, sea o tal que |oa — a| = r(c — 1, ),
entonces si hay 7 (¢, f) raices de f que distan de o< que r(c, f), hay el mismo
ntdmero de raices de f que distan de ca< quer(c, f), y comor(c, f) < r{c — 1,f),
todas esas rafces distan de « exactamente r (¢ — 1, f).



CONCEPTO DE ALGEBRICIDAD 65

Fia. 1.

2. Expresion de la distancia en S;

La expresién de la distancia d(f, g) fue publicada por primera vez en (pigina
183 de [4]), utilizando para su demostracién el poligono de Newton de un poli-
nomio. Aqui daremos otra demostracién mis geométrica. Para ello veremos
primero un lema.

Sea A(f, g) el minimo de las distancias entre los ceros de f y los ceros de g.
Debido a la isometria de los automorfismos ¢ € G (K k) para calcular A(f, g)
basta fijar cualquier raiz « de f y hallar el minimo de las distancias de « a las
rafces de g:

A(f, 9) = Mingg—o | — 8|

Supongamos que A (f, g) es tal que
r(0,f) >r(,f)> - >rc—=1Lf)>A{,9) 2r(c,f)>-->r@Ef)=0
r©0,9) >r(1,9) > - >r( = 1,9)>A(,9) 27(,9) > - >r(Gg) = 0.

Lema 2.1 Sean f, g € Sk, entonces se tiene que:
/ / /
rc—qf) =r(c —g¢,9); nlc—q0)/nf) =n —q9), n(,g9); c=¢
para ¢ = 1,2, .-+ c.

Es decir, las distancias entre las raices de f que son mayores que A (f, g) son
iguales a las distancias entre las raices de g que son mayores que A(f, g). Y el
niimero de raices de f que distan de a menos o igual que r (¢ — ¢, f) dividido por el
nimero de las que distan de @ menos o igual que A (f, g) es igual al correspondiente
de g.

Demostracién. Consideremos el circulo C (f, g) de centro a y radio A(f, g). Sea
B raiz de g tal que [@ — B| = A(f, g), entonces 8 € C(f, g). En este circulo (con
su circunferencia) se encuentran las n(c, f),/n (4, f) raices distantas de f que
distan de « menos o igual que A(f, g), y también las n(c, g) /n (%, g) raices de g
que distan de 8 menos o igual que A(f, g) [se recuerda que la valuacién | - - - | es
no-arquimedeansa, y que por tanto define una ultramétrica].

Seac € G(K k) tal queca = o' y |oa — a| = r(c — 1,f) > A(f, g). En-
tonces, por la isometria de s se tiene |« — 8| = | o — o8| = | &' — B’ | = A(f, 9).
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Lo cual implica, considerando los tridngulos aBa’ y Ba’8’, que:
re—Lf)=la—d|=[8—0a'|=[8—F]

luego la distancia r (¢ — 1, f) aparece entre las 7 (¢, ¢) y debe ser precisamente la
r(c — 1, g), pues haciendo el mismo razonamiento para 8" raiz de g tal que
|8 — 8" | = r(c’ — 1, g) llegariamos a la conclusién de que existe o” tal que
la —a"| = r( — 1, ¢g). Una vez demostrado que r(c — 1, f) = r(c’ — 1, g),
repetimos el razonamiento para el circulo C(a, r(c — 1, f)) de centro @ y radio
r(c — 1,f), y demostramos que r(c — 2, f) = r(c’ — 2, g), ete.

Sea b(c — 1, f) el nimero de circulos de centro una raiz de f y de radio A (¥, ¢),
que disten entre si r(c — 1, f).

Por lo acabado de demostrar se tiene b(c — 1, f) = b(c’ — 1, g), lo cual
implica:

n(c —1,f) = nle,f) _n(d —1,9) —n(c,9g)

Be—17)—1- ne, ) = A

de donde
nic—1,f)  nld —1,¢9)

n(c, f) n(c’, g)
Repitiendo el razonamiento para b (¢ — 2, ) ndmero de circulos de centro una
rafz de f y radio r (¢ — 1, f) que distan entre si r (¢ — 2, f), obtenemos
(c—2,f) —n(c—1,5)
n(c - 1; f)
_n(c —2,9) —n(d — Lg)
n(c’ - 1: g)

dedonden(c — 2,f) /n(c —1,f) = n(c — 2,9)/n( — 1, ¢), que multiplicada
por la anterior:

Be—2f) —1="

b

n(c—2,) _nld —24¢)

n(c, f) CH)
con lo cual obtenemos la siguiente férmula:
alh,0) = [FOI*" = [g@)"?™

(A, g)n(c,f),’_ (c —1 f)n(c—l.f)—n(c,f)
) )
oo (0 f)n(O.f)—n(l,f),11(0,1')‘1

, e

Puesto que la distancia de B, raiz que dista de aA(f, g), dista de las n(c, f)
raices dentro del circulo de centro a y radio A (f, g) exactamente A (f, g). Andloga-
mente la distancia de 8 a las n(c — 1, f) — n(c, f) raices de f que distan de
ar(c — 1, f) es exactamente r (¢ — 1, f) y asi sucesivamente.
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e (f)

Fia. 2.

3. Estudio de las sucesiones {a;} © K que son de Cauchy

Lema 8.1 Sea {a;} C K una sucesion que es de Cauchy, y sea f; = Irr (a;, k) € S
Entonces existe otra sucesion {o;}, con el mismo limite {o}, y o rasz de f:, tal que
la’ — i | = A(fs, fin).

Demostracion. Sea lim a; = a € K cuando 7 tiende a «. Si a; no es de las
raices de f; m4s préximas a a, la sustituimos por una que sf lo sea. Evidentemente
la nueva sucesién tiene el mismo limite que la dada. Podemos, pues, suponer que
la sucesién {a;} cumple con la propiedad de que a; es de las rafces de f; que estan
m4s préximas a o. '

Supongamos que |ay1 — ai| > A(fi, fi1), entonces demostraremos que
a — ai] = |a — ag1| y que existe a1, raiz de fiy1 de las mds préximas a o
, AR q (o b )
tal que [a.;+1 - ai[ = A(fi,fi,{l).
Porser | oy — .| > A(fi, fip1), existen a)’ y asyr’ de fi y fiya respectivamente,
tales que:

lags — o | = | — | = A(fi, fin) < |aip — asl,
lo cual implica:
lass — i = | — o | = |ass — aet’ | > [ — and |,
que a su vez implica:
o’ — o | = | — ae | > A(fi, fenn).
Y de esta tltima desigualdad deduciremos que |a@ — a:| = |a@ — ay].
En efecto, supongamos que | — ai| > |a@ — aya |, entonces:

la — ai| = |ai — a| > A(fs, fin),
y considerando el tridngulo a, @ity , a; deducimos que
la - a¢'| S Mé,X (la — a,'.;.],l, |a,~,+1 - ai'[ < Ia - Ol.;,

lo cual contradice el que a; sea una de las raices de f; mis préxima a a.
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Fia. 4.

Sila — a:i| < |a — a1, entonces:
le — apa| = |ai — asga| > A(fi, fi),
y considerando el tridngulo e, a;, ay1” deducimos que:
la — aiyd | < Méx (o — ail, |ai — aid|) < |a = aual,

lo que contradice el que a1 sea una de las raices de f;y; més préxima a a.
Por lo tanto | @ — ;| = |@ — a1, lo cual implica que

A(fi, fin) < |ai — @in| < |a — i,
y como se tiene

Afi, fin) = o — ad |,
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deducimos que
la — @i | = |a —ai| = [@ — au|

o . r . . . .,
luego podemos sustituir a1 por a1 sin que cambie el limite de la sucesién, y
tenemos que

latca — ai| = A(f, fan).

TrorEMA 3.2 Sean {a.}, {8:} € K sucesiones de Cauchy que tienen el mismo
limite o € K. Entonces se tiene que {g;} < Si(g: = Irr (8:, k) € Si) es sucesion
de Cauchy st y sélo si {fi} (f: = Inr (as, k) € Si) es de Cauchy, y en tal caso tienen
el mismo lmite en Sy .

Supongamos que {a;} ¥ {8:} son ya como se indica en el lema 3.1.

Dado «;, existen §; y @i, tales que |a — a;| > |a — Bj| > |a — airs|, pues
en caso contrario, existiria N entero, tal que para i + p,j > N se tendria o = a4y,
para todo p > 0 o bien 8; = « para todo j, con lo cual el lema seria cierto, pues
Irr (0iyp, k) = firp = f = Itr (@, k) en el primer caso e Irr (8, k) = ¢g; = f =
Irr (e, k) en el segundo, y en ambos casos lim f; = lim g; = f cuando 7 — «, ya
que:

dg;, f) = (l B — o ]'n(c.f)r(c -1, f)u(c—l.f)—n(c,f) e (0, f)n(O..{)—n(l.f))no(f)’1
tiende a cero cuando 8; — a.

Pero |a — ai| > |a — B;| implica [a; — B;| = A(fi, g;). En efecto, su-
pongamos que |a; — B8;] > A(f:, g;), entonces existen a., 8, raices de f;, g
respectivamente, tales que:

la:i— 87| =8 — & | = A(fi, 95) < |ai — Bi| = |a — aul.
De donde:
la — o/ | < Méx (& — 8], [8; — &/ |) < |a — ai]
o cual contradice el que a; sea raiz de f; de las mis préximas a a.
Igualmente se tiene que | @ — a;| > | @ — @iy, | implica
|ai — airs| = A(fi, firp)-

Luuego dado a;, existen 3; y aiyp tales que:

A(fi, 9) = |ai — B;] = |a — ai| = [ai — aus| = A(fs, firn).

Anslogamente encontramos N’ entero tal que |a — 8;| > |a — B para
g > N', y se tiene que:

A5, Giva) = |Bi — :3j+ql = Ia - ﬁ:l <la— ail

Por tanto, dado ¢ encontramos j, p, g, tales que

A(gjy g:’+q) < A(gf7fi) = A(.f’l:if":"'?)'

De la férmula de la distancia al final de Seceién 2, deducimos que si f; permanece

fijo, d(f:, f;) es funcién estrictamente creciente de A (f;, f;).
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Luego se tiene que:
d(9i, gire) < d(g;, f:) = a(fi, firs)-

Si {fi} < Sk es de Cauchy, dado € > 0, existe N entero tal que para z > N, se
tiene d (f;, firp) < e Pero existe también N’ tal que para ¢ > N’ se tiene:

d(gj’ gf+q) < d(fi:fi-hp) <
d(g.1'+q’ ’ gj+q) S Mix (d(g.n gi+¢); d(gJ ) g.i+4’)) <

luego {g;} < Si es también de Cauchy.
Sea lim f; = ¢ cuando 7 — «, entonces existe N tal que para 7 > N se tiene:

e > d(fi,e) = d(fi, fap) = d(g;, fi)
de donde
d(gi; ¢) < Miéx (d(gj7f":)! d(fiy 50)) = d,(fizﬂo) <
y se tiene lim g; = ¢, cuando j — .

TreorEMA 3.3 Sea {a:} C K una sucesién de Cauchy, y sea f; = Irr (i, k).
Entonces {f:} C Sy es de Cauchy st y solo existe {f,} subsucesion de {f:} tal que:

lim | f,(@)["®” = 0 cuando 7 — «
y siendo @ = lim a; cuando 7 — «, y ademés se tiene lim f; = lim f, cuando

T— 0 yn—> ©,

Demostracién. Dado «; cualquiera, existe p entero, tal que o — ai| >
|e@ — aip| > 0, pues en caso contrario existiria N entero, tal que parap > N
se tendria & = aiy, , v el teorema seria obvio. Sea {a,} la subsucesién de {a.} tal
que | @ — a,| > | @ — ay41| para todo 7. Entonces, siendo {a,} como en lema 3.1,
se tiene que:

Ay, o) = oy — aga| = @ — oy > | — o,
lo cual implica que
Alfy, for) <71l — L fp) = |ag — ooy| = | — ooy .
Por tanto se tiene:
A(fy, fpr) = | @)™,
y si {fi} < Sk es de Cauchy, también lo es {f,} y se tiene
lim | £, ()["®™ " = 0 cuando 5 — =.
Reciprocamente, sea {f,} una subsucesién de {f;} tal que
lim | £, (@)™ = 0 cuando 7 — o,

v sea {a,} la subsucesién de {a;} que se corresponde con {f,}. Suponiendo cierta
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la siguiente desigualdad:

7o (Fy+1) no(fy)

1) d(fu, fy) < Méx (I foa(a) | 1 fe) | )

se tiene que d(f,1, f,) — 0 cuando n — «, es decir, {f,} es de Cauchy, y por el
teorema 3.2, {f;} también es de Cauchy y tiene el mismo limite que {f,}, puesto
que @ = lim a; = lim e, , cuando 7 y 7 tienden hacia .

Demeostracién de la desigualdad (1).

Sea {a;} © K una sucesién de Cauchy que cumple con el lema 3.1. Para cada 2
pueden darse las siguientes situaciones:

lo. |a — ai] # |a — ai]
2. |a — | = e —ap| = |ai — e | A(fi, fia)
30. |a — ai| = |a — ama| > |ai — aia| = A{fi, firr)

Caso lo. Supongamos |a - Otil < Ia - aq.1| = ]O&{'— a,;|.1l = A(fi,fqﬂ.
Sea (e 725 ] tal que I Oyl — aa,-.,_ll = Ter (_f,,+1) > A(f,' ,f,;,.1) = Ia — Q41 I, lo cual
implica | @ — oaip1| = re—1(fiza). Igualmente se obtiene que | i1 — gasa| =
Tc'_p(fi.u) = a — Jaq;.ul(p = 2, ety C’). Sea, (s 73R ] tal que |a;+1 - O'a,;.;_ll =
A(fi,fia) = |a — ail, entonces |a@ — caia| < | @ — @i, pero no puede
ser menor (ya que a1 es de las rafces de f;y1 més préximas a ), luego | & — oaiy |
= |a - Ol,;.|.1[ = A(f,‘, f,_u) Finalmente si oa;yl €8 tal que }a.,“ - aa,-+1| <
|a — asa| = A(fi, fiy1), entonces | @ — gai1| = |@ — asa|. Por lo tanto:
Ad(fiy feorr) = A(fe, Fad)" 5400 (¢ — 1, fop)™e x0Tm0 Si00)

7 (0, fi_,_l)"(°'fi+1)—n(1,fs+1) )n(o.f;“)—l = |fin (a)ln(o,f,-_,_l)—l;
y por otra parte d(fi, fua) > | F:(@)|* @97

Siocurre que | @ — @i | < |@ — ai| = A(fi, fiz1) = | @i — @i, entonces se
tendré en forma andloga '

AFs, fon) = |F @Oy A, fan) > |farn )OS0
Caso 20. Razonando igual que el caso 1o. se tiene que
A, fon) = [£:@ T = [fa () @70

Caso 30. |a@ — ai| = | — aia| > | s — aia| = A(fi, fipr). Para cualquier
oa;tal que | a; — oai| < A(fi, fon), se tiene | @ — oa;| = | — ai| > A(f,,f,,,_l)
Supongamos que

r(0,fi) > - >rc—h—1,1)>|a— a;l
>rlc—hJfi) > - > A, fan),

entonces para oa; tal que |a; — oa;| = r(c — h — J, fi), se tiene | @ — oa;| =
ric—h—3,f)G=1,---,c—h).Ysioa;es tal que | a; — oa;| L r(c — b, fi),
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entonces | — oa;| < |a — a;l, Por lo tanto:

| £:@" 7 > @A, fan)"Pr (e — 1, eI
7 (0 ‘f,)n(mf;)—n(l.f;) )n(om—l
rJ1 .

Tgualmente se demuestra que:

1
nofit)

| fira(a) | > d(fi, fira).

Y reuniendo los tres casos obtenemos

1 1
i no(F5) noUit1)
d(fs':ft'+l) < Ma,x{ | fi(a) | R | fira(a) | ' +1}
TEOREMA 3.4 Sea {fi} € Sk una sucesién que es de Cauchy, entonces cada sucesion
{ai} C K, formada con a;ratz de fi para cada i y tales que | cia — ai| = A(fiya, ),
es una sucesion de Cauchy.

Demostracién. De la f6rmula de la distancia entre f; y fir1 deducimos que:
d(fi, fun) = A, fu)" YO = A, foa),
con lo cual el teorema queda demostrado.

TrorEMA 3.5 Sea {a;} C K una sucesion que es de Cauchy y tal que su limite
estd también en K. Enionces {fi} C Sy, donde f; = Irr (as, k) es sucesion de
Cauchy y su limite esid en Sy, y es rgual a f = Irr (@, k). Rectprocamente st
{fi} < Sk es una sucesién que es de Cauchy y su limite f estd en Sy, entonces cada
sucesion {a:} en K formada como se indica en el teorema 3.4 es de Cauchy, y su
limate o es rafz de f, y por tanto estd en K.

Demostracién Podemos suponer que {a;} es tal que a; es raiz de f; de las més
préximas a a.

lo. Sea lima; = a € K cuando ¢ — «© y sea f = Irr (e, k) € S . Por ser a;
rafz de f; de las mé4s préximas a o (raiz de f), se tiene que | @i — a| = A(fi, f), ¥
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por tanto

A(fi, ) = (e = a["Prc = 1,y HP7C0 (0, frOP7mA0 )00

Como 7 (0, f), que es el grado de f, es fijo, tenemos que d(f;, f) — 0 cuando
1t — o, ya que a; — a cuando ¢ — «. Es decir, {f;} < S; es de Cauchy y su
limite es f = Irr (e, k).

20. Sea {fi} < Sk y limf; = f € S; cuando 2 — . Formamos {a;} C K, con
a; rafz de f; para cada ¢ tales que | s — as1| = A(fi, firr), y por el teorema 3.4
sabemos que es de Cauchy, y queremos demostrar que su limite o es raiz de f. En
efecto:

1

i, ) = 1F ) | "
lo cual implica

If(ai)ln(f)—>0 cuando ¢ — o,

pero
lim f(a;) = f(e) cuando 72— o,
por tanto se tiene | f(a)| = 0, es decir, « s raiz de f.

4. Definicion de elemento algebraico generalizado y conclusiones

Dado a € K (completacién de la cerradura algebraica de k, campo completo y
valuado), decimos que es algebraico en sentido generalizado si y sélo si existe
una sucesién {o;} C K tal que lime; = o cuando 7 — «, y la sucesién corres-
pondiente {fi} < Si(fi = Irr (a;, k)) es sucesién de Cauchy. En cuyo caso
decimos que o es rafz de ¢ = lim f; € S cuando ¢ — .

En virtud del teorema 3.2 la definicién dada es independiente de la sucesién
{ai} que se elija.

El teorema 3.5 demuestra que la definicién dada generaliza el concepto de
raiz de un polinomio con coeficientes en k.

Podemos ahora definir Ia cerradura algebraica generalizada como la completa-
i6n de K con la métrica:

d(ay B) = Mix ([OL - BI: d(f;!]))

donde f = Irr (o, k), g = Irr (8, k), | - - - | 1a valuacién de k y d(f, g) la ultra-
métrica en Sy, y que més adelante se demuestra que es un eampo.

El teorema 3.4 y el 3.5 demuestran que si Si no es completo con la ultramétrica
definida, entonces la definicién dada de ndmero algebraico generalizado no es
vacia, y ademés que la cerradura algebraica generalizada de k est4 contenida
en K.

Bl teorema 33 nos hace ver que no basta que | f; (@) | — 0 cuando z — « para
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que o € K sea raiz de ¢ = lim f; € S cuando ¢ — o, sino que es necesario que
=1 .
[fi(e) ™9™ — 0 cuando ¢ — .

Nota. Si tomamos como ultramétrica para Si el valor A(fs, f;), fi, fi € Sk,
entonces en virtud del lema 3.1, tenemos que {a;} C K es de Cauchy si y sélo
si {fi} € Sy es de Cauchy (con la ultramétrica definida por A (f;, f;) ). Por tanto
la cerradura algebraica generalizada de k [utilizando la ultramétrica definida por
A(f:, fi) en Si] coincide con la completacién de K (cerradura algebraica de k).

Hay que hacer notar que asi como d(fi, f;) = |R(:, £;) |"*Y""Y?, nos da
una distancia que depende intrinsecamente de los elementos de Si , no ocurre lo
mismo para A (fs, f;), que viene expresada por elementos de K.

5. Aplicacion de los resultados obtenidos

Sea un campo k completo valuado (con valuacién discreta no-arquimedeana,)
de caracteristica cero y cuyo campo de clases residuales es de caracteristica p 7 0.

Consideremos las extensiones méximas de k contenidas en K (cerradura alge-
braica de k&) que son respectivamente no-ramificada K y moderadamente rami-
ficada K [9].

Una extensién finita E 'k es no-ramificada si su indice de ramificacién
e(E k) = 1y su campo de clases residuales E 7 es separable.

Una extensién finita Bk es moderadamente ramificada si su indice de
ramificacién e(E k) es primo con p (caracteristica del campo r de clases resi-
duales de k) y su campo de clases residuales B/ es separable.

Tenemos pues que:

kcKcKCcCkKk.
5.1 Primeramente demostraremos que K es completo con la valuacién de k.

DErINICION. E 'k se dice que es una extension primitiva si mo existe ningin
campo, contenido en E y que contiene a k, distinto de E y de k.

LEmA 5.2 Sea k valuado y completo, y E una extensién primitiva (por lo tanto
forzosamente finita) no-ramificada de k; entonces para todo e, unidad de E, tal que
E = k(o) se tiene que |oa — a| = 1, para toda ¢ € Ggi, distinta de la identidad.

Demostracién. Segin los resultados sobre extensiones primitivas de campos
valuados completos de M. Marc Krasner [5], sabemos que en el caso del enunciado
R_/r es también primitiva (donde R y r son los campos residuales de E y k).

Sea f(z) = Irr (a, v) (v C k es el anillo de los enteros de k), entonces f(z) =
polinomio obtenido de f(z) pasando al campo de clases residuales, es el polinomio
irreducible de & € R con coeficientes en r, pues si no fuese irreducible tendrfamos
r C r(a) C R,lo cual contradice la primitividad de R r. Luego se tiene B = r (&),
y como R /r es separable, @ es rafz simple de f (), y por tanto para toda & € Gz/»
distinta de la identidad se tiene:

ga — & # 0, lo cual implica |oa — a| = 1,
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siendo ¢ € GE/k el isomorfismo que induce ¢ € G- . Pero por ser k¥ valuado com-
pleto y E 'k no-ramificado se tiene GE/k ~ (gr (confrontar [8], pigina 29) y el
lema queda demostrado

TreoreEMA 5.8 Siendo k el campo deﬁm'do mds arriba, se tiene que su extensién
mdxima no-ramificada K es completa con la valuacion de k.

DemosTRACION. Sea {a;} C K una sucesién de Cauchy. Y sea ¢ = lim as,
cuando ¢ — «, a ¥ 0, entonces para ¢ > N se debe tener |a| = |a:|, pues en
caso contrario e — a;| = Max (la|, |a:|) > 0 para todo ¢ suficientemente
grande, y {a:} no serfa sucesién de Cauchy.

Sea ord a; = M (donde “ord” es el orden valuativo correspondiente al ideal
primo p de'k que define la valuaciénde k : ord (+++) = —In|---|) parat > N.
Elegimos = € k de orden 1 en b, que existe por ser la valuacién discreta, y ob-
tenemos:

ord (am ™) =0

Consideremos la sucesién {8;} < K, donde 8; = aur , que es de Cauchy y
tiene por limite 8 = ar ™.
Inmediatamente se comprueba que « es algebraico sobre k& si y sélo si lo es 8,

puesto que:
d(gh g"r+1) = T‘M d(fi’fﬂ-l)7 siendo gi = Irr (B‘iy k): fi = Irr (0[1‘, k)

Y ademés o € K siysélosip € K. Por tanto, para demostrar el teorema podemos
suponer que ord a; = 0 para 2 > N, es decir, a; es una unidad de E; = k{a,
@z, -~ , a;). B;/k es no-ramificada para cada 7. Intercalemos entre E; y Ei.1
los campos intermedios tales que cada uno es una extensiéon primitiva del anterior
y obtenemos:

k=P cCcPCc---cP,Cc---CK

Ahora aproximamos ¢ = lim a; cuando ¢ — « (ord @ = 0) por los elementos
Bs € I(P,) = enteros de P, tales que:

la — B¢| = Infgerpy (o — B),

tales elementos existen por ser todas las extensiones no-ramificadas y la valuacién
discreta. Ademés para ¢ > N;, entero, se tiene ord 8, = ord @ = 0. Y por el
lema 5.2 para ¢ € G(P,/ P,1), tenemos que |o8, — B,| = 1; y para ¢ > N,
se tiene 0 < | g — Bg-1| < 1. Por tanto para ¢ > Méx (N1, N:), se tiene que:

qu - Bq—ll < |‘76q - 54[
parac € G(Py/P,.1), y aplicando el lema de Krasner [2]:
P, = Pq—l(ﬂQ) C Pea(Bg1) = Py,

lo cual implica P,; = P,, que contradice el que P, P, ; es primitiva. Por
tanto para ¢ suficientemente grande E; = K,y = --- = E, lo cual implica
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{a;} < E 'k, extensién finita de k, que es completa, luego a = lim a; € E,
cuando ¢ — .
5.4 Consideramos ahora sucesiones de Cauchy {a;} € K = extensién méxima
de k& moderadamente ramificada. Se construirin sucesiones que nos darin
elementos « € K — K, que son algebraicos generalizados y no son algebraicos en
sentido ordinario, es decir, que Si no es completo. Y también o € K — K, que
no son algebraicos en sentido generalizado, es decir, que K contiene estrictamente
a la cerradura algebraica generalizada de k.

Sea X* — 7 = 0,donde = € kesde orden 1 enpy ~ > 1 es primo con p.

Siendo 7; = =" y tal que =" = w1, definimos k; = % (w;), y se tiene k;y =
k(mia) C ki = k(xs), (kitkis) = h, ordy; m; = ords, =,/ h* > 0, y por ser la
valuacién discreta se tiene ords, = > h', pero ordy; 7 = e(ki/k) = indice de
ramificacién de ki k.

W< elk,k) < (kik) < b, luego e(ki/ k) = h'.
Es decir, k; 'k es moderada y totalmente ramificada. Segin la teoria de ramifica-

cién para extensiones no galoisianas (consultar [7], teor. 9 y 15 del Cap. II)
tenemos:

Gi/k) = Z(ki/k) = T(ki/ k) D V(ki/k) = {1}.
Siendo ; un elemento de orden 1 en p; (ideal primo de %;), se tiene para todo
o € T(k:/k) — V(k:/k) (lema 4, seccién 1 de [6] pagina 82 y Cap. II, teorema
3 de [7] pigina 40)

Oy — T4

ordy, =0, ordy, (om; — m) = 1.

i
Formamos la sucesién {«;} © K como sigue:
a; = 7w + 7me + -0 4 7w € ks,
que forma una sucesién de Cauchy si y sélo si:
3341 1
ord, (Ofi+1 — a;) = ord, (« Tiy1) = Qip1 + st

tiende a « cuando ¢ tiende a «, es decir, es necesario y suficiente que a; — -+ «
cuando ¢ — .

Calcularemos a continuacién los nimeros caracteristicos de k; 'k en a;.

Sea o € G (ki1 ki) y obtenemos:

: 1
OI‘d, (aai_,_l - a¢+1) = Ol‘dp (7ra'+l(a"lri+1 - 1r,'+1)) = Qi1 + }—&m .

Sea ¢ € Gkiy1, kia) — G(kiyrks) y obtenemos: ord, (sai1 — awg1) >
Min (ord, (7% (em: — m3)), ordy, (7**+'(emips — wiy1))) = Min (as + 1L/,
i1 + 1/hi+1) = a; + l/hi, si a1 — ai > 1/}I,i — ]./hH.1 = h — 1/hi+1.
(Como h — 1,/h™™ < 1 bastar4 suponer iy — a; > 1). , :
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. Para

7 € Ghiy/ ki) — G(kiys, ki),
obtendremos

’ , 1 1
ord, (aa,-+1 — a;p1) = Min <a:—1 + = h“_l , G + 70 a1 + Em)

=a1+1+h1 10

si a; — Qi1 Z 1.
En general, si a; — a;0 2 1(Z = 2, 3, ---), se tiene para o € G ki1, kg1)
— G (kiy1, k) €l g-ésimo niimero caracteristico de kiy1, /% en agyy ¢

vo(aip1) = ordy (caip1 — aup1) = 4, + e

Por tanto podemos escribir:
o) < -+ < vilas) < —InA(fi, fi1) < +
2)1(011;4.1) < e K ’I)Iz(a,;+1) < v.;.u(ai.u) = —In A(fi,fi—}-l) < oo,

Y tenemos A%t — h%isomorfismos ¢ € @ (k; /%) tales que ord , (6o — o) =
vig(ai), y B — h*¥™ isomorfismos ¢ € G (ki1 k) tales que

ord y (cas — @) = vig(aiy1).

Sea f; = Irr (ey, k). Calcularemos ahora la distancia d(f; , fiu1).

— 1nd(fi, fin) = ,%,-Ol‘dv (fileuy)) = hli[— In A(fi, fiyr) + (B — Dwvilas)

(= Bca(a) + -+ O = B man] = 4 (am

+ }%ﬂ) + }’L‘% I:ai + haia + Rlais + -+ + B 'a;

it ; 1 =11
5 +h1—+"'+T]=%+W+T[}L<Ea‘

+7L]:2a2+ +7ll—iai>+}%,-(1—|—h2+h4+--- +h2i—1)]

_ Gy 1 h — B lhml]_aL.H

“T+W+T[S+ ==l Al
1 hZ‘l—l

+ o e+ (b= DS

Por tanto {fi§ < S es de Cauchy si y sélo si asa,/2* + (b — 1)8; — +
cuando ¢ — .
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Ejemplo 1. Demuestra la existencia de elementos algebraicos generalizados
(que no lo son en el sentido usual) y por lo tanto, que Si no es completo.
Hacemos a; = k', y se tiene:

a;;tl‘l‘ (h — I)Sz = h + (h, —_ 1)’&——) 0, cuando 17 — oo,:

Ademéis lime; = o ¢ K cuando 7 — o, pues si @ € K, se tendria que
le — ai| = A(fs, fin) < A(f:) = minimo de las distancias entre las raices de
fi. y por el lema de Krasner a; € k(a) para cada ¢. Lo cual contradice el que
Ui k; = E es una extensién de grado infinito sobre .

Ejemplo 2. Demuestra que la completacién K de K, cerradura algebraica de
k, contiene estrictamente a la cerradura algebraica generalizada de k.
Hacemos a; = 7, y se tiene:

aiph ™+ (h—1)Si= G+ DA 4+ (b — D[+ 2877 + -+ + k77
=@+ + - DI = G+ )7+ UET - 1)

que tiende a & (h — 1)™" cuando 7 tiende a . v
Luego {a;} C K es de Cauchy y {fi} € Si no es de Cauchy.

Ejemplo 3. Vamos a considerar ahora extensiones k:/k que sean totalmente
ramificadas y tales que e (k; k) = (k:ik) = p°, en cuyo caso se tiene G (k: k) =
Z(ki/k) = Tki/k) = V(ki/k) D {1}, pues el ntimero de elementos de
V (k:,/k) es 1a mdxima potencia de p contenida en e (k; k). Y segtin los resultados
de [8], se deduce facilmente que hay un sélo nimero caracteristico de k:; /% en
a;.En efecto: porser Z (k; k) = T (ki k) = V (ki) se tiene Z,(as ; ki k) =
To(ai; ki/k) = Vy(ai; ki/k). Ahora bien, Z,(a:; k:/k) se aplica sobre
E (a;; k%), que es un hipergrupo S;-extremoduliforme, y Vg1 (e ki k) se
aplica sobre la unidad de E,, pero como Vg1 = Z44a, resulta que Zy4: se aplica
sobre E 441 que es la unidad de E, . Por tanto

Zo(ais ki k) = Z (ki k), Zi(os s ki k) =
Siendo tinico el ndmero caracteristico de k; /% en a;, sea r (f;) = |oa; — ai| para

o € G(ki/k), y pueden ocurrir dos cosas: .

lo. A(fs,fun) < r(f:) paraalgtn ¢, 1o cualimplicar (f;) = 7 (fun) (h = 1,2, -+ +)
y por tanto no(fi;) = no(fizn) (B = 1,2, - -+ ), y entonces {a;} tiene por limite un
ntdmero algebraico ordinario.

20. A(fi, fiya) > r(fi) para todo 7, lo cual implica que:
d(fi, fir) = A(fs, fina)

entonces {f} es de Cauchy si y sélo si lo es {ai}.

Ejemplos de este estilo se obtienen con extensiones k; = k(w;) donde 7;es rafz
de X?" — 7 = 0, siendo 7 de orden uno en p (ideal primo de k) y p la caracteristica
der.Seforma a; = 7wy + - -+ + 7"'w; (donde mi4” = 7;), que sea de Cauchy, y
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entonces {f;} también es de Cauchy. Para que {a;} tenga por limite un ndmero
algebraico generalizado, es necesario que:

ord; (a1 — ;) = aip1 + Z% < ordy (oo — ;) = wole).
Para calcular v (a:) elegimos 0 € G (ki ki1) y tenemos

vola;) = Oi'dk (ca; — a;) = a; + ordy (om — m) = a; + Z%Ol‘dk,-

- (om — m) = 0 + % (1 + vo(ki/kiz1)).
Y obtenemos la condicién:
1+ w(ki/kic1) = p*(aiy1 — a:) + 5’

para que lim «; = a cuando ¢ — o, sea algebraico generalizado sin serlo en
sentido usual. [vo (k:k:—1) es el Unico nimero de ramificacién propio de ki Fi1].
Si los {ai} se escogen en forma tal que se tiene p*(ay1 — as) + 1,/p > 1 +
v (ks ki), entonces @ = lim a; cuando 7 — «, es algebraico en el sentido usual.

6. Funciones simétricas generalizadas de raices de S
Sea {a;} € K una sucesién de Cauchy. Para cada «; y n fijo tenemos:
a(L, )" 4+ - + a(n(f), )"
n(f:) ’
si {4 (n, a:)} es sucesién de Cauchy, entonces definimos como funciones simétricas
de a = lim a; cuando ¢ tiende a o, el limite de la sucesién {A (n, a;)} cuando 7

tiende a .
En el ejemplo 1, podemos comprobar que tales funciones existen. En efecto:

A(n, Oli) =

G <R < o < a B < ordy (@ — @) = @ + B

implica que cada conjugado de a; tiene h conjugados de a1 que distan de él
exp (—ag1 — b '), Por tanto:

A, am) — An, o)
=[a@,))" —al,i+ 1))+ - + (@@ ), )@ Fip), T + 1)")]}1‘_”.‘17

en donde cada diferencia a (g, 1) — a(g, 7 + 1) es tal que ordx (a(g, 7) — a(g,
14 1)) = aiy1 + ALY teniendo en cuenta que

a(% "’)n - Ol(q, % + 1)n
(alg, )"+ alg, ) alg i+ 1) + - +alg i+ 1)),
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¥y que para ¢ suficientemente grande
ordy a; = ordg as1 = ordr @ = N.
Obtenemos:
orde (A, ai1) — A(n, @) > aws + A+ (n — 1)N,

cantidad que tiende a infinito cuando < tiende a infinito, por tanto A (n, a:) es
sucesién de Cauchy.

7. La cerradura algebraica generalizada de k es un campo.

Para demostrar esta afirmacién debemos probar que la completacién de K
cerradura algebraica ordinaria de k) con la distancia:

d(a, B) = Méx (|a - ﬁl)d(f’ g)))

[donde: f = Irr (a, k), g = Irr (B, k), | --- | la valuacién de k y d(f, ¢) la ultra-
métrica de Krasner en Si], es un campo. Lo cual serd cierto si la distancia d (e, 8)
es una métrica, y si K con esa métrica es un campo topolégico separable y con-
mutativo ([1], Cap. III, §5, prop. 2y 4).

Lema 7.1 d(e, 8) = Méx (|, 8|, d(f, g)) es ultramétrica en K.
i) d(a, B) = 0siy sélo si @ = B resulta obvio, pues | - - - | es ultramétrica.
ii) d(a, B) = d(B, a), igual que 7.
(i) d(a, B) < Méx (d(a, 7v), 4B, 7))

En efecto:
d(e,B) = Méx (|la — B|,d(f,9)), sea y€ K y h=Irr (v, k).
Entonces
la — 8| < Méx (la — 7|, [8—7])

d(f, ¢) < Méx (d(f, r), d(g, h))
lo cual implica, »
d(a,B) < Méx (la — 7|, |B— 7|, d(f, k), d(g, h)) = Méx (d(e, 7), (B, ¥)).

Definicion. C(a, p) = {w € K| d(e, 0) < p}.

Lema 7.2 K con la ultramétrica del lema anterior es un campo topoldgico.
i) o, B € K, entonces la aplicacién:

(@,8) > a+ B de K X K— K es continua.
i) @, 8 € K, implica:
(¢, 8) > a-f de K X K— K es continua.
ili) @ € K, entonces:

a— —a, de K — K es continua.
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iv) @ € K(a # 0), entonces:

o —>1 de K — K es continua.
o

Demosgtraremos ii) y las restantes se hacen en forma andloga.
Demostracion de ). Dado ¢ > 0 cualquiera, existe § > 0 tal que:
w € C(a, d),ws € C(B,8), implica wiws € C(aB, €).

Supongamos « y g distintos de cero.
En primer lugar imponemos a & la condicién § < Min (||, |8]), lo cual
implica |w1| = |a], |we| = |B]siw € C(a, 8), w2 € C(B,8). Y se tiene que:

[af — wn| = | (@ — @1) (B — w2) + wae — 1) + w1 (B — w2)
S Mix (e —w| |8 — | [B] e —wl |a||B — wl).
Sea h(z) = Irr (aﬂ;k),ysean:
r0, k) > r,h) > -+ >r(m —1,h) >0,

las distancias entre los eonjugados con respecto a k de of.
Si tomamos:

8 <min (r(m — 1, k)Y, r(m — 1,h) |8, r(m — 1, h)|az]_1

se tiene que | @f — wws| < r(m — 1, h) y por tanto A (h, w) < r(m -1, h)w ()
= Irr (wwn, k)], lo cual implica:

d(h, U)) — (A(h, ’U))T(’)’IL _ 1’ h)n(m—l.h)——-l . 7‘(0, h)n(O,h)—ml.h))lln(O,h)
< | af — wie lllﬂo(h)D(h).
Luuego si:
5 < Min {|al,|8|,rm = 1, )}, r(m — 1, h) |a|™, r(m — 1, k) |B]7,
6%, € l a I-—-l’ € I B |—1’ (GD (h)—l)n (O,h)’ l a |—1 (ED (h)—l)n (0|h)7 | B I_l (ED (h)—l)n (O,h)}

se cumple lo que se queria demostrar.

Supongamos que 8 = 0, entonces a-f = 0. Dado ¢ > 0 cualquiera, existe
§ > 0 tal que wieC (e, 8), weeC (0, 5(, implica wiwseC (0, €).

Imponemos a 6 la condicién § < ||, entonces wieC (e, §) implica | w1 | = | |.
Y tenemos que:

|ows | = Jor|[en| = [a] [e:] <

para lo cual basta elegir 6 = ¢ | a|.
Sea w(z) = Irr (ww., k), entonces:

d(z, w(X)) = | w(0) |""™ = | wiws].

Por tanto: 8 < Min (Ja|, ¢/ a]), y se cumple lo que se queria demostrar.
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8. Generalizacion del cdncepto. klz],/ (f(x))

Siendo f(x) € k[z] un polinomio irreducible, se sabe que €l anillo de polinomios
k[x] reducido mddulo el ideal engendrado por f(x), es un campo. Ahora se trata de
generalizar esta definicién cuando se considera un elemento de la completacién
Sk de Sk .

Para lo cual consideramos primeramente una sucesién de extensiones algebraicas
{k(as)}, tales que k(a:) C k(asy1) parat = 1, 2,3, --- .Y siguiendo una suge-
rencia del Dr. Marc Krasner, se procede como sigue. °

Por estar a; en k(as41), existe un polinomio ¢;(x) € k[z] tal que a; = ¢:(@ip1)
¥ (i) < n(fin), siendo fipa (x) = Irr (aga, k).

‘En el anillo de polinomios kfz:, z2, - -+ , s, - - -] se considera el ideal T engen-
drado por

{fi(@s), Lot — @ic1 (@)} ic1,23,+ (To = @0 = 0).
Siendo @ = k[xy, 22, -+, %, - -+ /Ty L = UL k(as), se tiene el siguiente.
Lema 8.1 Q es isomorfo a L.

Demostracion. Sean € Q, entonces:

n = Y<a%17x21 e 7w8) -|—I = Y(flh,xz, 7x3)
o= Ay + Ay + A + - + A,
donde 4;(j = 0, 1, ---, t) son polinomios en &, - -+, &, con coeficientes en k.

Y como x1 — o1 (x:) € T, se tiene:
1= Ao + Adipi(m) + -+ + Ailer(12))! = By + Buxz + -+ + Bua,

donde B;j(j = 0,1, ---, t') son polinomios en 3, - - - , ; con coeficientes en k.
Y como también x; — ¢a(x3) € T, se sustituye z» por ¢:(x;). Siguiendo este
proceso se llega a 9 = g(z,), y como f,(z;) € T, tenemos g(z,) = q(x,)fs(xs) +
r(xs), donde n(r(z,)) < n(f,(x,)),y se tiene finalmente: 5 = 7(z,).

Ahora definimos la siguiente correspondencia: dado 7 = r(z,) € © le hacemos
corresponder la clase de r(z,) en k[z.] / (fs (%) ), que claramente es un isomorfismo.

Si a; es la raiz de f;(x) = 0 que define la sucesién {k (a;)} de campos tales que
k(a:) C k(aa) (@@ = 1,2, --+), se tiene k[z;] / (fi(x:)) =~ k(as), y por tanto:

@~ UL klzd/ (fixs)) =~ Ui k(as) = L.

Definicion 1. Dada una sucesién {n;} = {rj(x.;)}} < @ decimos que es de
Cauchy si y sélo si la sucesién {Irr (r;(x:;)), k} es de Cauchy con la ultramétrica
de Si, y ademaés:

lim (Irr (7 (@sen) — 731 @eiyny) ), k) = 2

cuando j tiende hacia infinito.

Con esta definicién se tiene inmediatamente que la completacién @ de €
(utilizando la definicién 1), es isomorfa con la completacién L de L utilizando la
ultramétrica del lema 7.1.



CONCEPTO DE ALGEBRICIDAD 83

Definicién 2. Dada la sucesién {a;} C K = cerradura algebraica de k (campo
valuado y completo), que es de Cauchy y tal que

|a - a.,-| = IaH—l - O-il = A(fﬂl,fi) < A(fi) = Tm—-l(fi)’

para ¢ = 1, 2, -+, ; siendo, ademds {f:] < Sk de Cauchy [f: = It (a:, k)].
Entonces el completado & de @ = k[x:, ---, %, ---]1/T lo definimos como
k[z]/ (¢), donde ¢ = lim f;(z) cuando ¢ tiende a . Y siendo L = Ui k(a),
entonces la completacién L de L con la ultramétrico del lema 7.1 es la extensién
algebraica generalizada k (a), donde @ = lim a; cuando 7 — «. Y se tiene

bzl (0) = o= L = k(a).

Si o es algebraico en el sentido usual, se tiene que k(@) D k()G = 1,2, -+ -),
en virtud de la condicién que cumplen las ;. Y entonces @ = k[z] /(f(x)),
donde f(z) = Irr (a, k),y L = k(e),y k(a) es ya completo. Por tanto la defini-
cién 2 generaliza el concepto k[z] / (f(z)).
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