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PoR Juuo RAFAEL BASTIDA 

Esta nota constituye la conclusión de los articulos "Grupos y homomorfismos 
asociados con un semigrupo I, II" del autor, citados [1] y [2] en la bibliografía. 

Las notaciones aqui empleadas son las de los artículos citados. En esta nota 
se presenta un ejemplo de un semigrupo S que contiene elementos p, q tales que 
pHq $ Hpq y Hpq $ pHq. La construcción del ejemplo ilustra el cálculo explicito 
de X-clases y de los varios conjuntos y grupos que se definieron anteriormente. 
La nota concluye con un problema cuya solución el autor ignora. 

A. En esta parte se considera un grupo no-trivial G y el semigrupo multi-. 
plicativo I de los números reales x tales que O ::; x ::;; l. La operación de G se 
designará por • , y su elemento identidad por e. 

Sea S = { (g, O) 1 g E G} U { (e, x) 1 x E J}. Se define ahora una multiplicación 
en S como sigue: 

(g,O)(h,O) = (g.h,O) si g E G y h E G, 

(e, x) (e, y) = (e, xy) Sl X E J e y E J, 

(g,O)(e,x) = (g,O) si g E G y X E J, 

.. (e, x) (g, O) = (g, O) Sl g E G y X E J. 

Es evidente que S, dotado con esta multiplicación, es un semigrupo, y que 
(e, 1) es su elemento identidad. Obsérvese también que { (g, O) 1 g E G} es un 
subgrupo de S, y que { (e, x) 1 x E J} es un subsemigrupo de S. • 
• Sean a= (e, O) y b = (e, 1 ). Se tiene entonces que ab = (e, O) (e, 1) = (e, O) = a. 

a) Es fácil ver que Ha= { (g, O) I g E G}. En efecto, es claro que a E { (g, O) 
1 g E G}, y como { (g, O) 1 g E G} es un subgrupo de S, es evidente que dos ele
mentos cualesquiera de { (g, O) 1 g E G} son X-equivalentes, de lo cual resulta que 
{ (g, O) 1 g E G} C Ha. Por otro lado, si x E J y x > O, entonces (e, x) ~ (g, O)u 
para todas g E G y u E S, de modo que (e, x) no es X-equivalente a ningún 
elemento de { (g, O) 1 g E G}; se concluye así que Ha = { (g, O) 1 g E G}. 

b) También es claro que Hb = { b}. En efecto, en el argumento de a) se vió que 
(e, 1) no es X-equivalente a ningún elemento de { (g, O) 1 g E G}. Y además, si 
x E J y x < 1, entonces (e, x) (e, y) ~ (e, 1) para toda y E J, de lo cual se deduce 
que (e, 1) no es X-equivalente a (e, x). Se tiene entonces que H<e,l) = { (e, 1)}, 
o sea queHb = {b}. 

e) Se verifica, finalmente, que aHb e Hab. Esto es una consecuencia evidente 
de a) y b), pues 

aHb = a{b} = {ab} = {a} y Hab = Ha = { (g, O) 1 g E G} 

y como a= (e, O) y G ~ {el, se concluye que aHb e Hab. 
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B. En esta parte se considera un conjunto no-vacío X. 

El conjunto de todas las funciones de X a X se designa por J x . Si a E J x y 
y {3 E J x, por a/3 se designa el elemento de J x tal que x (a/3) = (xa ){3 para toda 
x E X. Se ha definido así una multiplicación en J x ; y es claro que J x ,dotado con 
esta multiplicaión, es un semigrupo, el elemento 8 de J x tal que x8 = x para toda 
x E X es, evidentemente, el elemento identidad de J x . 

Para cada a E Jx, el conjunto { (x, y) 1 x E X, y E X, y xa = ya} se designa 
por Pa. 

El resultado siguiente, que se demuestra en [3], es esencial en el estudio del 
semigrupo J x : si a E J x y {3 E J x , entonces a y {3 son Je-equivalentes si y sola
mente si X a= X{3yPa = Pp. 

En lo que sigue se supondrá que X es el conjunto de los enteros no-negativos, o 
sea que X = {O, 1, 2, 3, • • • .}. 

Sean I = { 2x I x E X} y J = { 2x + 1 1 x E X} : es claro que I íl J = 0 y 
X = I U J. Sea también D = { (x, x) 1 x E X}. Se definen ahora elementos a y {3 
de J x como sigue: 

es claro entonces 

{4x si X E I, 
xa= x+5 Sl X E J, 

x{3 = {~ + 2 
Sl X E I, 
Sl X E J; 

x(a/3) = {4x + 2 s~ x E I, 
X+ 7 Sl X E J. 

Se verifica fácilmente que X(a/3) = {2, 8, 10, 12, 14, 16, ···}y Pa/3 = { (2x, 
8x - 5) 1 x E X y x > O I U { (8x - 5, 2x) 1 x E X y x > O} U D. 

Sea 'Y el elemento de J., tal que 

{

x + 2 si x E I - {4, 6}, 
8 si X = 4, 

X')' -- 6 si X= 6, 
O si x E J. 

a) Es claro que 'Y E Hp : De las definiciones de {3 y 'Y as evidente que X 'Y = 
I = X/3 y P-y = (J X J)UD = Pp; luego {3 y 'Y son Je-equivalentes, o sea que 
'Y E Hp. 

b) Es también claro que a-y EE Ha/3. En efecto, como 

( 4x + 2 si x E I, 
X (a-y) = ~ 6 si x = 1, 

l x + 7 si x E J - { ll, 

se tiene que X (a-y) = { 2, 6, 10, 12, 14, 16, • • • l; por otro lado, se sabe que 
8 E X (a/3 ), de modo que X (a-y) ~ X (a/3); luego a-y y a{3 no son Je-equivalentes, 
o sea que a-y EE Hap. 
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e) Se demuestra ahora, para concluir, que HafJ e aHfJ : 

De a) se sabe que ª'Y E aHfJ, y de b) que ª'Y EE HafJ . So tiene entonces que 
aHfJ ~ HafJ; bastará verificar que HafJ e aHfJ. 

Sea entonces li E HafJ. Luego Xli = X(a/3) = {2, 8, 10, 12, 14, 16 • • ·} y 
Pa = PafJ = { (2x,8x- 5) lx E Xyx > O) U { (8x- 5,2x) lx E Xyx > O) UD. 

Six E I, y E J, y4x =y+ 5, entonces x(a/3) = 4x +2 =y+ 7 = y(a/3), 
de donde (x, y) E P afJ ; siendo Pa = P afJ, se tiene que (x, y) E Pa, o sea que 
xli = yli. 

Es posible entonces, en virtud del argumento precedente, definir un elemento 
X de J x como sigue: 

(4x )X = xli Sl X E I, 

(x + 5)X = xli Sl X E J, 

x'A = 4 si X= 2, 

xX = 6 Sl X= 4, 

xX = O Sl X E J; 

es entonces claro que X>-. = I = X/3. 
La inclusión (J X J) U D e P-,.. es evidente. 
Se desea verificar que P-,.. e (J X J) U D. Supóngase que esto sea falso. Luego 

existe un elemento (x, y) de A tal que (x, y) EE (J X J) U D; como ninguno de 
los enteros O, 4; 6 pertenece a Xó, la definición de X implica que x E J - {2, 4) e 
y E J - {2, 4), de modo que uno de los enteros x, y puede escribirse en la forma 
z + 5, con z E J; puede suponerse, por supuesto, que y = z + 5, donde z E J. 
Es imposible que exista un elemento w de J tal que x = w + 5; en efecto, en caso 
contrario wli = (w + 5)X = x'A = y'A = (z + 5)X = zli, de donde (w, z) E Pa, 
lo cual implica que (w, z) E D, o sea que w = z; y esto implica que x = y, lo 
cual es absurdo. Es también imposible que exista un elemento w de I tal que x = 4w: 
en efecto, en caso contrario wli = (4w )X = x'A == y'A = (z + 5 )X = zli, de donde 
(w, z) E Pa; esto implica la existencia de un entero n tal que n > O, w = 2n, y 
z = 8n - 5, de donde se deduce que y = z + 5 = 8n = 4w = x, lo cual es ab
surdo. En conclusión, se ve que x E J - { 2, 4), que x ~ w + 5 para toda w E J, 
y que x ~ 4w para toda w E J; esto es evidentemente absurdo. Se deduce en
tonces que A e (J X J) U D. 

Luego A = (J X J) UD; pero es evidente que PfJ = (J X J) UD, de modo 
que A= PfJ, 

Se ha visto asi que XX = X/3 y A = PfJ, lo cual quiere decir que X y {3 son 
X-equivalentes. Luego X E HfJ. 

Es fácil ver que li = a'A: en efecto, si x E J, entonces x(a'A) = (xa)X = (4x)X 
= xli;ysix E J,entoncesx(a'A) = (xa)'A = (x+5)X = xli. 

Dado que X E HfJ y que ó = a'A, se llega finalmente a la conclusión deseada, o 
sea que ó E aHfJ . 
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C. En esta parte se consideran semigrupos S' y S", sus operaciones siendo 
designadas multiplicativamente. 

Sea S = S' X S". Se define entonces una multiplicación en S como sigue: 
(x', x") (y', y") = (x' y', x" y"). Es claro que S, dotado con esta multiplicación, 
es un semigrupo. La validez de la proposición siguiente es evidente: 

PROPOSICIÓN: Si s' y s" tienen elemento identidad, y si (x'' x") E s' X s"' 
entonces H <z' ·"'"> = H ,,, X H ,,,, . 

D. Es fácil construir ahora el ejemplo deseado. Desígnese por S' el semigrupo 
construido en la parte A, y por S" el construido en la parte B. 

Se sabe que S' y S" son semigrupos con identidad. También se sabe que· S' 
contiene elementos a, b tales que aHb e Hab, y que S" contiene elementos a, {3 
tales que HafJ e aHfJ. 

Seas = s' X s" el semigrupo definido como en la parte e, y sean p = (a, Ol) y 
q = (b, /3). Se tiene entonces que pq = (a, a) (b, /3) = (ab, a/3), de modo que 
Hpq = Hab X HafJ; y además, se ve también que pHq = (a, a)H(b,fJ) = (a, a)· 
(Hb X HfJ) = aHb X aHfJ . 

La inclusión pHq C Hpq impl~caria entonces que aHfJ C HafJ, en contradicción 
con H afJ e aH f3 . Por otro lado, la inclusión H pq e pH q implicaría que H ab C aH b , 
en contradicción con aHb e Hab. 

Se concluye entonces qµe pHq $ Hpq y que Hpq $ pHq, que era lo deseado. 

E. En esta parte final se presenta una pregunta cuya respuesta el autor ignora. 

Sea S U:n semigrupo, y sean x, y E S. En virtud de la discusión de la parte V 
de [1], se sabe que I'1[x, y] se identifica canónicamente con un subgrupo de r 11, y 
que r2[x, y] se identifica canónicamente con un subgrupo de r,,11. También se 
sabe que la inclusión xHu ~ H,,y implica que r1[x, y] = I'y, y que la inclusión 
H,,11 e xH11 implica que r2[x, y] = r,,11. 

Esto dicho, se tiene el problema siguiente. ¿ Existe un semigrupo S que con
tenga elementos x, y tales que r1[x, y] e r 11 y que r2[x, y] e r,,11? 
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