GRUPOS Y HOMOMORFISMOS ASOCIADOS CON UN
‘ SEMIGRUPO, III

Por Jurio RAFAEL BasTipa

Esta nota constituye la conclusién de los articulos “Grupos y homomorfismos
asociados con un semigrupo I, IT” del autor, citados [1] y [2] en la bibliografia.

Las notaciones aqui empleadas son las de los articulos citados. En esta nota
se presenta un ejemplo de un semigrupo S que contiene elementos p, ¢ tales que
pH, $ H,,y Hy, $ pH, . La construccién del ejemplo ilustra el célculo explicito
de 3C-clases y de los varios conjuntos y grupos que se definieron anteriormente.
La nota concluye con un problema cuya solucién el autor ignora.

A. En esta parte se considera un grupo no-trivial G y el semigrupo multi-,
plicativo I de los nimeros reales z tales que 0 < = < 1. La operacién de G se
designaré por « , y su elemento identidad por e. '

Sea S = {(g,0)| g € G} U{(e,z) | = € I}. Se define ahora una multiplicacién
en S como sigue:

(g’O)(h7O) = (gh,O) si g€@ y h € G7
(e,x)(e7y)= (e}xy) si x€l e yEI,
(9,0)(e,z) = (9,0) st g€ G y z€l,
L (e,2)(9,0) = (3,0) si g€G y €l

Es evidente que S, dotado con esta multiplicacién, es un semigrupo, y que
(e, 1) es su elemento identidad. Obsérvese también que { (g, O} | g € G} es un
subgrupo de S, y que { (¢, z) | ¢ € I} es un subsemigrupo de S.

"Seana = (¢,0)yb = (e, 1).Se tiene entonces queab = (¢,0) (¢,1) = (¢,0) = a.

a) Es facil ver que H, = {(g,0) | ¢ € G}. En efecto, es claro que a € { (g, 0)
| g € G}, y como {(g,0) | g € G} es un subgrupo de S, es evidente que dos ele-
mentos cualesquiera de { (g, 0) | ¢ € G} son 3C-equivalentes, de lo cual resulta que
{(g,0)| g € G} C H,.Porotrolado,siz € I yxz > 0, entonces (e, z) #= (g, 0)u
para todas ¢ € G y u € S, de modo que (e, £) no es J¢-equivalente a ningin
elemento de { (g, 0) | ¢ € G}; se concluye asi que H, = {(g,0) | g € G}.

b) También es claro que H, = {b}. En efecto, en el argumento de a) se vié que
(e, 1) no es dC-equivalente a ningtn elemento de { (g, 0) | ¢ € G}. Y ademds, si
x € ITyx <1,entonces (¢, z)(e,y) # (¢, 1) para toda y € I, de lo cual se deduce
que (e, 1) no es 3¢-equivalente a (e, z). Se tiene entonces que He,1y = { (e, 1)},
o sea que Hy = {b}.

¢) Se verifica, finalmente, que aHy C H, . Esto es una consecuencia evidente
de a) y b), pues

aHy = a{d} = {ab} = {a} y Ha = Ha = {(9,0) | g € G}
ycomoa = (¢,0) y G # {e}, se concluye que aHy C Hy .
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B. En esta parte se considera un conjunto no-vacio X.

El conjunto de todas las funciones de X a X se designapor Jx.Sie € Jxy
y B € Jx, por af se designa el elemento de Jx tal que z(eB8) = (za)B para toda
z € X.8e ha definido asi una multiplicacién en Jx ; y es claro que Jx ,dotado con
esta multiplicaién, es un semigrupo, el elemento & de Jx tal que & = z para toda
z € X es, evidentemente, el elemento identidad de Jx .

Para cada @ € Jx, el conjunto {(z, y) |z € X,y € X,y za = ya} se designa
por P,.

El resultado siguiente, que se demuestra en [3], es esencial en el estudio del
semigrupo Jx :sia € Jxy B € Jx, entonces a y 8 son 3C-equivalentes si y sola-
mente si Xa = X8y P. = Pg.

“En lo que sigue se supondra que X es el conjunto de los enteros no-negativos, o
seaque X = {0,1,2,3, ---.}.

Seanl = {2z |z € X} yJ ={2r+ 1|z € X}:esclaroque I NJ = Fy
X = I UJ.Seatambién D = {(z, z) | x € X}. Se definen ahora elementos o y 3
de Jx como sigue:

o 4z si z €1
*Tl4+5 § zed,
26 = z+2 s zé€l,

o0 si oz €J;

es claro entonces

(aB) = 4x—l—2’si z €I,
TO)I=\247 si zeJ.

Se verifica ficilmente que X (a8) = {2, 8, 10, 12, 14, 16, ---} v Py = { (2z,
8 —5)|z€ Xyx >0 U{@Bx—5,2x)|z€ Xyx>0} UD.
Sea v el elemento de J, tal que

z+2 s z€1— {46},
oy = 8 s = =4,
6 si x =86,
0 si z€J.

a) Es claro que v € Hp : De las definiciones de 8 y v as evidente que Xy =
I =X8yP,= (J XJ)UD = Ps;luego 8 y v son 3¢-equivalentes, o sea que
v € Hg.

b) Es también claro que oy ¢ H.s. En efecto, como
4z + 2 s z €I,
X (ay) = 6 si z=1,
z+7 s x€J— ({1},

se tiene que X (ay) = {2, 6, 10, 12, 14, 16, ---}; por otro lado, se sabe que
8 € X (aB), de modo que X (ay) # X (aB); luego ay ¥ of no son JC-equivalentes,
oseaqueay € Hop.



86 . JULIO RAFAEL BASTIDA

¢) Se demuestra ahora, para concluir, que Hog C aHp :

De a) se sabe que ay € aHg, y de b) que ay ¢ Hap So tiene entonces que
aHg 7% H,s ; bastard verificar que Hos © aHp .

Sea entonces & € Hoqs. Luego X6 = X (a8) = {2, 8, 10, 12, 14,16 ---} y
Py =Py ={(22,8c—5) |z € Xyxz >0 U{@Bx—5,2z) |z € Xyz>0} UD.

Sizel,yc J,y4e = y+ 5,entoncesz(ef) =4 +2 =y + 7 = y(eB),
de donde . (x, y) € Pqs; siendo Ps; = Pu, se tiene que (z, y) € P;, o sea que
8 = yo.

Es posible entonces, en virtud del argumento precedente, deﬁmr un elemento
A de Jx como sigue:

(4z)N =x6 si z €I,
x+5N=2a2 si z€J,
. 2A=4 &8 z=2,
ZA=6 s z =4,
ZA=0 si-z€J;

es entonces claro que X\ = I = X3.

La inclusién (J X J) UD C Py es ev1dente _ »

Se desea verificar que P\ © (J X J) U D. Supéngase que esto sea falso. Luego
existe un elemento (z, y) de Py tal que (z,y) ¢ (J X J) U D; como ninguno de
los enteros 0, 4; 6 pertenece a X3, la definicién de A implica que z € I — {2,4} e
y € I — {2, 4}, de modo que uno de los enteros z, y puede escribirse en la forma
2z + 5, con z € J; puede suponerse, por supuesto, que y = 2z + 5, donde z € J.
Es imposible que exista un elemento w de J tal que x = w + 5; en efecto, en caso
contrario wd = (w + 5N = 2N = yA = (2 + 5)\ = 28, de donde (w, z) € P;,
lo cual implica que (w, 2) € D, o sea que w = 2; y esto implica que z = y, lo
cual es absurdo. Es también imposible que exista un elemento wde I tal que x = 4w:
en efecto, en caso contrario wd = (dw)\ = 2N = yA = (2 + 5)\ = 2§, de donde
(w, 2) € P;; esto implica la existencia de un enteron tal quen > 0, w = 2n,y
z = 8n — 5, de donde se deduce que y = z + 5 = 8n = 4w = z, lo cual es ab-
surdo. En conclusién, se vequez € I — {2,4}, quex > w + 5 para todaw € J,
y que x ¥ 4w para toda w € I; esto es evidentemente absurdo. Se deduce en-
tonces que P, € (J X J) U D.

Luego Py = (J X J) U D; pero es evidente que Ps = (J X J) U D, de modo
que P; A= P, B

Se ha visto asi que X\ = XBy P» = Pg, lo cual quiere decir que N y 8 son
Jc-equivalentes. Luego N € Hp.

Es fécil ver que 6 = a): en efecto, siz € I entonces (o) = (za)N = (4x)\
= 28;ysiz € J, entonces (a\) = (xa): = (x + 5)N = 6.

. Dadoque N € Hgy que § = a), se llega ﬁnalmente a la conclusién deseada, o
sea que 8 € aHp.



GRUPOS Y HOMOMORFISMOS ASOCIADOS 87

. . 74 14 . .
C. En esta parte se consideran semigrupos S° y 8, sus operaciones siendo
designadas multiplicativamente.

Sea 8 = 8 X §”. Se define entonces una multiplicacién en S como sigue:
@, "), y") = @y, «"y"). Es claro que S, dotado con esta multiplicacién,
es un semigrupo. La validez de la proposicién siguiente es evidente:

Proposicién: Si 8 y 87 tienen elemento identidad, y si (z', ") € 8’ X §”,
entonces Hr ory = Hyp X Hoo .

D. Es fécil construir ahora el ejemplo deseado. Designese por S’ el semigrupo
construido en la parte A, y por 8" el construido en la parte B.

Se sabe que 8’ y 8" son semigrupos con identidad. También se sabe que S’
contiene elementos a, b tales que aH, C H @,y que 87 contiene elementos a, 8
tales que H,,p cC otHg

Sea 8 = 8’ X 8" el semigrupo definido como en la parte C, y seanp = (a4, @) y

= (b, B). Se tiene entonces que pq = (a, a)(b, B) = (ab, aB), de modo que
H,, = Hyp X Hus; v ademis, se ve también que pH, = (a, a)Hpp = (a, a)-
(Hb X H,s) = aHb X aHﬂ.

La inclusién pH, © H,, implicaria entonces que affg & H,p, en contradiceién
‘con Hus C aHpg . Por otro lado, la inelusién H,, C pH implicaria que Hy C aHy
en contradiceién con aHy C Hy .

Se concluye entonces que pH, $ H,, vy que Hy, $ pH,, que era lo deseado

. E. En esta parte final se presenta una pregunta cuya respuesta el autor ignora.

Sea S un semigrupo, y sean x, y € S. En virtud de la discusién de la parte V
de [1], se sabe que Iz, y| se identifica canénicamente con un subgrupo de I', y
que TI'g[z, y] se identifica candénicamente econ un subgrupo de Tyy. También se
sabe que la inclusién «H, C H,, implica que Tz, y] = Ty, y que la inclusién
H,, C zH, implica que Tz, y] = Tyy.

Esto dicho, se tiene el problema siguiente . ¢ Existe un semigrupo S que con-
tenga elementos z, y tales que [z, y] C I'y y que Tofz, y] C Ty ?
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