ALGUNOS RESULTADOS EN TEORIA DE FUNCIONES
PARCIALMENTE CONTINUAS

Por A. GarcfaA-MAYNEZ

1. Introduccién

En este trabajo se presenta una generalizacién del teorema (6.2) del articulo
[2]. La hipétesis “f:X — Y es una conectividad” ha sido reemplazada por “la
funcién grifica de f: X — Y es débilmente continua”. Se ha hecho un esfuerzo por
presentar todo el material necesario para hacer 4gil y accesible la demostracién
de este teorema. Al final de este trabajo se hace patente el hecho de quesif: " — I"
es una funcién del n-cubo en si mismo, en donde n > 2, las siguientes cuatro
propiedades son equivalentes:.

1) la funcién grifica de f es débilmente continua

2) f es periféricamente continua

3) fes una conectividad

4) si E C I" es conexo y no degenerado, la grifica de F carece de puntos
aislados.

De ahi que el Teorema del punto fijo de Brouwer sea vilido para funciones
f:I" — I" que satisfacen cualquiera de estas cuatro propiedades, en virtud de ser
el caso si f es periféricamente continua .(ver [1]). :

2. Notacion

Las letras X, Y, Z denotarin siempre espacios topolégicos. El simbolismo
“f:X — Y indica que’f es una funcién del espacio X en el espacio Y, y se usa
doble flecha = si se quiere indicar que f es suprayectiva. Llamaremos no degenerado
a cualquier conjunto que conste de mis de un elemento. Un espacio 7 es aquél
en que cada uno de sus puntos es cerrado. Si-A4- es.un subconjunto de un espacio
X, “int A7, “F,A”, “A” denotan, respectivamente, el interior, la frontera y la
cerradura de A respecto a X. Un conexo es una regién o un continuo segun que
sea abierto o compacto.

3. Resultados preliminares -
DeriniciéN 3.1. Un espacio. X es periféricamente compacto si su topologia
admite una base cuyos elementos tienen frontera compacta.
PROPOSICI(’)N 3.2. Todo espamo X pemfémcamente compacto y de Hausdorﬁ es
reqular. : v
DemostmczénSeé{ # € X y U un abierto que contiene a z. Existe V, abierto,
tal quez EVCU y. F, V es compacta Como X es de Hausdorff, existen abiertos

ajenos R, S tales que z € R, F,V < 8. Si definimos W = V N R tenemos z €
WCWCUpuesWCVWﬂFV ®implican W C VC U. -
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DErINIcION 3.3. X es semi-localmente conexo si para cada z € X y cada abierto
U que contenga a z, existe un abierto V talquez € V C U y X — V tiene cuando
més un nimero finito de componentes.

La siguiente proposicién describe un tipo de espacios en donde la conexidad
semi-local es mas débil que la conexidad local.

ProrosiciéN 3.4. Todo espacio X conexo, localmente conexo, periféricamente
compacto y de Hausdorff es semi-localmente conexo.

Demostracion. Sea x € X y U un abierto que contiene a z. Existen abiertos
Vi, Vatalesquez € V; € Vi € V, © V, C U en donde F,V; es compacta. Las
componentes de X — V; forman una cubierta abierta de F,V;, de manera que
podemos extraer una subcubierta finita {H; , Ha, - - - , H,}. Sea K, la componente
de X — V1 que contiene a H,;. Observemos que X — V, € U’y K;, pues si K
es una componente de X — Vi que intersecta a X — V. pero es distinta de
cada K;, entonces K € X — V,pues K N F,V, = &. Por tanto K serfa abierta y
cerrada, y esto contradice el hecho de que X es conexo.

Finalmente, definiendo W = X — U%; K;, tenemosz € W C Vo, c Uy
X — W tiene solamente un niimero finito de componentes.

El siguiente lema es elemental pero dtil:

Lema 3.5. St R es una region en un espacio X localmente conexo y regular y a, b
son dos puntos arbitrarios de R, entonces existe un conexo cerrado H = H, 4 tal que
{a, b} € H C R.

Demostracion. Para cada x € R, existe una regién V,talquez € V, < V, C R.
Como R es conexa y las { V,} cubren a R, existe una cadena simple {V,,, Va,, - - ,
V.,} endondea € V., yb € V,, . Basta, por tanto, definir H,, = U7 V,, para
obtener el resultado deseado.

Prorosicién 3.6. Si X es un espacio conexo, localmente conexo, periféricamente
compacto y de Hausdorff y x € X es tal que X — x es conexo, entonces para cada
abierto U que contenga a x, existe una region V talquex € VC Uy X — Voes
conexo.

Demostracién. Como X es semi-localmente conexo, existe un abierto R tal que
z € R c UyX — R tiene sélo un nimero finito de componentes, digamos K ,
K, ---, K,. Escojamos a; € K;. Para cada 7 existe un conexo cerrado H; en
X — z que contiene a los puntos a; y a;. Sea S un abierto tal quez € S € R N
(X — UZy H;). Observemos que U7 H;es un conexo en X — S que intersecta a
cada K;. Por tanto U?; K; = X — R est4 contenido en una sola componente C
de X — 8. Definamos, finalmente, V' = componente de X — C que contiene a z.
Obviamentez € VC Rc Uy X — V = C U (U. V.) en donde {V,} son las
componentes de X — C distintas de V. Como X es conexo, cada V. N C es no
vacia. Por tanto, X — V = C U (U, 7.) es conexo.
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4. Elementos Ciclicos

Empezaremos esta seccién con varias definiciones.

Dermvicién 4.1. Si X es conexoy z € X, diremos que « es un punto de corte de X
(o corta a X) si X — z no es conexo.

Dzrinicién 4.2. Un subconjunto conexo no degenerado £ de un espacio arbi-
trario X es un elemento ciclico propio si E no tiene puntos de corte y si cada conexo
que contenga a E propiamente tiene puntos de corte.

DzeriniciéN 4.3. Si ¢ € X, diremos que z es un punto extremo de X si para
cada abierto U que contenga a z, existe un abierto V tal que z € V C U y F.V
consta de un s6lo punto.

DeriNici6N 4.4. Dos puntos p, ¢ € X son conjugados si ningtn punto de X
separa a p y ¢, es decir, si para cada r € X — (p U ¢q) y cada separacién X — r =
AUBsetinepUqc A6pUqgcC B.

ProPOSICION 4.5. Sea X un espacio conexo, no degenerado, localmente conezxo,
periféricamenie compacto y de Hausdorff. 8¢ p € X no corta a X y no es un punto
extremo de X, entonces existe un punito en X — p que es conjugado de p.

Demostracion. Procediendo por contradiceién, supongamos que p no es con-
jugado de ningtn punto de X — p. Si U es un abierto alrededor de p, existe una
regién V talquep € VC Uy X — V es conexo y no vacio (ver 3.6). Escojamos
g € F.V. Como p y ¢ no son conjugados, existe un punto € X y una separacién
X—z=A4,UA4d,endondep € A,y q € A,. Necesariamente z € V, pues de lo
contrario V U ¢ serfa un conexo en X — z que intersecta a 4, y 4,. Portanto,
X—-Vcd,,A, Uz V, F,A, = z,de manera que p es un punto extremo, una
contradiccién.

DeriNici6N 4.6. Sean p, X como en la proposicién 4.5. Definimos 7, como el
conjunto de puntos de X — p que son conjugados de p.

Prorosici6n 4.7. 8¢ X es un continuo métrico localmente conezo, entonces Tp U p
es un elemento ctclico propio.

Demostracion. Por (4.5), L = T, Up es no degenerado. Demostraremos
ahora que si v es un arco simple en X que une dos puntos a y b de L, entonces
vy C L.8iz € vy — L, existe un punto z € X y una separacion X —z = M UN
en donde p € M, 26 N. Como LNN = & tenemos L < M Uz. Pero
y—x= (yNM)U (y N N) es una separacién, de manera que (y 1) Uz
es un subcontinuo propio de vy que contiene a y b, lo cual es imposible. Esto
implica, en particular, que L es conexo y que p no es un punto de corte de L. Si
q € T, cortara a L, tendriamos una separacién L — ¢ = A U Ben dondep € A.
Escojamos b € B. Como p y b son conjugados, ¢ no puede separarlos en X, de
manera que existe un arco simple y en X — gqueune p y b. Por lo ya demostrado,
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v C L — g, una contradiccién. Por tanto, L es un conjunto conexo, no degenerado,
sin puntos de corte. L es maximo respecto a estas propiedades, pues si Ny es
conexo, contienea Ly z € Ny — L, existeunpuntoz € X talqueX —z= A UB
es una separacién y p € A, ¢ € B. Necesariamente 2 € Ny, pues de lo contrario
N, serfa un conexo en X — 2z que intersecta a 4 y B. Por consiguiente z es un
punto de corte de Ny .

CoroLARIO 4.8. 87 Z C X es arco conectable, también lo es Z N (T, U p).

Las siguientes proposiciones describen algunas otras propiedades de los
elementos ciclicos propios.

Prorosicién 4.9. Todo elemento ciclico propio E de un espacio Tv X es cerrado.

Demostracion. Si x € E — E, EUz es conexo, no degenerado y carece de
puntos de corte.

Proposici6n 4.10. S¢ X es localmente compacto, conexo, localmente. conezxo,
méirico y separable, E es un elemento ciclico propio de X y Q es una componente de
X — E, entonces F,Q consta de un sdlo elemento.

Demostracion. Supongamos que a, b son dos puntos distintos de F,Q. Sean
Ra , Ry dos regiones ajenas tales que a € R,, b€ R, y sean a € Ra ne,
b" € Ry N Q. Sea.y; un arco simple en Q que une a’ y b’. Los puntos a, ¢’ pueden
ser unidos en R, por un arco simple v: y los puntos b, b pueden ser unidos en
Ry por un arco simple v; . La curva v1 U v2 U v; contiene un arco s1mple v tal
que los puntos extremos de v y sdlo los puntos extremos de y estdn en E. Obvia-
mente E U v es conexo, ciclico y contiene a E como subcon]unto propio, 1o. cual
es una contradiccién. :

ProposICION 4.11. Sean X, E como en (4.4). Existe entonces una reiraccion
mondtonar:X = E. - _

Demostracion. Definase r(z) = zsi c € E y r(z) = F.Q, si z € Q,, com-
ponente de X — E. Si K es un cerrado en E, r ' (K) = K U (U, Q.), en
donde {Q.} son las componentes de X — E cuyo punto fronterizo est4 contenido
en K. Como X es conexo y localmente conexo, la frontera del abierto U, Q. esté
contenida en K. Por tanto r (K) es cerrado y r es continua.

8. Conjuntos semi-cerrados y espacios unicoherentes

Una importante clase de subconjuntos de un espacio X es la clase de subcon-
juntos semi-cerrados cuya definicién aparece abajo. Todo cerrado en un espacio
de Hausdorff resulta ser semi-cerrado.

Dzrintcién 5.1. Un subconjunto H de un espacio X es semi-cerrado si H tiene
componentes cerradas en X y si todo subconjunto no degenerado que es el limite
de una sucesién convergente de componentes de H esti contenido en H.
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DEFINICION 5.2. Para eada funcién f: X — ¥ definimos la funcién grifica de
feomo g:X — X X Yendonde g(z) = (z, f(z)).

DrrFiNIcIéN 5.3. Una funcién f : X — Y es débilmente continua si para cada
cerrado K C Y, f*(K) tiene todas sus componentes cerradas en X.

Proprosicion 5.4. 8¢ X es localmente conexo y de Hausdorff y f:X — Y es una
Ffuncion de X en un espacio Y cuya funcion grdfica es débilmente continua, entonces st
K C Y es cerrado, f (K es semi-cerrado.

Demostracion. Obviamente f es débilmente continua, de manera que sélo es
necesario demostrar que si C1, Cz, - - - es una sucesién de componentes de f* (K )
que converge g un conjunto C que contiene un puntop € X — f(K), entonces
C = p. Supongamos, por el contrario, que C contiene un punto ¢ # p. Sea R una
regién tal que ¢ € R € B C X — p. Sin es suficientemente grande, digamos si
n > m, C, N R 3 &. Por este motivo el conjunto @ = R U (U, C,.) es conexo.
Sin embargo p € @ pero g(p) ¢ g(Q) puesto queg(p) € (X — B) X (X — K)
Cc X XY — ¢g(Q). Esto contradice el hecho de que ¢ es débilmente continua.

En lo que sigue llamaremos espacio de Peano a todo continuo métrico local-

mente conexo. |
Es necesario ahora introdueir el concepto de unicoherencia.

.DrrFINIcION 5.5. Un espacio conexo X es unicoherente (entre dos subconjuntos
Ay B) si para cada representacién X = H UK, en donde H, K son conexos
cerrados (y H D A, K D B), lainterseccién H [ K es conexa.

Prorosici6oN 5.6. Sea f: X = Y una funcidn continua, cerrada y mondtona. Si
X es unicoherente enire dos subconjuntos A y B entonces Y es unicoherente enire
f)yf(B).

Demostracion. Supongamos que ¥ = H U K, en donde H y K son conexos
cerrados y H D f(4), K D f(B). Por tanto X = f(H) Uf " (K), en donde
F(H) y f(K) son conexos cerrados y f(H) D A, f(K) D B. Como X es
unicoherente entre A y B, el conjunto f ™ (H) Nf(K) = f *(H N K) es conexo.
Por consiguiente, H N K = ™ (H N K) es también conexo.

ProrostciéN 5.7. Sea X un espacio unicoherente de Peano. St I C X es un sub-
conjunto de X que separa a X, existe un conexo cerrado K C L tal que K separa a X.

Demostracion. 8i X — L = M U N e una separacién, existen abiertos ajenos
R, Stalesque M € R, N C 8. Tomando C = X — (R U 8) es facil de ver que C
es cerrado, C C L y separa a X. Escojamos ¢ € R, b € 8. Demostraremos ahora
que la propiedad de separar a los puntos a, b es inductiva. 8i C; D C; D --- es
una sucesién decreciente de compactos que separan a y b, necesariamente My_; C,
separa a y b. Supongamos, por el contrario, que este no es el caso. Existe entonces
un arco y en X — My—; C, que une a y b. Como cada C, separaay b,y N C, = &
para cada n. La sucesién decreciente de compactos no vacios ¥ 1C1 D v N C,



6 A. GARCIA-MAYNEZ

D --- debe tener interseccién no vacia. Pero Ny (y N C,) = v N (N5 C.),
lo cual contradice el hecho de que v estd contenido en X — MNi_; C, . Por el
principio de reduccién de Brouwer, C contiene un cerrado K que separa a y b
irreduciblemente. Si R, , B, son las componentes de X — K que contienen a y b
respectivamente, la irreducibilidad de K implica que K = F.R, = F.R,. Ob-
servemos ahora que R, es una componente de X — R, . Por tanto, si X — R,
= Ry U (UC.), en donde {C.} son las componentes de X — R, distintas de R,
la conexidad de X implica C, N R % &, de manera que X — R, debe ser conexo.
Finalmente, como X es unicoherente y X = R, U (X — R,), el conjunto
R.,N (X — R,) = F.R, = K debe ser conexo. Esto completa la demostracién.

Cororario 5.8. 8¢ X es un espacio unicoherenie de Peano sin puntos de corte,
ningin subconjunto totalmente disconexo puede separar a X.

Las dos siguientes proposiciones describen dos propiedades bésicas de los con-
juntos semi-cerrados. La primera de ellas es trivial y omitimos su demostracién.

Prorosroién 5.9. 8¢ H, K son subconjuntos de X, en donde H es cerrado y K
semi-cerrado, entonces H N K es semi-cerrado.

ProrosiciéN 5.10. 87 K es un subconjunto semi-cerrado de un espacio compacto
y métrico X, la identificacion determinada por las componentes de K y los puntos de
X — K es cerrada.

Demostracion. Debemos demostrar que si C es un cerrado en X y T es la unién
de componentes de K que intersectan a C, entonces T U C es cerrado. Suponga-
mos que z € T — T, z ¢ C. Existe una sucesién de componentes de T' que con-
vergen a un conjunto H, en donde z € H. Las hipétesis relativas a X implican
que H es un continuo. Como cada componente de 7 intersecta a C, tenemos
H N C # &. Por tanto, H es no degenerado. Como K es semi-cerrado tenemos
2 € H C K, y finalmente, de H N C # &, concluimos « € H < T, una contra-
dicei6n.

6. Teorema principal
Antes de enunciar nuestro teorems daremos dos definiciones:

Derinicién 6.1. Un espacio X es localmente cohesivo si para cada z € X y
cada abierto U que contenga a =, existe una regién R tal que = € R < U,
F.R es conexa y R es unicoherente entre x y F,R.

DEeriNIcI6N 6.2. Una funcién f: X — Y es periféricamente continua si para cada
z € X y cada par de abiertos U, V que contengan a x, f(z) respectivamente,
existe un abierto W talquex ¢ W Uy f(F.W)C V.

- TroreMA 6.3. Sea X un espacio méirico, localmente compacto y localmente co-
hesivo. Sea f:X — Y una funcién de X en un espacio Y regular y T . St la funcién
grdfica g de f es débilmente continua, entonces f es periféricamente continua.

Demostracion. Sean z € X y U, V abiertos que contienen a =, f(x) respectiva-
mente. Podemos suponer que U es una regién con frontera conexa tal que U es
compacta y unicoherente entre z y F.U. Sean U,, V, dos abiertos tales que
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z€ Uy UpC U;f(x) € Vo © Vo < V. Por las proposiciones 5.4 y 5.9, el
conjunto D = Uy N -1 (V) es semi-cerrado. Sea A, la componente de D que con-
tiene a x, y sea A la unién de Ao y todas las componentes de X — Ay que no
estin contenidas en U. Es elaro que A es cerrado, conexo y FrA C Ao . Ademis
U — A es conexo y contiene a B = FrU. Si « € W = int A, entonces
FrWw c Ao D c f~Y(V)y W < U, y no habria nada més que probar. Suponga-
mos, pues, que z § int A. Sea Z = U/g, en donde G es la descomposicién de U
determinada por A, B, las componentes de D ajenas a A y cada punto de
U — (AUD). La proposicién 5.10 implica que la identificacién candnica
h:U = Z es cerrada, y, usando la proposicién 5.6, concluimos que Z es un
espacio de Peano unicoherente entre ¢ = h(4) y b = h(B). Cabe considerar dos
€asos:

1) b es conjugado de a
2) b no es conjugado de a

En el primer caso, ¢ y b pertenecen a un elemento cielico propio E (proposi-
cién 4.2). Observemos lo siguiente:
i) E es unicoherente entre a y b (proposiciones 4.11 y 5.6)
ii) A(D) es totalmente disconexo
ili) E es unicoherente (teorema 5.2 en [2]).
Por tanto, por el corolario 5.8 el conjunto N’ = E — k(D) es conexo. Adem4s
z € N, endonde N = A (N'). En efecto, si # ¢ N, existe una regién S tal que
r €8 C X — N. El conjunto T = h(S) N E satisfaria entonces las siguientes
propiedades incompatibles:
1) Tc k(D)
2) T es no degenerado
3) T es conexo.

La propiedad 1) es evidente. En cuanto a 2), si T se redujera al punto a, el
conjunto 4(S), que es conexo y no degenerado (pues z ¢ int 4), no podria inter-
sectar a més de una componente de Z — E, pues entonces contendria un punto de
corte de Z (Proposicién 4.10), el cual tendria que coincidir con a, contradiciendo
el hecho de que a no corta a Z. Obtendriamos la misma contradiccién si A(S)
estuviera contenido en la cerradura de una componente de Z — E. Finalmente,
la Gltima propiedad es una consecuencia del Corolario 4.8.

Notemos, a continuacién, que g(z) = (z, fx)) € g(V), pues g(z) €
Uy X Vo ©C X X Y — g(N)y esto contradice el hecho de que g es débilmente
continua.

Por tanto a y b no pueden ser conjugados. Sea z un punto de Z que separa a y b.
Necesariamente 4 (2) es una componente de D pues U no tiene puntos de corte.}

t Supongamos que a € U es un punto de corte de T, digamos U — « = A U B, en donde
F,.U c A. Existe una regién R, tal que « € R, CR. C U; B ¢ R, y cuya frontera F.R,
es conexa. Ambos conjuntos A U a, B U ason conexos e intersectan a B, y asu complemento.
Por tanto AN F.R.=®5 BN F.R. . Pero esto es imposible puesto que F,R. s conexa y
F.R.C AUB.
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Por tanto si G’ es la componente de Z — z que _contiene aay@=hrQ),
tenemosz € G C Yy F,.G < h'(z) € D < £ (Vo) ©f (V). Esto completa la
demostracién.

7. Relacion con el Teorema del Punto Fijo de Brouwer

Es facil demostrar que el n-cubo I" es localmente cohesivo para n > 2. Por
tanto, si f:I" — I" es una funcién del n-cubo en si mismo cuya funcién grifica es
débilmente continua, el teorema de la seccién anterior implica que f es periférica-
mente continua. Whyburn demuestra en [1] que si f:X — Y es una funcién
periféricamente continua de un espacio métrico y localmente cohesivo X en un
espacio métrico Y, entonces f es una conectividad, es decir, la funcién graﬁca de
f preserva conexos.

Sea ahora f: X — Y una funcién de un espacio X en un espacio Y. Considere-
mos las siguientes propiedades:

P; : la funcién grifica de f es débilmente continua

P, : f es periféricamente continua

P; : f es una conectividad

P,:si E C X es conexo y no degenerado, la grifica de E carece de puntos
aislados.

Es interesante conocer la relacién que existe entre estas cuatro propledades
Desde luego P; = P, si X X Y es Ty Py=> P; sin ninguna restriccién en X, ¥ o
X X Y. También P, = P, si X es regular y T . El teorema de la seccién anterior
asegura que P; = P; si X es métrico, localmente compacto y localmente cohesivo
y si Y es regular y T . Desde luego es posible tener P; = P, sin que X sea local-
mente cohesivo, por ejemplo, si X = ¥ = I = intervalo cerrado [0, 1]. Sin em-
bargo, si X no es localmente cohesivo, la implicacién P, = P; puede fallar. A
este respecto Whyburn demuestra en [1] que si X es métrico y localmente co-
hesivo y Y es métrico, entonces la implicacién P, = P; es vilida. Por tanto, si X
es métrico, localmente compacto y localmente cohesivoy Y es métrico, las cuatro
propiedades Py, Py, P;, P, son equivalentes, por ejemplo si X = Y = I" =
n-cubo para n > 2. Esta situacién es de especial interés debido al hecho que toda
funcién periféricamente continua del n-cubo en si mismo, para n > 2, deja.un
punto fijo. Esta es lallamada “Extensién del teorema del punto fijo de Brouwer”
(ver [1]). Concluyo este trabajo enunciando un problema cuya solucién ignoro:

“!Es toda conectividad f: X — Y de un espacio de Peano X en un espacio
métrico Y periféricamente continua?”’
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