UN TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA ECUACIONES DE
TIPO NEUTRO

Por Carros Imaz

Oonéiderémos la ecuacién diferencial funcional
P - ' () = F(, z),

donde F es una funcién con dominio [0, T) X A y valores en B". Aqui 4 es el
conjunto de funciones con dominio [—A, 0], valores en R" y tales que existe su
derivada por la derecha. Véase [1] para una explicacién de la nomenclatura y
descripcién del problema de Cauchy para (1).

Dado un elemento u € A y reales positivos a, N y M denotaremos con
B(u, a, N, M) al conjunto de funciones con dominio en [—4, a], valores en R", de
clase C" en [0, a] y tales que se cumplen las condiciones

S To=Uu .
@) {lw‘(t) —u0) <N, t€o,ad
PR [x(t)-F(O u) < M, t € [0, al.

~ Con la métrica inducida por la C* topologia en el espacio de funciones de clase
C' en [0, a] este conjunto es un espaclo métrico completo Explic1tamente la
métrica p = p(u, a, N, M) estd dada por

p@y) = supo<e<a {|2(t) — y(@)], |2 () — ¥ @]}

Definimos ahora un subconjunto 4* (F) < A, que designamos por conjunto de
condlcwnes iniciales admisibles para (1), por med10 de las propiedades siguientes:
u € A™ s existen constantes positivas ao, No , M, tales que F (¢, ;) es continua
en ¢t € [0, a] para toda z € B(u, ay, No, M,) y uniformemente acotada.

Finalmente, dada u € A*(F) diremos que Fes wu-lipschitziana si existen
constantes a1, N1, My y L(L < %) tales que |F({, z:) — F(, y:)| <
Lo(u, a, N, M) (z, y) para cualesquiera ¢ € [0, a], , y € B(y, a, N, M) con
a < 01‘,N < leM < M.

TrorEMA. S7 existe algin elemento u € A* (F ) tal que F sea u-lipschitziana en-
tonces (1) tzene solucion unica (en clase C*) al problema de condicién inicial
Xy =

Demanstracion. Por comodidad consideremos la funcién u € A* definida en
todo el intervalo [—hA, + « ) extendiéndola linealmente con derivada F (0, u).
Sea M = min (M, , M1). Tomemos una N < min (No‘, N1) y tal que

T . N K6 ™
— <
(3) 2 + 12 M.
Finalmente tomemos @ < min (as, @) y tal que’
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(1 u(t) — u(0) | < N;t € [0,
4 . . ‘IF(t,ut)—F(O,uo)IS?,tE[O,a]
al <1
kaKgN,

donde K es una cota de F. Habiendo elegido de esta manera las constantes a,
N y M fijemos nuestro espacio B = B(u, a, N, M) y consuieremos latransforma—
cién T aplicada en B y definida por

Iu(t); t€[—h0]
5 T A t - I
(5) e k=12 lu(O) + j; F(s, ) ds; ¢ € [0, al.

Claramente T'[z] es de clase C* en [0, a]. Vamos a demostrar que de hecho T[] € B
para toda z € B. Para ello tenemos que comprobar las condiciones™ (2). La- pri-
mera es inmediata de (5). La segunda se sigue de que

| Tlx](t) — w(0)] < [§|F (s, ) ds < aK < N.

Para comprobar la tercera,
| Tlel' () — F(0,u0) | < | F(t, @) — F(t, ue) |
+ [ F(t, ue) — F(0, u) |

< I(B) (o, 0) + 55

segin la condicién de Lipschitz y la segunda condicién en (4). Pero
Lp(B)(z, u) < Llsupo<r<a | 2(t) — w(®)] + supoce<a | 2" (2) — o' (@)]]
< Lisuposi<a |2(t) — % (0)] + supocesa |4 (0) — u(?)]
+ supo<i<a | 27 () — F (0, uo)]

SL[2N+M]<§+%.

LLevando esta desigualdad a la anterior tenemos
| Tl = FOw) | <5+ < ar.

Con lo que concluimos que T[z] € B.
Ahora bien, para cualesquiera z, y € B

| Tl () — TWI®)] < [o| F(s, ) — F (s, y.)lds < aLp(B) (3, ),
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y ademads,

| Tlal' () — Tyl @) = |F (¢, @) = F(, yo)| < Lo(B) (=, y)-
Las dos relaciones anteriores demuestran que 7' es una contraccién de B en si
mismo y el teorema se sigue del principio de Banach.

No es dificil ver que, bajo condiciones convenientes, las hipétesis del teorema
valen para ecuaciones de la forma

& (t) = f(z:) + g@&/),
donde f y ¢ son operadores lineales.
CENTRO DE INVESTIGACION del I P N,
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