ECUACIONES DIFERENCIALES GENERALIZADAS EN ESPACIOS DE
BANACH Y ECUACIONES DIFERENCIALES FUNCIONALES
CON RETARDO*

Por FraNncisco OLiva

Introduccion

Tste trabajo consta de seis secciones. En la primera seccién se define el concepto
de integral generalizada en espacios de Banach siguiendo la definicién de Kurzweil
[1], se enuncia un teorema de existencia de ella [3], y se define el concepto de ecua-
cién diferencial generalizada. En la segunda seccién se enuncia y demuestra un
teorema de existencia y unicidad de solucién para ese tipo de ecuaciones diferen-
ciales en espacios de Banach; se enuncian y demuestran varios lemas auxiliares.
En la seecién 3 se tratan generalidades sobre ecuaciones funcionales con retardo
y se dan teoremas de equivalencia de solucién para este tipo de ecuaciones y
ecuaciones diferenciales generalizadas en espacios de Banach. En la seccién 4 se
obtiene un teorema de existencia y unicidad de solucién de ecuaciones funcionales
con retardo. La secci6én 5 estd dedicada a teoremas de unicidad, dependencia en
pardmetros y distancia entre soluciones de ecuaciones diferenciales generalizadas
en espacios de Banach y aplicaciones de esos resultados a ecuaciones funcionales
con retardo. Finalmente, en la seceién 6 se enuncia y demuestra un teorema sobre
unicidad de solucién para ecuaciones funcionales con retardo que es més general
queé los obtenidos en la seccién 5.

1. Ecuaciones diferenciales generalizadas en espacios de Banach

La generalizacién del concepto. de ecuacién diferencial estd basado en una
definicién generalizada de la integral de Riemann-Stieltjes. En esta seccién
daremos la definicién y propiedades esenciales de esta integral generalizada que
denotaremos por K-integral 0 integral de Kurzweil.

Sean 74 < 7* (+* y 74 ntimeros reales) y 8 = S[r«, 7*] 1a clase de conjuntos
S C [r4, ¥ X [r«,7*] C R con la siguiente propiedad: para toda r en el intervalo
[rs, 7* existe 8 (r) > 0 tal que (r,t) esun puntode Ssi|7 —¢| < 8(r).

Sea U (r, t) una funcién definida en cierta S € Sy con valores en un espacio de
Banach Y. '

Sea A una sucesién finita de ndmeros {eg, 71, a1, *++ , Tk, A}, CON Ty = o <
a < --» < ap = 7*ycon 7;en el intervalo [o;—y, ;] parat = 1,2, --- | k.

A esllamada una particién de [« , 7*] subordinada a S € Ssiel punto (r;,t) € S
para 7; € [oig, ) yparat = 1,2, .-, k.

Denétese por A (S) el conjunto de todas las particiones A subordinadas a S y
por B(A) = > 5= U(r;, @) — Ulry, a;1) para A € A(S).

* Tiste trabajo constituye la tesis de Doctorado presentada por el autor en el Centro
de Investigacién del I P N. Se realizé bajo la direccién de los Doctores Z. Vorel y C. Imaz.
"1 Siempre que en este trabajo se hace referencia a un espacio de Banach se entenders
que se trata de un espacio de Banach real, cuya norma denotaremos | |.
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DeriNici6N 1.1, U (r, t) es K-integrable si para toda e > 0 existe S € S tal que
| B(41) — B(4s) || < e si A1y Ay € A(S).

Es facil demostrar, [1] y [2], que U es K-integrable si y sdlo si existe un tnico
veetor b € Y tal que dado ¢ > 0 existe S € S tal que 4 € A(S) implica
| B(A) — b| < e Este vector b es denotado por [7. DU (r, t) que es la K-integral.

Puede ser demostrado [1] que si U (7, t) = u(r)a(t), u funcién continua y « de
variacién acotada en [r4, 7¥] entonces f:: DU existe y es igual a la integral de
Riemann-Stieltjes fI: p(r) da(r). Que si U (r, t)/d¢ = u(r, t) es continua en-
tonces [7. DU = [7. u(r, r) dr. Finalmente que si U(r,t) = f(r)-t, Y = Ry
f(r) Perron-integrable, entonces [7. DU = [7. f(r) dr.

Sean 1 > ¢ > 0, w;(y), 7 = 1, 2 funciones continuas y crecientes en [0, a],
ws () con las mismas propiedades en [0, ), w;(0) = 0, D=1 (27/n)¢ (n/2%)
uniformemente convergente para 5 € [0, o], donde

(1.2) Y(n) = ws(2wi(n) )w (n).

Nétese que se puede tomar w;(n) = Bn™, 8;, «; > 0,0; < 1,7 = 1,2, 3,
[a512 %1 + [+7)] > 1

Definamos ¥ (3) = D a1 (27/n)¥ (n/27), para n € (0, o] y ¥(0) = 0. Es
facil demostrar que ¥ (n) — 0 si n — 0+.

En [3] se demuestra el siguiente teorema de existencia de la K-integral antes
definida.

TeoreEmA 1.3. Sea U (7, t) una funcién con valores en Y, definida y continua en
[rs, 7*] X [r%, 7*] y ¥ (n) 2 0 definida paran € [0, 0], > 0,¢(0) = 0.
Supéngase que la serie

(14) D51 2 (n/27)

es uniformemente convergente en [0, o] y ademés:
15 U@ +mnt+n) —U+nt)—U@Ft+9)+Ut)] <vk)

paran € [0) ‘I] y (T + KB t + 77)7 (T + M t)) (77 l + 17)7 (Ty t) € (T* ’ T*] X (T* ) T*]'
Entonces f 7, DU existe y se cumplen las desigualdades siguientes:

[ A — M|
2

(16) || A2 DU — UG, N) 4+ U, M) || < (N —N])

a1 | ﬁ: DU — Uz, M) + Ug, M) | £ I—M—;—M‘I’(l)\z — M)

para 74 < M < A < 7F

Utilizando el concepto de K-integral se define el concepto de ecuacién diferen-
cial generalizada de la siguiente manera:

Considérese un subconjunto abierto Y; C Y y una funecién continua F:V; X
(Tl , Tz) —Y.

Una funcién z (t) definida en el intervalo (&1, &) < (T1, T:) es solucién de la
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ecuacién diferencial generalizada

v _ DF (z, t)
) dr
en el intervalo (&1, &) con condici6n inicial z(f) = @ € Yi,8 € (i, &) si para
ls,t € (t1,%) setiene x (&), y x(f3), son puntos de Y7 y se cumple la siguiente
igualdad '

(1.8)

rt9) zt) — z(t) = [it OF (x(r), 1)
2. Teoremas de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales
generalizadas

Sea Y un espacio de Banach, ¥; € Y un conjunto abierto, F: Y1X[0, 6] » ¥
una funcién continua que satisface las condiciones siguientes:

CEV IF @) — F@ ) | S vt —a)),
o en forma particular:

@2)  F@we) - Fen)l S Klb—nl;
y

NF (@, t1) — F(x, &) — F(2a, 1) + F (22, &) ||
S w(an — w2 D]we) — we) ] £ w2 — @ [)un((te — ])

(2.3)

o en forma particular:
NF @,t) — F@@n, b) — F(, ) + F (2, 8) |

= AP T S A P

(24)

con K y K, constantes positivas,0 < o, 8,7v = l,ay +8> Lz, z;en Y1, 4 ,ben
[0, ], |21 — 2] en [0, ), w;(n) funciones continuas monétonas crecientes,
7=1,2,3,7=1,2,¢ (), ¥(n) como se definieron en 1, w;(0) = 0.
Definamos el siguiente conjunto Wi :
Wi = {u | u:[0, 6] = Y1, u continua, ||u(r) — w(n)]| < 2w |71 — ],
|71 — 72| < o}. Esto es, funciones con médulo de continuidad 2w .

Lema 2.5. Supongamos que tenemos una funcion F definida en Y1X[0, o] con
valores en Y, que cumple las desigualdades (2.1) y (2.3), que ¥ (), ¥ () como se
definieron en 1y que z € W1 . Bajo estas hipdtesis se cumple que existe [ 1, OF (z(r),t)
para ty, t € [0, o].

Adeniés si F(u(r), t), F((s), t) son integrables en el sentido de Kurzweil se
cumple la siguiente desigualdad:

(2.6) || [t DF (u,s) — [1,DF (v, 5) | < [t walll u(s) — v(s) [|] dwa(s)

para iy, t en [0, o], cuando esta dltima integral exista. (Por ejemplo cuando u y v
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sean continuas, y en particular cuando estén en Wi )

Demostracién. En virtud de que z estd en Wi se cumple la desigualdad
[Fr+a),t+n9) — F@@+),8) —F@@E),t+2) + F), )|

' =v(@)

para 1, bt + u, 7 + nefto, 8] < [0,0] v en virtud de la continuidad de F en
Y1 X [0, o] se puede aplicar el teorema 1.3 para concluir que existe la integral
[t, DF (z, s) para t € [ty, {] < [0, o].

:Para demostrar que la desigualdad (2.6) se cumple comparemos las sumas
de Riemann correspondientes a las integrales que alli aparecen.

_ Sea k un entero cualquiera y la particién Py siguiente 7o = & < 71 < -+ <
7, = { tan fina como % sea grande y ésta tan grande como querramos, entonces
se tiene utilizando (2.3):

|| Z'f=1F(u(‘r¢), ) — Fu(rs), ria) — F (0 (rs), 1) + F (0 (7:), 7oa) ||
= le=lw3[” u(ri) — v(r:) ”][WZ(Tr) — we (i)

Si en (2.8) hacemos tender % a infinito resulta (2.6) con lo que concluye la
demostracién de este lema.

2.7)

(2.8)

Ejemplo 2.9. Sea G (z) una funcién definida y continua en ¥; con valoresen Y
tal que || G(x1) — G(x2) || = wsl| @1 — 2| para 1, 22 en ¥, ws como se definié
antes, La funcién F (z, t) = "G (z), 3 < a =< 1 cumple las hipé6tesis del Lema
2.5.

DEFINICION 2.10. 8% (21, &), (22, &) son dos punios de Y1 X (T, T») se define
la distancia entre ellos de la siguiente manera:

Cd[(m, h), (1, 6)] = o — x| + [ — b

DerFINICION 2.11. Se dird que la funcion F € F (Y1 X [0, T4, 2%, mf — nsb,
7Y, o) st F es continua en Y1 X [0, T y cumple (2.2) y (24), y que
F € F(Yy X [0, Ti, wi(n), wa(nz), ws(n), o) si cumple (2.1), (2.3) y es continua
en Yl X [O, Tl]

Nota 2.12. Si consideramos el espacio de Banach Y, Y; C Y abiertoy G; = Y,
X (Ty, T.), tomamos un punto (%, &) en Gy y llamamos p = distancia de
(20, %) al complemento de G4 = € G1, ademés si tomamos { = 0 con lo que no
se pierde generalidad. Llamemos G = Yy X [0, T4, T1 < T..

TreoREMA 2.13. Sean F en F (G, n° n — 9t 1, 0), (o, 0) en &, y la ecuacion
diferencial generalizada '
dz

(2.14) dr
2(0) = x . (condicidén inicial).

= DF(2(7), s) = DF(z, s)
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Entonces existe solucton unica de (2.14) en I = [0, L] con 0 < L = minimo de
o, Tiy (/4K )”“ donde K y a son los que aparecen en (2.2), ademds se cumple

(2.15) lz@) — z@)]| = 2K|& — #|* para #, & en I.

Antes de hacer la demostracién de este teorema hagamos las siguientes con-

sideraciones: »
a) La desigualdad (2.15) se expresa generalmente diciendo que z es regular

enl.

b) La demostracién de existencia y unicidad de solucién de (2.14) en [— L, 0]
es similar a la que se haga en [0, L]. Por lo que se tendrid (después de hecha la
demostracién del Teorema 2.13) demostrada existencia y unicidad de solucién de
una ecuacién generalizada con condicién inicial z(f) = Zo en un intervalo de
centro iy y radio L en vista de la Nota 2.12. :

¢) Definamos la siguiente sucesién de funciones:

(2.16) xo(t) = 2
@17) @) = 2+ [DF (@i(r),s),para i=0,1,2, -+ y t€ I =10,L].
Demeostraremos varios lemas antes de hacer la demostracién del teorema.

Lema 2.18. Bajo la hipdtesis del Teorema 2.13 se tiene que las funciones x;(t)
de (2.16) y (2.17) estdn bien definidas ya que son regulares y por lo tanto existe
la integral fo DF (x;(7), s) parat € Iyj = 0,1, 2, .

Demostracion. La demostracién la haremos por induccién. Para 2o{t) = x5y

t € I es obvio el lema.
Supongamos que se cumple para n:

| xn(t2'3 — 2, ) || L 2K|t: — 0% t,b€T
entonces
lZa®) — @oll + [t] = [[2a () — 2 O) || + [t] = 2K" + [¢| < 3K" < p

para ¢t € I, por lo cual (z.(¢), ) es un punto de G y en vista del Teorema 1.3
existe la integral [¢DF (., s). .
Entonces se tiene

| a1 (ts) — Zna(t) || = || fgf DF (2, ) ||

<U=bl wp v =)+ IFG), 0 — P, 6) |
0<|tg—t1|<e

< Itz;tll sup  T([t—t]) + K[t — a|* < 2K|t, — &[*

0<[ta—t1| <o

con lo que se ha demostrado que z;(t),t € T yj = 0,1, 2, -- - es una sucesién de
funciones regulares.
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Lema 2.19. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.13 se cumplen las desigualdades:
(2.20) f2o(@t) — 2:(t) || = K&°, ten I.

Kt*(K,p*)"

(2.21) ”xn+1(t) — 2.(2) ” = (e + B)(a + 2B) --- (a + nB)

n=12--,ytenl.
Demostracion. La demostracién se hard por induccién.
leat) = mll = | J4OF @0, 8) | = | F oo, ) — Flan, 0) || < Kt°

que es (2.20).
Ahora demostremos (2.21)

l2@) — z@ |l = || [sDIF @, s) — F@w, )l

< K [o]lai(s) — aols) [d(s°) = KKi ¢ s*" 78 ds,
o0 sea
KK, Kt*(K.Bt°)
a+pf  a+B

(2.22) fz(®) — m(t) || £
ahora si suponemos que

| Ki*(K.888)""
(223)  [lolt) — 2 S 55

+28) -+ (@ + (¢ — 1)B)

entonces
|22 () — z:(@®) || = || ff) DF (x;,8) — fltl OF (%1, 8) ||

< Ky 6 |wi(s) — wia(s) |8 ds ]

; Ksa(Kl B)i—lsﬂ(i—l)sﬂ—l ds

< K

< Kb TR T e T G = DAl
o sea

(K188 )'Kt”
. i - T < -

(2:24) R R S P CE S DR CE )
por lo que (2.21) se cumple para toda n = 1, 2, --- y queda demostrado este
lema. ‘

Lema 2.25. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.13 se cumple que
(2.26) 2oz () — 2 (@) || < Ke™, t€1

o sea que la serie (2.26) converge uniformemente en I, o sea que x,(t) converge
uniformemente en I (conforme n tiende a infinito) a un elemento x (t) en Y, por ser
éste un espacto completo.

Demostracion. Comoa 4 8 > 1,sitomo 0 = ¢t = o = 1 se cumple
(B°K:)"'K S (B Ky) Kt
B-28---nB =~ (a+ B)e+ 28) -+ (a + np)




ECUACIONES DIFERENCIALES GENERALIZADAS 45

0 sea
KK" o (Kif)K (BK.8)"K¢t*

nt T al T (a4 B)a+28) - (a+ nB)
y en virtud del Lema 2.16 y de (2.24) resulta

(2.27)

[2nss(t) — 20 || < KI—{n—l—n — 1,92

0 sea que

Z [ Zsa(t) — @(t) | £ K Z + K = KZ; - = K
con lo cual se termina la demostracién del Lema 2.25. /
Nota 2.28. z(t) se demuestra que es regular (y que por lo tanto existe la in-
tegral fﬁ DF (z, s)) en forma similar a como se hizo en el Lema 2.18 para las
z;(t), ten I. :

Demostracion del Teorema 2.13. Por el Lema 2.5 y la convergencia uniforme
de x, (t) az(t) paraten I se concluye la convergencia uniforme de [§ OF (z,,s) a
ff) DF (z,s)en I:

[ fs DF (z(7), 8) — [o DF (2, 5) ||

(2.29) < [ 2a(s) — a(s) | ds® <5j:11 <e s on>N.
Como:

(2.30) Tapr(t) = 20 + [0 OF (24, s),

en vista de (2.26) se tiene tomando limites cuando n — = en (2.27) que

(2.31) z(t) = zo + [0 DF (x, )

con lo cual se ha demostrado la existencia de solucién regular de (2.14) en [I.
Para demostrar la unicidad sean x(t), ¥ (f) dos soluciones de (2.14) en I,
entonces tenemos

lz@) —y@®1 =1 fé@F(w(T), ) — [iDF (y(r), ) |

2.32
(252) < [illa(s) — y() 8" ds + C
>0 arbltrarla), por el Lema 2.5. '
Aplicando el lema de Gronwall en (2.32) se tiene ||z (¢) — y () || = Celobs
= Ce?® < Ce = Ce®; @ = I = constante luego, z(t) = y(¢) porque se puede
tomar C arbitrariamente pequefia. Con esto concluye la demostracién del Teorema

2.13.

B— l.ds

3. Teoremas de equivalencia

3.1 Generalidades sobre ecuaciones funcionales con retardo. Sea R" un espacio
euclideano de dimensién n y con | z | denotemos la norma euclideana de « en R".
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Sea X el conjunto de todas las funciones x (¢) definidas y continuas en el intervalo
compacto [Ty, T:] con valores en B es decir:

(E:[Tl , Tz] — R

X se considerara un espacio de Banach con la norma || z | = supec(zr,,rq1 | 2 (@) |-
Sea htal que 0 < b < T, — Ty H el espacio de funciones definidas y continuas
en [—h, 0] con valores en R” y con la norma definida por

| yllz = suptet-n,o |y @) |,

para toda y € H.
Siz € X, definamos z, € H parat € [T1 + h, T:] como sigue

(3.2) z(s) =zt +s) para —h<s<0.

En otras palabras z, es la restriceién de x al intervalo [t — &, #].
Sea. X; © X con la siguiente propiedad: si « = x(t) para ¢t € [T, Tb] es un
elemento de X; y si# € [Ty, Ts] entonces

: o~y Jz(@) para t€ [Th,i]
®3) S =20 = {x(i) para ¢ € [i, T:]

es también un elemento de X; .
Sea H; un subconjunto de H tal que x € Xy =z, € Hyparat € [Ty + h, Ty].
Considérese la ecuacién diferencial funcional con retardo

d—tx =f(1?r,t)

(34) Tryn=o(r), 1 <7< Ti+h

¢(Ty + h) = 20 € R”

Donde f:H; X [Ty + h, T:] — R" y para una z € X; fija f(z,, t) es integrable en
€ [Ty +-h, T,

" DeFINICION 3.5. Una solucion de (3.4) es una funcidn absolutamente continua
z (t) definida en [T1 + h, T:) tal que (z., t) en el dominio de definicion de f y gue se
satisfaga x () — z(h) = Jrﬁif(xs, 8)ds para ty, ts € [Ty + h, Te).

Supongase que la funcién primitiva de f(z:, ¢) tiene los siguientes médulos de
continuidad para z', 2” € Xj :

‘(S-G)v ’ [[2f@d, s)ds| £ wi(me — )
|2 @, s) — fla’, s)]ds|

< wa(lm2 — 71]) SuPecrryem ws (|| @ — &) |lm)

3.7

para
T1+h<7'1<7'2<T2 y ,Tz—’l'll

donde s depende solamente de T;, T», h. Las funciones w;, wy continuas y
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crecientes en [0, ¢], ws con las mismas propiedades en [0, « ); w;(0) = 0, ¢ (n),
¥ (n) como se definieron y con las propiedades que se indicaronen 1.

3.8 Teoremas de equivalencia. Sea f(z;, t) como se definié en 3.1, definamos
([rmaf (e, s)ds, v € [Ty + h, 8], ¢ € [Ty + h, Tol.
(3.9) F(@,0)(r) ={ [brpnf(@e, s) ds, 7 € It, Tol, £ € [Ty + h, T3,
Opararot € [Ty, Th -+ Al

paraz € X;.

De aqui que F (z, t) es un elemento del espacio X definido al principio de 3.1 y
F(z,t)(r) en R” es el valor de F (x, 1) en el punto = € [Ty, Ta.

Para F (z, t) asi definida considérese la ecuacién generalizada

%” — DF (s, t)
(3.10) < “7

T T Tl ’ Tl h
Pm+m=%€xm@=r()mm € T, Ty A A

o(Ty+ h) = ze para 7 € [Ty + h, T4l

En [4] se demuestran los dos teoremas de equivalencia que a continuacién
se enuncian. :

TrorEMA 3.11. Sea £(t) una solucién de la ecuacion (3.4) en el sentido de la
Dejinicion 3.5, con la condicion inicial alli dada.

Definamos para t en [Ty + h, T

_ J&(r) para 7€ [T4,{]
(3.12) z(t)(r) = {E(t) para r € [t, T

Entonces z(t) en X es una solucion de la ecuacion generalizada (3.10) en
[Ty + h, T:). Ademds x(t) es regqular en [Ty + h, T].

TeorEMA 3.13. Sea x (1) una solucion regular de la ecuacion generalizada (3.10)
con F dada por (3.9) en [T1 + h, Ts] y con la condicién inicial dada en (3.10).

Entonces la funcién

(e A @) T < 7 < Th A b
E0) = o) @) T+ h < 7 < Ty

es una solucion de (3.4) en [Ty + h, T5] con la condicién inicial dada en (3.4).

(3.14)

ProproSICION 3.15. La unicidad de solucion de la ecuacidn (3.10) con determinada
condicion inicial implica la unicidad de solucion de (3.4) con cierfa condicion
inicial también; en efecto, si x(t) es una solucion de (3.10) en [T1 + h, Ts} tal
que x(T1 + k) =20, 2(Ty + k) = zn entonces podemos definir la solucién de
(8.4) como stgue:

(M +h) ) Ti<r<Ti+h
(3.16) y(r) = {x(f)(f); Ty 4 h <7< T
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Supongamos que existe y1(r) #= y(7) tal que 1 (7) = y(z) = 2(T1 + h) = =
para 7 en [Ty, Ty 4+ h].

Podemos definir
. yl(T)7 TE€ [T17 t]
(3.17) @) (r) = {yl(t), r €[ Tl
y
. y(T)7 TE [TI: t]
(318) w00 = {30
pero
(3.19) 2 (Te)(r) = y(r), 7ven [T1, T
' 21(T2) (r) = ya(r), 7en [Ty, T
y como

320) @(Ti+ h)(r) = Ty + h) = y(Tr + k) = 20 = 2(T1 + k) (7)

para 7 en [Ty + A, Ts] se concluye que y(r) = y1(r) para r en [T + A, T,] en
vista de (3.19) y la unicidad de solucién de (3.10).

La proposicién inversa no la usaremos en este trabajo pero se cumple; unicidad
en (3.4) implica unicidad en (3.9) (se demuestra en forma similar).

4. Teorema de existencia y unicidad de solucién de ecuaciones funcionales
con retardo

Consideremos la ecuacién

dz

41) @~ f(@,t) con f:Hy X [T1+ h,T5] — R",

donde [T:+ h,Ts) C [0, »)

Lebesgue integrable y con la condicién inicial 27,1 = ¢(7), 7en [T, T: + hl y
los médulos de continuidad de la integral de f:

4.2) ' [ [22f(xs,s)ds| < K|, — 11|
4.3) |[Rlf@ s) = £, 9)lds| < Killa' = 2|7 — =

< K& =2l — nf
K,Ki>0,0<a,8<1,a+8>1,z,2°en Xiparai = 1,2, 1, then [Ty, Ts|.

Definamos F (z, t) como en (3.9) y consideremos la ecuacién generalizada

dz
B - OF @), 0

(4.4)
#(Ty + h) = m(r) = {

¢(r) para 7€ [T1, T1+ h]
ZToo para T € [T1 4+ h, Tyl

Bajo estas hipétesis se cumple el siguiente teorema.
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TrorEMA 4.5. Existe solucidn vnica regular de la ecuacion (4.1) en [Ty + -h, T)
siTy+h — Ty = L = minimo deo y (o/4%)"*, Ts ; con K y o de la formula 4. 2).

Demostracién. 1. La unicidad de solucién es consecuencia directa de la, Propo-
sicién 3.15.

2. La existencia de solucién es consecuencia de los Teoremas 2.13 y 3.14.

Ejemplos 4.6. A) En el caso en que 2 = 0 la ecuacién (4.1) es una ecuacién
diferencial ordinaria sin retardo y estamos pidiendo que f(z, ¢) sea integrable y
que se cumplan (4.2) y (4.3). ‘

B) Si definimos

si t=0
Flo,t) = {G(x WLt = 0,3 <a<1

donde G(z;) # 0, t en [0, T], continua y acotada en su dominio de definicién,
|G(@) — G(x2) | = Kif| @1 — 22| para 21, 2; en Hy (H, definido al principio de
esta seceién ), t en [0, T] = I, entonces se cumplen las hip6tesis del Teorema 4.5:

I | [2f@,s)ds| < M|n® — n"| £ M|r — n|*
II) [ [2If @, s) — f@, 8)lds| < Kif| 2" — 2° ||| — =7
S Ki||#y — @] — 7|5, m€[0,T];i=1,2.
En la siguiente seccién se dan criterios de unicidad de solucién con hipétesis
menos estrictas respecto a x en F (z, t).

5. Unicidad de soluciones de ecuaciones generalizadas en espacios de Banach
y de ecuaciones funcionales con retardo

Generalidades. Sean F (z, t) en F (G, wy, wz, wy, 0); F (x, t) en F(G Wy, We,
W3, 0), £(t) una solucién de

9 _ op, 1)

(5.1) dr
2(0) = 2, (condicién inicial)

n [0, T]; y (¢) una solucién de

y(0) = yo (condicién inicial)

en [0, T1.
Supondremos que (z(7), t), (y(r),t) en G parar,ten [0, T| y que se cumplen las
desigualdades siguientes

(5.3) | % (r2) — x(m1) ||
(5.4) |y () — y(@) |l
para 71, s en [0, T, |72 — 7| < o

= 2wi(m — 1)
< 201 (|m — m1])
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Denotemos por ¢ (1) = ws(2wi(n))-ws(n) =+ s (21 (n) )bz () y por ¥ (n) =
D> i1 (27/m)¥(n/2%) paraq € (0, ¢}, ¥(0) = 0 y supongamos que esta serie es uni-
formemente convergente en (0, ol y que () >¥(0) =0sin—0+.

Llamemos A (z,t) = F (x,t) — F (z, ) para (z, t) en Gy supongamos que
” A(Il), tz) - A (x’ tl) H = w‘*(l b —t |)7 para (IU, ti) en G;

g = 1,2,]&—511 So.

Esta desigualdad caracteriza la proximidad de las ecuaciones (5.1) y (5.2).

Como
la desigualdad (5.5) siempre se satisface con ws(n) = wi(g) + 1 (n).

Sin embargo el caso més importante es cuando esta funcién se toma esencial-
mente més pequefia que wy (n) + Wi (n).

(5.5)

Teoremas de unicidad de solucién.

TEOREMA 5.6. Sea m un entero positivo tal que T/m < o, entonces las soluciones
z(r), y(r) de (5.1) y (5.2) respectivamente cumplen la siguiente desigualdad:

Ja(1) = y(1) | < Ty (9 o (_7%)

+ we (%)2 w(| 2 — y:|) + |20 — ol

xi=x<Z—T>, yi=y(g),i=0,1,--',m.
m m

Demostracion. Como x (), y(¢) son soluciones de las ecuaciones generalizadas
(5.1) y (5.2) respectivamente se tiene para t; , £ € [0, T'] que

lz) —yt) —at) +y@)) = || [ DIF (@, t) — Fy, )]

y en virtud del Teorema 1.3 se tiene

(5.7)

donde

|z(t) — y(t) — 2z(t) + y(&) || < | g I\Il(!t,, —tl)

J

+ [|F(z(t), ) — F(y(th), ) — F(z(t), t) + F(y(h), ts) |

o0 sea
lz(te) — y(t) — 2(t) + y(t) | < [t j t‘I'(ltz — 1)

+ |F(a(t), &) — F(y(t), t) + F(y(th), t) — F(y(t), t)
— F(x(t), tz) + Fly(t), ) — F(y(h), t2) + F(y(t), ts) I

<l —tly(y — )+ a@w, W - 40w, 0|
+ wi([|z(t) — y(&) PNwe(|t — ta])
< ti‘ V(|t, — f1'1)+ wy ([t — t]) + wa(|| 2) — y@) PDwl|ts — 1))
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es decir

[#(t) — y(t:) — =(t) + y(t) || < [t e I\Ifﬂtz — )

(5.8) |
+ it — &1]) + wsl[2(t) — y(t) Dwe(|ta — 1)
5:9) Hx(t2> —yt) || < L ; I‘I’(]tz —t]) + willt: — a]) -

+ lz(t) — y(t) || + ws([|x(t) — y(t) ll)wz(iia -~ tll),

Recordando que z = z(kT/m) y que yx = y(kT/m) parak = 0,1, ---, m se
tiene A

” Tm — Ym — xO + Yo ” = “ Tm — Ym — Lm—1 + ym—1_+ Tm—1 — :ym—l. .
— T2t Ynot Tnz —Ymz— - —To+ Yoll < [[%m — Yn — Tt + Y ||
+ me—l — Ym—-1 — Tm-2 + ym—2” + ctt + ”xl — Y1 — Xy + Yo “

<ﬂEWGD+WM()+W(f§mwa—%D

- 2m
por (5.8)

m—l1

'Wﬂﬂ—ﬂﬂ”ﬁw()ZmW%—%W

T T
+ §\I’<E>+ mw4< )+ 20 — ol
que es lo que queriamos demostrar.

Si en el Teorema 5.6 tomamos w;(7) = 71 tenemos el siguiente teorema [5]:

TeorEMA 5.10. Sea m un entero posttivo tal que T/m < o, st z(r), y(r) son
soluciones de (5.1) y (5.2) respectivamente, entonces se tiene

(T AR
o -zl QT
+la—wl[1+uD)].

TroREMA 5.12. St en el Teorema 5.10 se toma we(n) = La, L > 0,ws(n) = Mn,
M = 0 entonces se tiene

(513)  [a(T) —y(D) | S %@ =D + 20— g0 | &

La demoqtracmn de este teorema se sigue de (5.11) pasando al hmlte cuando
m — o, porque entonces ¥ (T'/m) — 0. :
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Nota 5.14. Si w.(n) = Ly, L > 0, se obtiene del Teorema 5.12 la unicidad de
solucién de
(5.15) i _ OF(@,0), 5(0) =

dr

en efecto; si 2 (1), y(7) son dos soluciones regulares de (5.15) en [0, T'] tales que
To = 1 , entonces escribiendo F (2, t) = F (z, ), por lo que se puede tomar M = 0
y entonces z(T') = y(T). Evidentemente no es limitacién esencial tomar el
intervalo fundamental como [0, 7] y 1a unicidad de solucién puede ser demostrada
en cualquier punto del intervalo donde la solucién esté definida.

Se puede demostrar el siguiente teorema de unicidad en espacios de Banach
tal como se hizo en [6].

TEOREMA 5.16. Sean F (z, t) en F(G, wy, we, o), ¥(n) = wi(n)-ws(n) >
7 € [0, o], 7% (1) no decreciente, Y 1= 2% (6/2°) < o y si para A > 0 se cumple
que
e)w; Lwq ()

(5.17) ‘ lim ¥ () ——— = =0
7->0+ Ly ( )

v (%o, to) es un punto de G entonces existe cuando mds una solucion regular x () de

(5.18) E = DF (s, t)
(z(t) =
TeoREMA 5.19. Sea ¢y = ¢ (¢, r) una funcién no negativa definida en
(5.20) ‘ 0<it<a, r=0 (a>0),

Lebesgque medible sobre t para r fija y continua no decreciente en r para t fija. Ademds
para todo subconjunto acotado B de (5.20) supongamos que existe una funcion
xz definida en 0 < t < atal que Y (t,r) < xz(t); (¢, r) en By para el cual x» es
Lebesgue integrable en v < t < a para toda v > 0.

Para cada o tal que 0 < a < a, la funcion identicamente cero es la unica funcion
absolutamente conitnua en 0 = i < o que safisface:

(5.21) ) =y(@ p)edqgen0 <t < aytal quep, (0)
existe y que se cumple la igualdad
(5.22) Py (0) = p(0) =
Supongamos. ademds que (ver 2.5)
(5.23) | [t DIF (2, 8) = Fly, )] = [ (s, 2 = wl) ds,

to, ten [0, a]; F continua en Y1 X [0, a], Y1 C Y abierto, Y espacio de Banach.
Supongamos® que ademds una funcion ¥ (t) tal que Dy 2 (n/2Y) = ¥(n)

2 Tal hip6tesis es muy comun: Si wi(t) = t*%, a; < 1, aias + a2 > 1; 4 = 1, 2, 3, entonces
nWaln) = 9%193F%h = 160 < ¢ < 1y ademss | fiwslz(s) — y(s)|dwsls) | < ¥a(®) por
el 2° Teorema del valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes [8].
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es convergente, t Y1 (t) es no decreciente en [0, ¢); 0 > 0y limpoy & W1 () = 0, y
que [19(s, 2w1(s)) ds < a(0).
Bajo estas condiciones existe cuando mds una solucion regular del problema

9 _ SF(, 1)
(5.24) dr
. z(0) = ¢
Dembstmcio’n. Supongamos qué hay dos soluciones ¢; , ¢» de (5.24) y sea
(5.25) p@) =al) —e®)], 0=t=a o

entonces existe o tal que 0 < ¢ =< a, p () > 0, luego por (o, p(¢)) existe solucién

absolutamente continua que satisface (5.21) en cierto intervalo a la izquierda

deo. ' '
Tan lejos de o (a la izquierda) como p exista se satisface

(5.26) p(t) S p@).
Porque si este no fuera el caso existiria a la izquierda de ¢ un punto 6 tal que
p@B) =p@)yp@) > p()parat < 0 (6 = o no estd excluida).
Se tiene que
p®) = || fo DIF (er, ) — F(os, )] |
Para k> 0 pequefio

p@ —h) = || [o"DIF (¢1,t) — F ez, 1)]]]

y
p®) —p@® — 1) = || [o-1 DF (1, t) — Flen, )] |
luego
p0) —p@ — k) < [ouyvp))d
y como
p®) —p® — k) = [o vt p@t)) dt
se tiene

(5.27) p(0—h)=p@—h)envistadequey (,p) <Y (,p)parad —h <t < 0.
Como (5.27) contradice la definicién de 6 se ha demostrado (5.26).
Ahora p(t) > 0 (tal como se demostré en el Teorema 6.3).
Luego 0 < p(t) < p(t) paraten (0, ] porlo tanto: lim, .oy p(¢) = 0.
Definimos p (0) = 0 y escribimos

(5.28) 0<2W <20 g <y <)

pero

IIA

p(t) Sfo ¥ (s, p(-?_)) ds i ()
t t 14

- 1im 29— o4 (0)

10+ L

It
o
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lo que contradice las hipétesis del teorema, luego p(¢) > 0 para ninguna o tal
que 0 <o < a,08ea¢;1(t) = ¢ (t) para toda ¢t € [0, al.

Lema 5.29. ([7]). Sea el problema
u = U(t,u)
<5'30) {u (0) = o

U (¢, u) una funcion continua no negativa definida en un subconjunto E de R y no
decreciente respecto a u en [0, al.
Sea v(t) una funcidn continua que satisface

v(t) < w + [4 Us,0(s)) ds
con vy < uy. Entoncesv(t) < u°(t) en [0, a] = I, donde " (t) es la mdxima solucion
de (5.30) en [0, a].
TrorEMA 5.31. Sean las ecuaciones diferenciales generalizadas siguientes:

(532) fl—f = DF (1),  2(0) =

-

z(@), y() soluciones de ellas respectivamente en [0, al; A (z, t), wi(n) como se
definteron antes, con wi(n) = Bn, B8 > O constanie,
” f:o Q[F(x’ 8) - F(y7 8)] ” S f:o U(” x(s) - y(-S‘) ”7 'S) dS, tﬁ; ten [O) a]!

que se cumplan las hipdtesis del Lema 5.29 y tomemos la condicion inicial del
problema (5.30) ast:

(5.33)

U = |20 — ’IJo“ + Bo

Bagjo estas condiciones se cumple ’

(5.34) lz@) —y@ | = «'@).

Nota 5.35. Sien el Teorema 5.31 tomamos xp = ¥ ; F = F (lo cual nos permite
tomar 8 = 0); suponemos que (5.30) teniendo la condicién inicial uo = 0 tiene
solamente la solucién trivial (lo cual es muy posible segin se ha visto antes)
Entonces z(t) = y ().

Demostracion del Teorema 5.31. Siz(t), y(t) son soluciones de (5.32).y (5.33)
respectivamente, entonces

lz@) —y@) Il = @0 — yo + [0 DIF @(s),s) — Fy(s), )|l
< 2 — vl + || [s DIF @(s), ) — Fy(s), s)]
+ 1 [o DIF (y(s), s) — Fy(s), 9|l
Sz —wl + [6U(x6) —y@6)|,s)ds
+ || [§ DIF (y(s), 8) — Fy(s), s)} |
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Si tomamos la particién P, del intervalo [0, {] < [0, a] siguiente: pr = {0 = &
<t -+ <t = t} podemos aproximar la Gltima integral de la dltima desigualdad
con un error ¢ = 0 tan pequefio como se desee tomando k suficientemente grande,

lz@) = y@ 1 < lao = wll + fo Ull2(s) = y() 1), s) ds
+ 2| F ), t:) — Fy (), ) — F (), tx)
F @), t) || + |
le@) —y@O | £ lleo—wll + JsU(lz(s) = y(s) [, s) ds + Z'f-lw4(t —ti1)
, | .
lo@® — y@ | < llzo— woll + e+ B+ [$ U 2ls) — y(s) |, ) ds
le@) —y@ | < 12— sl +Ba+ [oU(l2(s) — y6) |, 8) ds + ¢
o sea que tomando en el Lema 5.35v, = || 20 — yo || + Ba + € se cumple que -
lo@) — y®) || < u (), para t en [0, al.
En forma similar se puede demostrar el s1gmente teorema:

TeorEMA 5.36. Sean las ecuactones generalizadas
(537) , T OF(z,1), 5(0) = 2
T
que tiene solucion unica en [0, a] = I

= @Fk(fli, t), xk(O) :l?ok

dx
(5.38) o
que tiene solucion z,(t), k = 1, 2, ---, ¢t en I. Supongamos que se cumplen las
siguientes hipdtesis: ,

2 > 2 ; Fi (z(s), t) = F (z(s), t) uniformemente; || [, DIF (z,s) — F (,s)] ||
< [LU(z(s) — au(s)]) ds, b, ten I;

que se cumplen las hipdtests del Lema 5.29 y tomemos para el problema (5.30) como
condicion inicial uo tal que uy = [T — o ¥| + aa, para casi toda k natural, donde

& es una sucesion de reales mo negativos que converge a cero st k — .
Bajo estas condiciones

@) — 2 || £ ).

Nota 5.89. Si en el Teorema 5.36 se puede tomar +’(t) < 6 paratenl,s > 0,
entoneces z (t) — x; () uniformemente en I.

Nota 540. Usando los Teoremas de equivalencia 3.10 y 3.12 se pueden traducir
los resultados que hemos obtenido para ecuaciones generalizadas a ecuaciones
funcionales con retardo.
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6. Teorema de unicidad para ecuaciones funcionales con retardo

En esta seccién se enuncia y demuestra un teorema (Teorema 6.3) de unicidad
de solucién de ecuaciones funcionales con retardo; este teorema es mis general
que el que se puede obtener a partir del Teorema 5.36 para ecuaciones funcienales
con retardo. \

Antes de enunciar el teorema se demostrars el siguiente

LeMA 6.1. Sean &', ¢ dos funciones continuas definidas en el intervalo
["'ri a]: Q(t)
=1e'®) — 'O yp@) = lle) — ¢l = sup_rcicn [¢' ¢ + 5) — &t + )|

conr > a,parat € [0, al;0' (m) = ¢ (m), sim € [—r, 0]. Bajo estas hipdtesis existe
h, @ > h > 0 tal que se cumple la desigualdad: :

(6.2) p(t) —pt—2) < qt) —q@ —2)|,paraz € [0,h], (t —2) € [0, al.

Demostracion. Consideremos las dos posibilidades siguientes:
a) Cuando supscp,g ¢(s) = q(t) = p(t)
Como ¢ (¢) < p(¢) para toda £ € [0, a], entonces

p@) —p) < qt) —q) < qt) — q()|

b) Cuando supsep,q ¢(s) = ¢(¢) para al menosun t; € [0,¢) y q(t) < q(t)
para todo # con esa propiedad.

Sea t;' el primer punto a la izquierda de ¢ donde se cumple la propiedad arriba
mencionada; si llamamos A = ¢t — #' entonces esta es la 2 > 0 que busedbamos
ya que para toda s € [t — h, {] se cumple p(t) — p(s) =0 =< | q(t) — q(s)|.

TeorEMA 6.3. Sea ¢ = ¥ (i, r) una funcién no negativa definida en IN =
{@r),t € (0,a),r > 0} Lebesgue medible en t para r fija y continua no decreciente
en r para t fija.

Ademds para cada subconjunto acotado B de N supongamos que existe g definida
en 0 < t < atal que

(6.4) Yt r) < zs(t) (¢, 1) € B)

y para la cual x5 es Lebesgue integrable en v < t < a para toda v > 0. _
Supdngase que para cada o tal que 0 < a < a la funcidn idénticamente cero es la
unica funcion absolutamente continua en 0 < ¢t < o que satisface

(6.5) P =¥ p)ecdq.
en 0 <t < aytal que p, (0) existe y se qumple:
(6.6) p(0) = pi'(0) = 0.

Sea f:[0, a] X Hy — R", H1 C H abierto stendo H el conjunto de funciones con-
tinuas definidas en [—r, 0]; f continua.



ECUACIONES DIFERENCIALES GENERALIZADAS 57

Consideremos la ecuacion diferencial funcional con retardo
d
(6.7) G =@, ) m=tcH.

St f satisface la deszgualdad
6.8) G m) — )| < e, Hxl—lela)

para (¢, ;) € [0,a] X Hyconj = 1, 2, entonces existe cuando mds una solucion ¢
de la ecuacion (6.7) con condicion inicial dada.

Demostracwn Supongamos que hay dos soluciones ¢', ¢° definidas en [0, a]
tales que @' = ¢o = £.
Sean las funciones p y ¢ definidas como en el Lema 6.1,

(6.9) p@) = |le) — e’z 0<t<a
y
(6.10) qt) = ¢'(t) — ") 0<1t<

entonces existe ¢ € (0, a] tal que p(s) > 0; por el punto (o, p(c)) pasa por lo
tanto una solucién (funcién absolutamente continua) que satisface la ecuacién
(6.5) en cierto intervalo a la izquierda de o.

Tan lejos de ¢ (a la izquierda) como p exista se satisface la siguiente desigual-
dad

(6.11) pt) < p(2).
Porque si este no fuera el caso existiria a la izquierda de ¢ un punto 6 tal que
(6.12) p@) =pO)yplt) <p@)

para t < 0 (8 = o no esté excluido) y ¢ tal que p (¢) esté definido.
En vista del lema anterior (Lema 6.1) y de que ¢', ¢ son soluciones de la
ecuacién diferencial (6.7) se tiene:

q(0) = | [olF @t o) — (& @) di]|

y para h > 0 suficientemente pequefia, por ejemplo, para A igual al mfnimo de &
del Lema 6.1 y de la & para la existencia de solucién de (6.5) a la izquierda de 6,
se tiene

g0 —h) = | [ [f¢, @) — Ft, o) dt| como | [u]| — o] | < |u—1v]
entonces ‘ ’
p@®) —p@ — 1) <[q@®) —q — k)| < | [onlfG o) — f(t )] dt]
< [oav(tp@)) dt

comoy(t,p()) <y p()),0 —h<t<0setienep(® —h) < p(@6 — h)loque
contradice la definicién de 6, por lo-cual estd demostrada la desigualdad (6.11).
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Ahorap(t) > 0en0 < ¢ < ¢ (hasta donde esté definida ) ; porque sino p(¢) = 0
para cierta ¢ tal que 0 < ¢ < o, y la funci6n p definida por

{a(t) —00<t<s)
B(t) = p(t) (6 <t <o)

seria una funcién no identicamente cero que satisface (6.6) lo que contradice la
hip6tesis del teorema. Entonces

(6.14) 0<p@) =pQ).

Continuemos hasta tenerla definida en (0, ¢]. En vista de (6.14) se tiene

(6.13)

limeoy p(t) = 0

Definamos p(0) = 0 y escribamos

o<@§@(o<t§a)

como
p(t) _” %1—‘(0:2 ”H_ l¢1(t+s)—¢2(t+s)l
i 1 i 7
ge[—r 0]
174 274 1/4 2,4
_ e t"(”l,o<£st,como|“’(t)‘t""(‘)l
IA 2A
Sl—q’—(i—‘q’—(mysit——»0+entoncesf—>0+

y por lo tanto, como
174 ~ 273
i © ® - £(0) - Iim ? (?) ~ £(0)
>0+ i >0+ t

se tiene

lim 29— 0y ,.700) = 0
t=0+ 1

lo que contradice las hipétesis del teorema, luego p (¢) > 0 para ninguna o tal
que 0 < ¢ < @, 0sea o, = ¢, para toda t en [0, a] por lo que ¢' (t) = & (¢) para
ten [0, al.
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