FORMAS BILINEALES SOBRE Z, Y UN RESULTADO COMBINATORIO

Por SanTraco L6pez DE MEDRANO

1.—Introduccién

Sea A un anillo eonmutativo con 1, y A* el grupo de unidades de A. Las formas
bilineales B = (B, M) (B:M ® M — A, M A-médulo libre con base finita)
simétricas, no singulares sobre A forman un semigrupo bajo la suma directa
ortogonal y el grupo de Grothendieck asociado se llama el grupo de Grothendieck-
Wiit de A y se denota por G(A) ([3]). A la clase de B en G(A) se le denota por
[B], y recordemos que [Bi] = [B,] si y sélo si existe B tal que B & B~ B, & B.

En este articulo ealcularemos G (Z,):

TroremA 1.1. G(Z) R Z & Z,
Al tratar de demostrar este teorema se vié que era equivalente al s1gu1ente re-
sultado combinatorio:

TreorEMA 1.2. Sea I un conjunto con n elementos, e I, - - -, I/, n subconjunios
de I. Supongamos que este sistema {I; 1, - -, I,} satisface
a) #I; =3 (mod4) para 1<j7<s
b) #;=1 (mod 4) para s+1<;7<n

¢) #;NL)=0 (mod2) para j =k
E'ntonces s es un maltiplo de 4.

(Aqui #I; denota al ndmero de elementos de conjunto 7;)

Asi el cileulo de G(Z,) se redujo a un problema combinatorio. Sin embargo,
éste resulté més dificil que el original, y finalmente encontramos una demostra-
cién algebraica directa del teorema 1.1, con lo cual el teorema 1.2 qued6 también
demostrado. El uso de formas cuadraticas para estudiar problemas combinatorios
es bastante comin (ver por ejemplo [2]), pero algunas de las ideas expuestas en
este trabajo parecen ser nuevas, y es de esperar que se puedan aplicar a otros
problemas. Por ejemplo, aplicando nuestros argumentos directamente con otros
anillos finitos, se pueden obtener nuevos resultados combinatorios, pero estos
resultan muy artificiales.

2.—Formas bilineales sobre Z,

Por ser Z, un anillo local, toda forma no singular es suma de formas de rango
<2 ([3]). Bstas son

@, 5)C 5)r(C ) e

Algunas de estas son equivalentes: de las igualdades
(1 1)(0 a:)(l 0)_(2 x)
0 1Az O/\1 1 z 0

<3 O>(2a x)<3 O>_<2a —:1:)

0 1)\ z 2b)\0 1 —x 2b
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resulta que solo hay 4 formas irreducibles no equivalentes de rango <2:

w,@,0=(3 5).v=(3)

Finalmente, de la igualdad

10 1\/1 0O/ 0 1\ /[l4+ac .z - 0\
01 1o 1ol o1 1)=( 2 142 o
1 1 —z/\0 0 z/\1. 1 —z 0 0 —x

v de su negativa, obtenemos
W~V & (3)
2)® @) ~U@ (1)
33)~V @ (1)
23) @ W~Ue @)
Por lo tanto G (Z4) estd generado por 1]y =5 =[3] — [1] y como
Ve (1)@ 6)~4l) ~4@),
49 =0
Como det 3 = 3,7 5 0 (det B est4 bien definido médulo el cuadrado de una
unldad) y para demostrar el teorema 1.1 basta demostrar que 29 = 0.

—~Equ1valenc1a con el problema combinatorio’

El problema consiste en ver para qué valores de n y s existe un sistema
{I; I, -, I} que cumpla las condiciones a), b) y ¢) del teorema 1.2. Para
n = § = 4 tenemos el sistema I = {1, 2, 3,4}, I; = I — {7}, que combin4ndolo
con el sistema de n = 1, s = 0, nos da sistemas para toda n y toda s = 4k < n.
El teorema 1.2 nos dice que estos son todos los valores que podemos obtener.
Ahora veremos que este problema es equivalente a determinar el orden de.n en

G (Zs). '

Lemma 3.1. Ewiste un sistema {I; Iy, - -, I} que satisface las condiciones a),
b)y c) del teorema 1.2 para algunan > s si, y sélo st sy = 0.

Demostmczdn —8isy = 0, entonces s[3] = s[1], es decir, s(3) €B Br~s (1) ea B,
Por las equivalencias de la seccién anterior podemos suponer B ~ k(1) y entonces
(s+k)(1) ~s(3) & k(1). Porlo tanto existe una matriz 4 = (a;;) tal que

I 0\, (30
A(O-I>A ‘(-0 I>
Seal = {1, ---,n}, I, definido por k € I;, si y sélo si ai € Zi* . Entonees
n 3, 7
2k = {1, ﬁ;i

2imapt =0, §#7
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como 2’ = lsiz € Z&y 2’ = 0siz ¢ Z.* tenemos
C Xdw=#;  (mod4)
> aig = #I; N 1) (mod 2)

y{I;I,---, I} satisface a), b) y ¢).
Reciprocamente, dado un sistema que cumpla a), b) y ¢), construimos la

matriz A = (ai;) sobre Z; mediante
P 1 Si ]{) E Ij
*®T\0 s k¢ I

Entonces, por lo expuesto anteriormente A establece la equivalencia entre
n (1) y una forma bilineal con matriz X = (z;;) que satisface

_J3 i<
x"_{l > s

:l?.','. = 2Ysj, 1 # 7.

y finalmente podemos:anular todos los términos fuera de la diagonal pﬁncipal:
si Z es la matriz

T J> 1
2ij = 1 7='L
0 j5<i,

Z nos da la equivalencia entre esta formay s(3) & (n — s)(1) y pof lo tanto
n1)~s@B)Yd (n —s)A)

y sn = s3] — s[1] =0

- con 1orqrue queda demostrado el lemal

. Nétese que por ser ¢ ¥ 0 (ver el final de la seccién anterior), queda demostrado
que s debe ser par en el teorema 1.2. Para demostrar que s debe ser multiplo de
4 haee falta un invariante més fino que el determinante.

4.—Un invariante de formas bilineales sobre anillos finitos

Sea A ahora un anillo finito. Denotaremos por Z[A] al anillo de grupo de A,
considerado éste simplemente como grupo abeliano.
Sea (M, B) una forma bilineal sobre A. Definimos el especiro de B como

e(B) = D na\a € Z[A]

donde n, = ndmero de x € M tales que B(x, x) = \,. Es claro que ¢(B) de-
pende sélo de la clase de equivalencia de B.

ProrosiciON 4.1, ¢(B: @ B;) = e(Bi)e(Bs).
Demostracion—Si B = By ©® By y e(B:) = 2 Niuhs el ntimero de (3, 2) €
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M1 & M, tales que B((21,%2), (&1,22)) = Bi(x1, 21) + Ba(22,'22) = A, €s igual
a > Mugey bATA Nz + Ay = \g; pero esto corresponde a la definicién de la mul-

tiplicacién en Z[A].

Deniostracion del teorema 1.1. Falta demostrar que sy =0 implica 4 | s.sp = 0
es equivalente a (s + k) (1) = s(3) @ k(1), para alguna k que podemos suponer
miltiplo de 4, y como 4 (1) ~ 4(3), tenemos que (s + 4£)(1) = (s + 4¢) 3):
Porlo tanto basta demostrar que s (1) ~ s (3) implica 4 | s. Directamente se puede
verificar que

e(l) =2+ 2t
e(3) =2 + 28

donde hémos denotado por ¢ al generador de Z4 , considerado como grupo multi:
phcatlvo Por la proposicién anterior. :

e(s(1)) = 2'(X +1)°
e(s@)) = 2" + ¢y
y basta demostrar que
A+ =Qa+28)
si, y s6lo si 4| s. Si eseribimos
A+t =a4bt+ 4+ df
el valor de (1 4 #)* se obtiene intercambiando los coeficientes de ¢ y £:
A+ =a+ di + cff + 0
Por otra parte,
(1 4+ )™ = (2a + 4d + 6¢c + 4b) + (2b + 4a + 6d + 4¢)t
+ (2¢ + 4b + 6a + 4d)’ + (2d + 4c + 6b + 4a)t’

v (1 4+ )™ = @ + £)"* implica que los coeficientes de ¢ y ¢’ en la tltima ex-
presién son iguales, de donde se deduce b = dy (1 +¢)* = (1 + #)*. Por lo tanto
podemos ir reduciendo la igualdad (1 + t)* = (1 + #)* hasta llegara s < 4 en
donde por un cileulo sencillo se puede demostrar que s tiene que ser miltiplo de
4 y el teorema 1.1, y en consecuencia el teorema 1.2, queda demostrado.

Observaciones.
1.—e¢ no es un invariante estable ya que

U =[]+ 3]

peroe(U) = 124+ 4 ye((1) ® (3)) = 8 + 4t + 4¢’. Esto se debe a que Z[A]
tiene en general divisores de 0. e quedaria bien definido en el grupo de Grothen-
dieck del semigrupo multiplicativo de elementos de Z[A] de la forma e(B). En
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el caso.de Z,, este grupo serfa nuevamente Z @ Z, y e darfa el isomorfismo. No
conviene tomar todo el semigrupo multiplicativo de Z[A] por que el grupo aso-
ciado es Z y se perderia toda la informacién que nos da e. ' .

- 2.—e se puede definir de hecho para cualquier funcién f: X — A, X eonjunto
finito,; ¥ es multiplicativo con la. definicién obvia de suma directa de tales fun-
ciones: En particular podemos definirlo para formas cuadriticas ¢: M. — A, y en
el caso de Z, sepuede considerar como una extensién del invariante de Arf ([1])
a formas cuadraticas singulares. :
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